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PRÉFACE. 


Ce  Traité  fiit  compose  il  y  a  vingt-cinq  ans ,  d'après 
les  leçons  que  donnait  alors  à  l'École  Polytechnique  le 
savant  M.  de  Prony ,  dont  je  me  glorifie  d'être  l'élève; 
la  première  édition  parut  en  1801.  Il  a  long-temps 
été  enseigné  dans  cette  École  célèbre.  Depuis  cette 
époque,  aidé  des  conseils  de  mes  amis,  et  guidé  par 
l'habitude  de  l'enseignement,  j'ai  reconnu  les  imper- 
fections de  mon  travail  et  les  ai  corrigées.  La  cin- 
quième édition,  que  j'ofire  maintenant  au  public, 
ressemble  bien  peu  sans  doute  à  la  première;  et  j'es- 
père que  le  public  ne  reftisera  pas  son  approbation 
aux  nouveaux  changemens  que  j'ai  faits,  parce  que  je 
les  ai  regardés  comme  propres  à  rendre  plus  cor- 
rectes et  plus  simples  les  démonstrations  et  les  théo- 
ries. On  pourra  remarquer  que  j'ai  cette  fois  rempli 
des  lacunes  qui  existaient  dans  les  éditions  précéden- 
tes ,  en  exposant  le  mouvement  de  rotation  des  corps 
solides,  en  complétant  la  doctrine  des  axes  prînci- 
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xij  PRÉFACE, 

paux ,  et  en  indiquant  la  marche  qu'on  suit  dans  là 
Mécanique  transcendante  par  l'emploi  du  principe  des 
vitesses  virtuelles.  Il  m'a  paru  aussi  qu'il  ne  conve- 
nait pas  de  négliger  entièrement  la  Mécanique  pra- 
tique; aussi  trouvera -t-on  un  essai  sur  les  procédés 
généraux  employés  pour  calculer  les  effets  d'une  ma- 
chine ;  sur  les  forces  perdues  dans  l'emploi  de  ces 
agens;  sur  Tusage  des  volans;  sur  les  recherches  qui 
ont  pour  objet  le  mouvement  perpétuel;  les  procé- 
dés qui  servent  à  changer  une  sorte  de  mouvement 
en  une  autre ,  etc. 

Depuis  la  publication  de  la  quatrième  édition  du 
présent  Traité,  des  ouvrages  très  estimés  ont  paru 
3ur  le  même  sujet;  tels  §ont  ceux  ^e  MM.  de 
Prony,  Poisson,  Navier  ,  Hachette,  etc.;  c'e^t  en 
méditant  ces  excellens  ouvrages  que  j'ai  pu  espérer 
donner  au  mien  le  degré  de  perfection  dont  il  était 
susceptible, 

Çest  s4ns^doute  un  inconvénient^  pour  le  public 
que  ces  ch^mgemens  rendent  inutiles  le§  éditions  pré- 
c^entes;  mais  on  en  est  amplement  dédommagé^ 
lorsque  le  livre  est  surtout  d'un  prix  modéré  et  in- 
vaiial>le,  par  la  facilité  de  Fétude  et  la  perfection 
des  théories.  Maintenant,  ce  Traité  a  reçu  la  forme 
qu'il  parait  devoir  conserver,  et  j'ai  la  certitude  que, 
si  l'on  est  suffisamment  préparé  sur  l'analyse  géomé- 
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trique,  différentielle  et  intégrale,  on  pourra  le  com- 
prendre aisément ,  et  qu'on  sera  préparé  aux  études 
ultérieures  ayant  pour  objet  l'application  de  la  Mé- 
canique aux  arts  industriels,  et  surtout  la  lecture  de^ 
Mécaniques  céleste  et  analjtique;  but  que  j'ai  eu  sur- 
tout en  vue  dans  la  compositicm  de  ce  Traité. 

J'ai  évité  l'emploi  des  méthodes  synthétiques,  qui, 
dans  les  choses  compliquées,  sont  ordinairement  con- 
fuses, et  qui  d'ailleurs  ne  sont  point  d'accord  avec 
Tesprit  d'invention  et  le  langage  de  la  Mécanique 
transcendante.  Par  les  mêmes  raisons,  je  n'ai  jamais 
énoncé  les  théorèmes  avant  leur  démonstration.  En 
un  mot,  sans  être  un  Traité  de  Mécanique  appU-- 
quée  ou  transcendante^  ce  livre  est  propre  à  conduire 
le  lecteur  vers  l'étude  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces 
deux  sciences. 

Depuis  quelques  années  j'ai  publié  sous  le  titre  de 
Cours  complet  de  Mathématiques  pures  ^  un  ouvrage 
qui  embrasse  la  science  entière,  depuis  les  élémens 
d'Arithmétique,  jusqu'aux  Calculs  différentiel,  inté- 
gral et  des  variations.  Ce  dernier,  qui  reçoit  des  ap- 
plications si  importantes  en  Mécanique,  avait  été  ex- 
posé à  la  fin  de  la  4*  édition .  Pour  éviter  un  double 
emploi,  j'ai  supprimé  cette  partie,  qu'on  trouvera 
dans  Fouvrage  cité.  Lorsque  ,  dans  le  courant  du 
texte,  j'ai  eu  besoin  de  recourir  à  des  théorèmes- 
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d'Analyse  ou  de  Géométrie  que  j'ai  supposé  être  con- 
nus du  lecteur,  j'ai  indiqué  les  passages  du  même 
ouvrage  où  il  trouvera  les  démonstrations  et  les  éclair- 
cissemens  relatifs  à  ce  sujet.  Il  était  convenable  que 
je  préférasse  citer  mes  propres  ouvrages  plutôt  que 
ceux  des  autres  géomètres ,  dont  la  manière  de  trai- 
ter la  science  ne  s'accorde  pas  toujours  avec  celle  que 
j'ai  en  vue.  ' 
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1 .  \Jk  dit  qu'ail  i^aps  est  solide,  lorsqu'il  est  composé  de 
parties  du  molécules  adhérentes  les  unes  aux  antres^  c'est-à^ 
dire  qu'on  ne  peut  séparer  sans  ^ort.  Les  métaux^  les  pier^ 
1res ,  etc. ,  sont  autant  de  corps  solides.  On  appelle  Jtuich  IJotite 
substance  composée  de  molécules  peu  adliàrentes  ,  et  kuscepr 
tibles  d'obéir  au  plus  léger  effort  :  l'eau  ^  l'air ,  etc.  ^  sont  des 
fluides* 

2.  L'sspACE  est  une  étendue  conddérée  comme  sans,  bomefli , 
immobile  et  pénétrable  k  la  matière.  Cest  à  cet  espace^  .réel  ou 
idéal ^  qu'cm  rapporte^  par  la  pensée^  la  position  des  corps.. 

Le  MomrsifENT  est  l'état  d'un  corps  qtfd  ne  demeure,  pas  coi^ 
stamment  dans  un  même  lieu^  c^çit-à-dire  qui  n'est  pas  tou- 
jours à  la  même  distance  des  divers  points  fixes  de  l'espace  :  cet 
état  est  o]xposé  à  celui  de  bxpos.  •  f         i^ 

Ainsi  concevons  dans  l'espacctrois  plans  fixes  rectanj^riaire»; 
si  l'on  a  déterminé  la  position  d'un  point  par  ses  distantes  ^  qai 
plana^  0ù:  dit  que  ce  point  est  en  mouyemeat  lorsqu'il  ne  cfn- 
serre  pas  oe$;  distauicesy  et  que ,  d«m  dctux  instana  successif , 
les  perpendÂQulairea  .abaissées,  de  ce  point  sur  les  trois  pV^ 
fixes  ohaoïgent  de  gciindenr. 
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3.  ÏAi  matière  en  repos  ne  peut  se  donner  du  mouvement  a 
eUe^méme ,  car  pourquoi  s'en  donnerait  -  elle  plutôt  dans  un 
sens  q[ue  dans  l'autre  ?  Le  même  raisonnement  prouye  que  si 
éÇf  eâ^  <|^ir  6^  ^u^9°p^l^  ^^  4'^^  f^^  ^ërer  k  fitQssf  ^ 
ti  in  iobunger  ïa  âir^ction,.Oe  çst  dftnç  cqp^iût  à  rgg^irdir  }e 
repos  et  le  mouvement  comme  de  simples  accidens  d^  corps , 
qu'ils  n'ont  pas  en  eux  le  pouvoir  de  modifier.  Cest  en  cela 
que  consiste  le  principe  général  gui  sert  de  fondement  à  la 
Mécanique  y  et  qu'on  bomniie  la  loi  ^hv(Smm%  loi  par  laquelle 
tous  les  corps,  soit  en  repos  y  soit  en  mom^ementj  doivent  per^ 
sépérer  dans  Vétat  où  ils  sont. 

Lorsque  cet  état  vient  k  ohaiiger,  on  doit  donc  l'attribuer  à 
une  cause  étrangère  qui  a  exercé  une  influence  perturbatrice. 
Cette  cause  inconnue,  quelle  qu'elle  soit,  qui  change  l'état  de 
ÇBPP«  ^i^  ffip^T^qf^t  de^  ^ga^y  d^  çg  qi^'flp  ^pejlç  ip^Rq^ 
OX^  Vïfmm'^  ^9^  ?ffl¥rOplF%f  ^  f^^.ip^l^t  l'occ^io^ 

f(tç-te^¥raot  d^^HftiftçuY^^l'^îfHçç  li^rçnjgorl^ 
autant  d'exemples. 


matlCTë  dévient  animée.  Mais 'Heureusement  les  principes  de  la 
Iï88i&ït^tfe  ne  ^'àt"hâlémenf  iiitèresf^  li  cette  ^Jécouvèrte ,  et 
ï&8ipiii4bWjf'  r^^  sans  regrets.  Les  forces  ne  nous  îm- 

t^téàf '^e  pair  les  mouvdmens  qu'elles  sont  capables  -de  prb^ 
duire;  leurs  effets  et  les  lois  de  leur  action  sont  les  seules  choses 
^^t^(<ïO«suJUn%^  la  ^Mb|GANiâtnî«^  la  MÎence  qui  oi  povr  ob- 
^ééft^lNf^ir  ë%  de  ^dculer  les  eibU  d«^ 
-^if^'M^^j^érti&qm  veut  que  la  matî^  ne  sdlt  douéetd'Mt- 
ctlke  v<doti^  y  ^anottHe  aSBéfcîon  ;  aentible  démeiotiè  far  Içs  «ffi^ 
èf^.diitMquês/les  ^X^tixctàotky  Fadàérenoe  ^desJMi^i^s  /ji'ae^ 
tion  capillaire...  Mais  ces  effets  ne  d^ufiseiit  pis  fâ^értiott^ 
et  obligent  seulement  le  physicien  à  admettre  des  foroes  mo- 
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Ucalairei  c^ééiQf  sfbpiiteipeiMt  p^r  ubo  motvdlie  iaflueace  ;  U  Dm- 
tîère  ne  ressentait  pas  l'action  de  ces  forces  ;  elles  se  sont  dé^ 
Teloppéea  f  uand  lef  corps  ont  été  mb  en  présence.  M  «ti  fcit^ 
on  ToH  bien  que  la  loi  d' inertie  .n'esf  qu'une  suppositieti  q«i 
cousiate^i  attribuer  à  des  causes  étrapgjbrei  tov^  1^0'cliafigè- 
mens  d'état  ^  soi([  de  repos  ^  soit  de  mouTement;  et:  I^&iud^  des 
effets  n'est  nullement  intéressée  à  connaître  9Î  réellement  la 
force  est  dans  ou  hprs  la  matifer^.  Yoici  les  réll^ions^de  M.  La- 
place  sur  ce  sujets  (Exposi^n  du  système  4«  Motide^pa^  t4tf 
§•  édition,  iiv4^  W,  ciiap.  2.> 

«  .La  nature  de^  la  fc^roe  motrice  ét4nt  iiiQ09j6i«e>JIt  e^t  in»- 

pos6ib]e.4/e  ^yoir  à  priçri  si  cett^  fo9?qe  doit  se  cm^&h^r  sains 

.cesse.  A  la  <?^ritéi  «^ti  oorp»  étant  incapable  de' se  dùiiiiw  au- 

cup-  moure^po^nij  il  parait  égal^m^t  i^oi^pable  d'altérer  celui 

^'li  a  re$ujr  de  sofcHe  que  Mi  hl  âlmettie  e«t  au  moins  k  plus 

naturelle  ft.  laç  plus  sifuple  qvi'<^  j^isse  imi^ginén  Elle  est 

d'aiUc^lW  <:^>^9^  P^  Vexp^rieïf€!e^j  «n  e&t,  noua  obsèrroiis 

siu^  la^ia^e.q^  ^  i^ouvfi;n^ns  |e  f^pétueiit  plui^  fong^^enps 

;à  u^]fS|)^.4iMi  lf3s  pb^Qlj^  qftif'y-  oppoftçi^t  yiâmoDit  ;à  dind- 

W^r,:c§  qi|vw^S',i^te  à^p?0irei4|tte,j8*n9  ces  obslades ,  ils 

djorer^i/?^^  twjôlfir^nJJ^W  lH?ierti^  de  U  Matière  eal<  prinèipa- 

Jk^meii^  remaf<%u;^  d^m  |$^  mP^^T^^Ql^  ci^alcis  qàiî.^  dd^nis 

un  grand  nombre  de  siècles^  n'ont  pas  ép)ÇQ«^udUitérsiâon 

^^^ïb^e.  4i9|i,pous;jçeg%râetP99  .^ertie  o^mmé  «ne  loi  de 

^a  naturi^j,  et^  }or§<)u«  HPM  o^r-^çgim^^  IVtéwiitio»  dam  le 

i3(iouTeD9^t  (L'ttnrq)f)|)s,;^i:^s^t^$^ron%:qu'^d}^  e«t  due  àl'ao- 

tion  d'une  cause  étrs^g^Y*?*  »;-.., . 

IfiQtsqM^  fpiiA  «î«Ôri^  est;  tîpé^  d<l  repos  par  unp  force 
qipp;  r^Ji^oiin^  e4^i4^  à  l[ui<-«iènie  (on.  dit  aloi^  que  le  oorps 
^Vm  pW  «A  çh^.oii  me  in^ukim)^  il  ^%  éiû^eni  qwe.  ce 
fpiat  d^râA  la  dl*<»jitj$  sultant'  laqudle  la  puissanoa.  a  exeixsé 
son  action;  car  il  n'y  a  pas  de  raison  pour  qu'il  s'en 
écàrle  d*^un  cÔlé  plutôt  que  de  l'autre  :  cette  ligne  est  ce  qu'on 
nomme  la  direction  de  la  force.  En  outre  ^  le'  point  matériel 
devra  persévérer  dans  son  état  actuel  de  mouvemeht;  c'est-à- 
dire  se  retrouTcr  sans  cesse ,  sur  sa  route  rectiligne  ;  dans  le 

I.. 
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même  état  que  s'il  recevait  actuenement  Fimpulsion  qui  jTa  ' 
animé. 

La  connaissance  d'une  fbrce  n'est  acquise  que  lorsqu'on  a 
if.  le  point  sur  lequel  elle  agit  ;  2".  la  direction  j  ou  la  ligne 
droite  dans  laquelle  le  mouyement  doit  avoir  lieu  ;  3^.  le  sena 
ou  cet  effet  a  lieu^  selon  que  le  mobile  a  été  tiré  ou  poussé  par 
la  force  ;  4^.  enfin,  son  intensité, 

4*  Lorsque  les  forces  qui  agissent  sur  un  système  n'y  pro- 
duisent pas  le  mouvement ,  on  exprime  cet  état  de  repos  en 
disant  que  le  système  est  ^n  Equilibre,  C'est  visiblement  ce  ^ 
qui  a  lieu,  par  exemple,  quand  deux  forces  égales  et  oppo- 
sées agissent  sur  un  point  matériel.  Tel  est  le  but  de  la  Sta- 
TiQtm  (1),  partie  de  la  Mécanique  dont  l'objet  est  de  trouver 
•les  relations  qui  doivent  exister  entre  les  directions  et  les  in- 
tensités des  puissances  pour  qu'elles  se  détruisent ,  et  qui  ^it 
.'connaître  les  forces  propres  à  établir  l'équilibre  lorsqu'il  n'a 
pas  lieu.  La  Statique  est  donc  la  science  de  l'Equilibre  J  et  il 
suit  de  l'idée  qu'on  attache  à  cet  état,  que  la  notion  du  temps 
ne  doit  jamais  y  entrer  en.  considération ,  puisque  les  forces 
sont  4méantie8  pour  toujours  lorsque  leur  action  est  instan^ 
tahée,  comme  dans  le  choc-,  ou  qu'elles  s'anéantissent  à  cbaque 
instant,  si  elles  agissent  d'une  manière  durable,  comme  un  poids 
qui  presse^un  appuL 

LorsqtSe  les  forces  ne  s'entre-détruisent  pas,  le  corps  prend 
un  mouvement  :  on  nomme  DrNuaQxrB  (2)  la  science  qui 
traite  de  cet  état,  de  la  courbe  décrite,  du  lieu  qu'occupe  le 
mobile  à  tout  moment ,  de  sa  vitesse ,  etc. 

Les  propriétés  des  fluides  sont  si  différentes  de  celles  des  so- 
lides, qu'elles  méritent  un  examen  spécial,  ce  qui  constitoe 
I'Htdraitliquz  (3)  *,  et  comme  les  fluides  ont  aussi  leurs  états 
d'équilibre   et  de  mouvement ,   l'Hydraulique  se  divise  en 


(1)  Scare^  s*arréur. 

il)  AvfttfMf,  puissance, 

j(3)  T/pêu/htç,  machine  mue  par  l'eau. 
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'  HtdrostItiqxjb  et  HTDROoTNAiiiQUB  (i)*  La  Mécanique  (2)  ^  ou 
la  science  de  ï^ équilibre  et  du  mouvement  j  est  doue  formée  de 
quatre  parties^  sayoir  : 

La  Mécanique  proprement  dite. 

I.'    Statique  ,  qai  a  ponr  objet  PéquiHbre  des  solides. 
n.  "DiMÂMiqvE,  qui  s'occope  de  leur  mouremeiit. 

Hydraidique  ou  Mécanique  des  fluides. 

in.HTDKosTÀTiQUE,  qui  traite  de  P^îlibre  des  fluides. 
ly.  HTDRODTVAViQUEy  qai  a  pour  objet  leur  monTement. 

Les  matériaux  primitifs  que  cette  science  emploie  sont  : 
1®.  La  force,  oa  puissance,  enyisagée  quant  à  ses  effets; 
1  a?.  Le  temps  j  qui  n'entre  jamais  en  considération  lorsqu'il 

s'agit  d'équilibre  ;  mais  qui  est  un  des  élémens  nécessaires  de  la 

Dynamique. 

3**.  Les  propriétés  physiques  des  cofps,  savoir  :  la  mobilité, 

la  masse,  Vimpénétrabilité,  Vinertie,  Vétendue,  U  figure,  etc. 


(i)  TJWp,  eau. 

(2)  MtiX*ii)  machine. 
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LIVRE  PREMipR- 


StATIQtE. 


CHAPITllE   PREMIER. 

ÉQirATIONS  P'ÉQUIUBRE. 


&  La  STATiQtrs  s'occupe  des  relations  qui  doivent  exister  entr^ 
les  intensités,  les  directions  et  les  points  d'application  des  forces 
qui  se  font  équilibre  y  ou  s'entre-détrnisent  ;  et  lorsque  cet 'état 
n'existe  pas,  cette  science  fait  connaître  les  forces^  proprés  à  le 
produire  :  on  y  fait  toujours  abstraction  du  temps. 

Avant  de  .nous  occuper  de  la  recherche  des  conditions  d'é- 
quilibre d'un  corps  soumis  à  des  forces  quelconques;  il  con- 
vient ^  pour  faciliter  Pétude,  de  procéder  du  simple  a»  com- 
posé. C'est  pourquoi  nous  dépouillerons  les  corps  de  plusieurs 
de  leurs  propriétés,  que  nous  leur  restituerons  ensuite,  ^ous 
traiterons  donc  d'abord  de  l'équilibre  d'un  point  matériel  ;  les 
théorèmes  que  nous  déduirons  de  cet  état  idéal,  qui  ne  con.\- 
prend  que  les  notions  de  la  force  et  de  la  mobilité,  faciliteront 
la  recherche  des  vérités  générales  applicables  aux  corps  teb 
que  la  nature  nous  les  présente. 

6.  Deux  puissances  égales  et  directement  contraires  sq  détruis 
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f«iM  lo^s^^di^  ngil^eat  sur  le  même  point  ou  au  e&inîpiHti^ 
d'ime  t^pgç  içom  irtae3Ml>Wt  c^  i]  «'y  *  pa»  4e  nJaoo.  f9«i; 
^ue  l?i»u^d!?Be»y©»|?Qrte,8UJP  l'autre         .       ,  ,.      .    ;  ^î.î  f> 

primer.  <(f  a  fom^  4»  4^ljt$te  ^n^reOfUë^, 

7>  Ldolque  de»  fmmgïfif»  i^e  se  fo»l^  p94  ^tfaUlbr^*  ^  ift« 
ti^mswt  de  Bonilettils  fovfo^  diiif» k  «jâtè^ns^  #i«  péftt  k  tfé* 
disire  an  rcfos  i  leé  Ibrebs  (giden  «ft  oppoiée»  à  oeU^  *  ti  «M 
appelées  Résultantea;  les  puissances  dn  sjstèmi  «a  stofi  I0I 

h^  ftotÀme:  de  U  fSpiiHj^fièiêpjM  d^fomn  emmtA  à  kr0«i?«t 
k  résidtiintê*  d?  im  sysfkkae  4«toé  dje;  puistoiot»;  cèkii  d»  la 
déGowfbsititei^  iXi  infces:  en  «s|  L^varM.  Scicnlt  deux  Aroei 
P  et  Q  (%  2.>  soJBtaHènl  ita^  tiolécula  A,;  par  la  ptemier 
proUème qq  éhèsaUe  kiÉriésdllaiile  R  ^ c'etfc -à-* dke la  foret 
^e  et  «^pDséêà  ooUfe  R'  qm  l»  réd«a  à  Féqaîlibt^;  ^  la 
second  ^  aé  coMraive^.  oïli  okefeha  dent  forbea  F  et  Q  daM'  IfaI 
réédltatite  s6it  H. 

81  il  suit  iaè  cétée  dé&mtioa  de  la  résuteanile  de  ptaeteènts 
forces  P^  Q,  S,  T  (fis.  11),  qu'on  peut  remplacer  quehfuaa* 
tinéB  d'enAt'eaite  par  leur  réinltaBtasaM  alMaeÉ*  Fafet/^^èUes 
doireBl  pitoditâ»  aifar  fe  pinat  noUle  A  ^'eUet  sdlieHant*  Gi^ 
si,  par  exenipley  lé feaoe  X  esild  oiMltaute  M  P  et  Q>  on 
,  ne  dnoigdm  rient  à  L'cMl  du  point  A,.  sL»  OBftreiIas,jK)p0es*  qui 
agisAeill  skt  \tà  )  on  îàrtroduiil  <tette  réMOtoite  X  et  nae  £9reë 
X'  qui  lui  èehiît  égaW  et  apposée  ^S)  ^  poiaque  :^  eè  X:  a^opfror 
détruisent.  Mais  par  supposition  P,  Q  et  X'  sont  en  équilibcei 
en  pi^  4anc  les  sqppac^iiier  :  d'bi  il  auU  que'  les;  puî^^ueéS  P^ 
Qi  S  et  T  produisent  sur  le  point  mobile  A  b^ mêa9ie' effet  4Ua 
X|  S  et  T9  oa  qiai  reiôeûtà  substituer/  dans!  le-  syottmei  aus 
^mes  P  et  Q  leur  véspilawle  X.  ' 

Bbnc^  i^  ^^«ai(  d'dquUêbve  0ê  h  riauttanu  d^Ubt^Him  À 
fin^s  ne  somt  paa  fhangisj  lorsqu'on  r^mplaee  plmitun  ptm^^ 
Hnc€s  par  hur  résulùante. 

a^  Chi  peut  aënie  remplacer  toutes  les  fttfce»  P^  Q,  &>  T 
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iptutltjar  rééuliante  R^  qui  produèt  sur  le  mobUe  A  le  m^ne 
êffhi  que  les  composantes j  e£  leur  équivaut.  Ce  mc^le  doit 
donc  paroottrir  la  direction  de  cette  résaltante.  £n  tSet ,  si  P 
et  Q  ont  peur  résultante  R  (tig.  a),  c^eit-à-dire  si  la  force  R' 
égale  et  oppMée  à  R,  réduit  P  et  Q  à  l'équilibrey  de  remem* 
Ue  des  quatre  forces  P>  Q,  R  et  R'^  ooÀsidérées  ocmme  agis^ 
sant  à  la  fois  sur  le  point  mobile  A  ;  supprÎBàotis  sçit  R  et,R'^ 
apit  P,  Q  et  R'  qui  s^entre-détmisent;  les  forces  restantes,  sa-^ 
voir  y  P  et  Q  dans  le  i®*^  cas,  et  R  dans,  le  2*,  deyront  être 
équivalentes.  Donc  y  etc.    <  \, 

9.  Donc  deux  farces  agissant  siUifcmt  la  même  ligne  et  dans 
le  même  sensj  ont  une  résultante  Jgale  à^leur  som^me.  Ce  prin- 
cipe •  serait  sujet  à  contestatioii ,  s'il  exprimait  que  l'effet 
produit  par  la  résultimte  est  la  somme  des  effets  dont  les  com- 
posantes sont  capables,  considérées  séparément  l'une  de  1'au«- 
tre.  Or,  ce  n'est  pas  ce  que  nous  voulons  dire  ici,  car  quoique 
ce  fsiit  soit  vrai,  ainsi  qu'on  le  dira  enDjnamk{ue  (iP.  n®  x4^); 
il  est  susceptible  de  démonstration,  et  pourrait  même  ne  p^ 
avoir  lieu.  Mais  il  serait  déplacé  de  traiter  ici  de  cet  objet, 
puisqu'en  Statique  on  ne  considère  point  l'effet  actuel  des 
forces.  .         .  ,  . 

Notre  tbéorème  Résigne  seulanent  que  si  deux  forces  P. et 
Q  agissent  dans  le  même  sens  et  suivant  la  même  ligne,  elles 
seront  réduites  à  l'équilibre  par  une .  force  R  opposée  et 
x=^P-)-Q;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  elles  produisent  sur 
le  point  mobile  qu'elles  sollicitent  le  même  effet  qu'une  force 
unique  R,  qui,  agissant  dans  le  même  sens,  serait  égale  à  leur 

somme.       *  

,  Or,  c'est  ce  qu'on  ne  saurait  contester,  puisque  cette  propo* 
sitfon  n'est  qu'une  définition  du  mot  Somme  j  considérée 
eomme  applicable  aux  forces.  Ainsi  nous  disons  d'une  force 
qu'elle  est  double,  triple....  d'une  autre,  lorsqu'elle  est  capable 
de  faire  équilibre  à  deux,  à  trois  forces  qui  seraient  ^ales  à 
cette^  dernière  et  agiraient  en  sens  contraire  ;  sans  prétendre 
pour  cela,  que  les  forces,  par  leur  action  simultané,  non 
plus  que  leur  résultante  qui  leur  équivaut,  dussent  produire 
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Hm-  elfet  âotd)le  oa  triple  de  cdui  que  jurodaîrait  MèoMaat 
l*tfDè  des  cDmposantes  (*). 

ro'  P  et  Q  étant  deux  forœa  inégales  et  opposées,  ffu  a^ssent 
sur  tmpoînt  mobile^  soit  T  Vesoès deP  snrQ^  onP^Q  +  T^ 
nou&pouTons  remplace  (8)  la  puissanee  P  par  lesd^u  forces 
Q  et  T:  or  les  deux  jforœsQ  opposées  se  détruisent  (6) ,  et  il  ne 
reste  qneT^stP—Q.^  , 

Donc  là  r^uUante  éUcbmxfifUs  opposées  œù dirigée  dan»  U 
sens  de  làpiuagrande  et  égale  à  leur  différence.     . 

Omdluons  aussi  de  là;  que  deux  forcée  qui  agieuat  sur  u^h 
point  ne  se  détruisent  que  lorsqu'elles  sont  ^^ales  et.  (qjposées. 
Car  d'une  piurt ,  si  elles  sont  opposées ,  on  yient  de  Toir  qu'eUes 
doifoit  être  égales  pour  s'entre-détruire  :  et  de  l'autre  part,  si 
efles  forment  vèa  sxt^e,  tdles  que  &  et  Q.  (fig.  ^  )  >  et  que  ce- 
pendant on  les  suppose  en  équilibre;  en  ajoutant  une  force 
E'  égale  ;  et  opposée  à  R,  le  mobile  A  devrait  visiblement  se 
mouvoir  suivant  AR^  :  mais  d'ailleurs  R  etR'se  détruisant ,  il 
devrait  aussi  parcourir  la  ligne  AQ  ;  ce.  qui  est  absurde. 

1 1.  Il  e^£adle;de  concevoir  maintenant  comment  on  intiro-* 
duitles  intensités  des puissanoes  dans  le  calcul:  car  comme  les 
forces  sont  des  cboses  d'uiae  BDH^qae  espèce  y  en  en  prenant  une 
quelconque  pour  unité ,  répression  de  toute  force  n[est  plus 
qu'un  rapport;  ou  une  quantité  mathématique,  qui  peut  être 
représenté  par  des  nombres  ou  par  des  lignes.  Ainsi  lorsque  nous 


(^}  n  mrsemble  que  cette  manière  de  pr^nter  le»  principes  de  la  Mëca- 
niqae  et  d'întfôdaire  laii(ie8iire  des  forces  dans  la  Statique  est  h  Tabri  de  toute  , 
élection.  On  ne  peut,  par  exemple,  «flever  celle  de  Gamot  dans  son  traite' 
des  Principes  fondamentaux  de  Péguiiibre  et  du  mouvement.  Ce  savant 
géomètre  s'exprime  ainsi  dans  sa  préface ,  page  xij  :  «  Qn'ese^e  qne  Je  rap- 
».  port  de  deux  choses  différentes  ?  Ces  casses  sont-elks  la  volonté  on  la  con- 
»  stitntion  physique  de  l'homme  ou  de  l'animal  qui,  par  son  action^  fait' 
»  naître  le  mouvement?  Mais  qu'est-ce  qu'une  volonté  double  ou  triple 
D  d'une  autre  volonté,  ou  une  constitution  physique  capable  <l^n  effet 
»  double  ou  triple  d'im  autre?  La  notion  du  rapport  des  forces  entre  elles 
»  considérées'  comme  canses  n'est  donc  pas  pins  daire  que  celle  de  ces  iprcca 
ï»  elle^-niémès. 


Digitized  by  VjOOQ IC 


d^Aâ  qti'utie  Sàre»  P  «ai  if^^résetitéa  par  UlîgHA  AB  C%  ^  ^ 
il  faudra  concevoir  que  cette  ligne  est  h  iitec^ion,  m^eii^  d^  1^ 
puissance,  et  <jpie  la  loogo^ur  AR ^wUmt  V.vm^  tb^aifei  4^ , 
auUnt  de  fû(aqu0kfiirâ&  C  e^nti^il  i'Usjt^  de  for^  &ii<^f9V%r 

dire  quj,^     —  z=t  -7r=-.  Lorsque  nous  aurons  hésùiû  i*\ûit<i^ 

duire  Içs  forces  dans  les  équations,  noua  fo^atteaM  dMii  4ira 
^ue P  S3  AB  ^  j^msqèe  &ipt  Fvflité  dé  ftdvQB»  et q«»  AF^  ITu* 
nité  linéaire. 

ParciUMémlôraqu^vn  ^lUMftre  dent  folcM  P  el  Q  (% >) , 
et  ^'q9  Ttel  bi  ^Ipvétenter  par  dès  lifpes^  il  fi^Bt 
ces dr^tei  swiratit  IcsiKiçeetiQna mimes à^ f^rçcp-^ ^dftdélif^ 
miner  snr  ces  lignés  deÀ  fi^tîea  A9  et  AC  qui  f9i#iA  ««1i^ 
d^  daâs  .1$  même  ^âp^port  q«e  ^  forcioft)  de  sortir  ^'t)»  lit 

Comme  U  eM  iliBffllk^ift  dé  ft^if«ititter  ks  forces  dastf  l»Gab> 
ùBi^ii  fi^  iNi^rééentafat pur  éâb ftombN^m  ^f  des  ttfpikfe ,  nous 
préféré^iis«t>UTetît)«pfèittlé)^  nitâ^ft  td«r  WregAvAlMlftilalroés 
€<^me  déé  nomlMs  ftkiMi»,  M  Ml  Une  (Ms0  pluàomferaiè 
au  génie  AftPAIgëkfe,  qui  teât  qu^tbut^  ks  gnM^dnirs  sdinot 
rapportées  à  une  unité ,  e*  ne  soient  ffltts  tt»*fitées  4fOB  àfvtmm^^ 
nîëre  purement  àttstraiie.  En  reprééèfitàiiit  Mcolttraireks  Airoes 
par  des  lignes ,  on  traite  la  théorie  sous  une  forme  plutôt  géo- 
métrique qu'algébrique.  On  ne  devra  donc  pas  oublier,  dans  lè 
petit  «ombre  dé  ira»  oii  k»  forces  sevont  rejptrésèbtées  pMr  des 
ïî^es,  ijué  ce  protédé  graf bique  tf  est  nùïlëttiétit  hêdéÉéàhef  et 
qu'on  nfi  remploie  que  pour  énoncer  certains  tésultats  sious  ïa 
forme  qui^leur  est  cottsawée. 

t%i  Le  preMèmfe  de  là  (Mmpdsition  êtà  Maes,  knrsqm'eHes 
agissent  siuiVant  la  même  droite,  est  une  Conséquence  de  ce  tjtt*oii 
a  vu  dans -leaii***  9  et  loj  c^v  eu  cfonsidérânt  les  forcés  deux 
à^deux'/U  est  facile  d'eu  conclure  quep/i^s J^wrs  forces  qm  agis- 
sent auipani  um  même  droite  cn9  kùr  rieultamte  égale  à  Uur 
sonrnie ,  si  eUes]agissent  toutes  dans  U  même  sens  ;  ou^fùh  à  Fex- 
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FARALliLOOiaim  VÈS  FQBGSS.  If 

iéêdeia  sànms  dê^>elhiiqniéigU9êntdan»tai  êerh^  é$r  UBoatàyr 
dé  Ciliés  qu^i  agissent  en  sens  opposé.  Cet  énoncé  pei^-êlre  tàÊkA 
-^là&kfSittQtm  cbiMUMrwiiM'fiatictittm  ^miçftàeB 

fB  tffltaetil  d<ii>  «^n  mette  ieits  ooflMae  p6wit^f,  «t  ^kSXu  ^ 
agUsent  «i  sens  opposé  comme  négatWes ,  <m  pwupfâ  «Bm  ^e  I» 
rd«u/ift»v<»  <fe  phùiiimtè  forcée  4pd  mgkKfêiit  sidf^i  im  ni^^ne 
tkaite  9^ég»lêAiiWr  êoWtmëyeà,  fyënftbt  ioî  te  tkk  Sbnùtm  Arii» 
le  Bftii^)|tth»  hd  «ttitUbt^ 

1^.  DMe  tmaityslê»iè4Êfbrmé,imfUrièi}k^  9np9^  preHcbrm 
pov^poiM  ^i:^jpliç^»ibH  Ué  tHàt^pat^sêtuWij  #W  qmeiw^m 
de(»i^^€sàéir€ë^h.tÉ^^hf(MHi6^M*pp^^ 

4tte,  solvètiteè^^rtc^  AE,âMixlb4roëf<p^ 
mais  ojpposêès  tàhte  iSSei  {9)^  étmtâie  là  flgtther 4«i  ÏB]fB<Mè  iM 
invariiMe ,  l'utie  ûéaei  forces  dêt^tÉ$rà  I&  pu()s^ce  f  (6))  U  M^ 
coiMlê  i^esterà  9eulè  et  îde  sera  autre  ohôëè  ^ue  là  folrcié  1^  tikOê^ 
portée  en  A. 

tottatà  ittrà^lalàè;  Àe  {l^t  âéinifrè  ittt»  lèreé  ^  ir  Moiiu  qifil  mt 
soH  Mtitf  4ii  Yxxtk  i[tfeteottqiie  Aed  teints  de  U  4ke()tton  de  oÉAtv 
ibi^<»>  t»ttlbfiusr  fie  itfa«t  «fiie  di^  œ  cas  qitfM  peatlaflo^poier 

II.  JkipiUUit^iramme  dss  faf^aeê. 

i4  ffa  ff<^j^die  de  l^  vésphAntu^  ifi  deux  forces  P  et  Q{fîg*  3)> 
do^  JJ^fdiDU^ti^HE^  fylBLim^^e  PAQ,  r^ose  sur  les  tt^rèm^a 

l*r  Soi(^  4<^Hx  ^çfgçiQ^P  ,^Q  qiaelconqu^,  qi^oi|  s^p0|>se  ti^. 
rer  |e  point  fiâ^bjik  J^;  po^i^me  Q  i\e  (end  qu'à  ^Itjb  lasser  oa 
point  <M|^i^fs^^j^  49  r#  j^e  de  inâmie  P  Félève^en  d^iis  de 
AÇ,  ^  fs4^%  4^7^ f  W»w  ofi  voit,  se  monToi^  dans  Viable 
PAQ^  donc  (  ^P;6,  a?.  )  cf^t  ajigh  contiendra  la  djirectioi^ds  la 
Tésultanf€é 

2\  Ztq  r48ut^^  ck  i^i^  farces  0st  située  difas  h^rplanz 
car  il  n^j  a  pas  de  raiso^i  pou?  que  le  point  mobile  qu'elles  soi- 
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12-  STATIQUE. 

Kcite   s'écartent  pittiôt  ea  dessus  qu'en  dessous  de  ce  fkan 

3^  Le  même  raisonnement  prouve  que  si  les  deux  forces  sont 
égalés  j  leur  risuZtctrUe  diçise  f  angle  qu^elle^  forment  entre  eUes^  ^ 
en  deUM  partis»  égales. 

4^.  Soient  quatre  fiurces  égales  P^  Q;^  p  et  q^  également  in-. 
«Hnées  deux  à  deux  sur  la  droite  xy,  et  disposées  comme  on  le 
Toit  dans  la  £g.  3^  Tangle  PAQétant  K^plkq  :  jp  est  la résultimte 
de  F  et  Q;  y  celle  dep  et  ^^  dirigée  en  sens  contraire  selon 
la  ligne  xy\  cherdions  quelle  est  la  plus  grande  de  ces  forces 
xely.  SU'on  compose  les  forces  égales  P  et  />,  b  direction  de. 
leur  résistante  s  tombera  enrdessous  de  GB^  perpendiculaire  à 
xy,  car  l'angle  pAC  <^CAP  :  il  en  sera  de  même  de  la  résultante 
ide  Q  et  g.  Gdlê  des  quatre  forces  proposées  étant  la  résultante 
de  s  et  ^,  le  mobile  A  devra  se  mouvoir  vers  jp:  ainsi  x  l'emporte 
sur  y.  Donc  la  résultante  de  deux  forces  égales  croît  lorsque 
Sangle  quelles  forment  entre  elles  diminue, 

5\  Soient  P^  Q,  S. . .  des  forces  quelconques;  il  est  clair  que 
puisqu'on  peut  les  remplacer  toutes  par  leur  résultante  R,  si  l'on 
veut  les  doubler,  tripler ,  eta,  ce  sera  doubler  >  tripler  la  résul-* 
tante  R  sans  en  changer  la  direction^  puisque  ce  sera  ajouter  au 
système  proposé  un  autre  système  en  tout  égal  au  premier.  Pa- 
reiUement  si  l'on  veut  réduire  ces  forces  à  leurs  moitiés  >  ou  à 
leurs  tiers  I  la  résultante  conservera  encore  sa  direction ,  mais 
deviendra  la  moitié  ou  le  tiers,  parce  que  doubler  ou  tripler  ces 
nouvelles  composantes,  c'est  doubler  du  tripler  leur  résultante , 
et  par  conséquent  reproduire  le  système  proposé.  Donc,  quand 
on  fait  varier  toutes  les  forces  proportionnellement j  la  résultante, 
sans  changer  de  direction ,  varie  dans  le  même  rapport,  et  si  les 
composantes  étaient  en  équilibre  j  elles  demeureraient  dans  cet 
état  après  leur  multiplication  par  un  mêrne  ncmhre  quelconque. 

&•  La  direction  de  la  résultante  de  deux  forces  ne  dépend  que 
de  leur  rapport,  et  non  de  leurs  grandeurs  absolues, 

i5.  Trois  forces  ^ales  /?,  ^  et  R  (%.  4*  )  dirigées  de  ma- 
nière à  diviser  l'aire  plane  en  trois  an^es  égaux,  sont  visible- 
ment en  équilibre.  Considérons  l'une  R  comme  destinée  à  ré* 
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dulre  les  deux  autres  à  cet  état ,  et  par  conséquent  étant  égale  et 
opposée  à  leur  résultante  x^  qui  est  dirigée  sdonle  proloi^ement 
deAR  :80it  A  rangleBAC=|  de  4  droits=  ^  w,  w  dérignant 
la^eiisi-circonférence  dont  le  rayon  est  i  y  notation  que  nous 
dooserverons  toujours  dans  la  suite.  BC^  corde  de  Farc  0^  est  le 
côt^  de  l'exagone  inscrit;  il  est  =  AB  ^AC  =  2  A£  y  en  menant 
AE  perpendiculaire  sur  BD  :  or  le  triangle  rectangle  ABE  doÉma 
-  AE:=  AB  cds  é  ;  d'où  AG  =  2  AB  cos  9.  Or  les  longueurs  égales 
AB  et  AD  peurent  représenter  les  forces  égales  /> ,  R  et  jt  =  ^ 
donc  la  résultante  jr  de  p  et  ^  est  jr  =  2/>  cos  0  :  cette  rèsui^ 
tante  est  représentêejparla  diagonale  durliombe  ABDCj  comirmt 
sur  les  directions  des  composantes.  Cette  proposition  qui  n'e^ 
démontrée  que  dans  le  cas  de  ft  =  |  ^  est  Traie  quel  que  soit 
l'angle  9  :  c'est  ce  que  nous  aUons  démontrer. 
'  16.  Soient  py  q  (fig.  5)  des  droites  qui  divisent  par  moitiés 
les  angles  S  dont  on  Tient  de  parler ,  en  sorte  que  le^  quatre  an^ 
gles  formés  dans  la  £gure  soient  égaux;  soient  deux  forces  ^les 
petq  dirigées  selon  Ap  et  A^  ;  cherchons  leur  résultante  x.  On 
peut  substituer  à  p  deux  forces  inconnues  ?t  égales  j^  y  %  y  dirigées 
selon  AP  et  Ao; ,  et  en  dire  autant  de  qi  On  aura  ainsi  quatre 
forces  égales  au  lieu  de  deux  y  sayoir  y  yyy\  selon  AP  et  AQ  y  et 
2z  selon  kx.  Or  la  résultante  des  deux  premières  Tient  d'être  dé- 
montrée =:  2j^  cos  0  9  agissant  selon  A«;  d<Mic  la  résultante  totale 
est  .«=  22  + ^ycos  O^oii  :r::=:2iE  (  I -|-cosO). 

Mais  les  fotcespet^  fcmt  tarée  kx  des  angles  égaux  à  ceux 
que  j'  et  z  font  aTec.A/>;  on  a  donc  (  n**  i4>  5<>.  ) 

ï=-e  d'où,  *=£-*, 

p    '     z  '  .  X 

et  substituant  9  on  trouTe 

A;*  =  2p*  (i+cos9),    a;  =  2/>c<)s|fl, 

à  cause  de  i  -|-  cos  0  s  2  oos^  \  0  (Cours  de  math.^  n*  358). 

Par  le  même  rai^nnenoent^  on  trouTC  que  deux  forces  égales 
pelq  qui  couperaiei^  par  moitié  les  angles  pAx  y  qAx  ^.ont  pour 
^résultante    xsz2pcQslii  et  eh  général  on  peut  peser 
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i4  Btxji^^an. 

iir  5=  a  jp  cos  fl , 
>  hL  ^afe^«  de  la  .Désolt^teâ^  deux  SvfH^  égalef ;à|^,  iMsant 


entre  eïléa  an  angle  2$,  compris  dans  là  série  Ô  = -r-, -r —  » 


TT 


-— ,  Tî^-s- . .  •  •  >  6t  enfin  9  =  -^ — tt,  m  déstenantun nombre 

^qi^^OA^^Q  m\w  e^f  positif,  Cette  éqpatioii  ét^  donc  [à  un 
;8r«ffi4  i|wi>i^d'^p^*  j^  tJi^riwiÇ  et  la  opif^iictioi^  ét^Wf^ 
.^h^a^.t. .  •    '  •.   *  .    •  •  ,  , 

1^6)  Prei^cppj/mainjtiçnanJ  trois  a^ei^A,  ^  et  «  -^  ^  ^i^^jient 
tqmwk  4w  1*  ^ie.Bféqé^tp^D^^  p|i  peut  prenne.  c«Ff  fi, 
puisque  4anf  ce.W^'f'^iSzsoi  on$iUfa^t«=?3^y.qi^rçpr^ 
sente  éyidemment  l^.r^frit^Jfi.^dfifi?^  (pr<^ ^^  agissait 

da^  ]sL  m^e  droitçj).  Soit  PAjv==  QAx=pf , . .  <  ^ .  • 

VAp  =pVXp  =i  ^ AQ = QAg'  ==  fi  (,  fig*  6  ) ,  et  conoçifons  quatre 
fiiroes  éfi^^yP  »  ^  >  p-  et  ^'  agtasaiit:  sebn les  lignes  J^ ,  A^,  A/i' 
etïA^^^cbfKciion/^  leur  r^siflti^fDtte  totale  jif  ^lon  Aa?.  Gçl^  4^j?et 
^  es^  d^n|pn|ti^  =  :j^  (mii^rn-i^j^s^àf^  dfi/  çt  g' 

^^i  e|t ift^iiliW,  etpn  a^a  \     .  :       ' 

Mbsid^im  autre  otté,; oit  saitque  la  céspltantei  de/>  ètjnf  est 
P  =  2/>co8  jS  =:;Q  ,^  que  çdk  de.-P  et  O  est*  =?=  2  P  cosl*  =3= 
.4>p  oo8;«  j  c^ /S  ;^  donc  aa»  ^alaïKt  ceai  deuif^  talqorajde  ^ j  <^ 

2=2p  [2C08«C0SiS  — COS(« i^  )]=  2J0  C08  (  li  +  jS  ) 

en  déreloppant  coS  V*  —  ^  )  >  c*^  rèdi^sarit  Ainsi  on  obtient  en-  • 
core  a:  =  2  p  cos  é  et  la  constructioù  qui  s'y  rapporte,  pour  tout 
angle  6  =  •  +  /^>  quand  la  formule  est'  démontrée  pour  les  cas 
dee  =  *,fie|i«  — i».  ;    : 

Or,  supposo|is  «  =  ^  ;  on,  en  conclura  que  la  proposition  est 
Traie  pour  ff=  2  «.  De  mêàie'si  a  =2  jKj.elle'  subsiste  pour 
9=e3  A-.  et  çn général  elle  alîeû  pour 8cz=  n «, sàVoir  jp=2 ^ çbis 9, 

quand  A  eit eMVpvis  dansl]^  fartae  ♦^îii:;  jf^-  Mais Jrtetw^oot 
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dn  ndmànteê  ^loobqiiies  eotieiw  et  poiitiii  »  qa^om  peut  pendM 
attsftigrâttâd  qp^mt  niit  :  ^ono  ]^mi  le^  AAglas  pour  leupids  la 
pï-epoiiiâonrert4éino»iréo>  ou  ^m  IMutcva  loii|ourf  un  qui  dif* 

j^i^J^Amiift  malaletiaiit^eiit  Ibree»  égabt  J»  el  ?  (  ig*  7  )  lan 
sant  avec  la  direction  k'»  ieUnx  réfultanle  s  un  angle  ijuel* 
eou^ib  ft :â  s'a^lldepfottvèr  ijti'ou  a  4rm±  a  j9  e()i & Suppoeons^ 

«Vâe^pmkV^^^^  Ration  ii*att  pan  lieu  et  «u^  ait 

«=îi/>(cosô+^).  Concevons  deux  forces p'  et^'  égalée  4  pet  îto- 
dinées  de  f  sur  kx ,  t  idésigu^uti  ^ttgi^<^  6 ,  pris  dans  la  série 
de  ceux  pour  lesquels  la  ir9rjppiule  ^st  démontrée.  La  résultant^  ^ 
p'  et  jr'  est  =  n'p  cos  «,  et  on  a  tu  {n*^  i4,  4**0  q^*elle  l'emporte 

98?  f  W^Tftf^  ^  îfM  ^^aw  voisin  qu'o^  yeijt  4e  fl  ^,  ^  différence 
«»  •  --i^e»  •  PÇH*  é!»!^^??^  B^oî^jdfç  qi^  ^put npijabpç  donné 
f-felW?«»FÎf>Ml^^?W^fî#9PïKWW?^  E^'OUiVe  q^on  ne 
HWi  «I»WÎ  ^  ===  ?^  ^  (  Wî^  <  T-  ç»  >.  Vo^ç  f  =  2  p  cos  I  pouK 
toff*  l^fr-iaudeg  9- 

W*W)te!J?fiS^éH%?.e^Q,.fais<n\en^dl^p^^  qud- 

W^^^^^iF^^JbPtt^îftP^ïerpfiç^  ^v.]^  direoUon  A£ 

^S.^fWWÎfe:^i;c?^  PfE  W>«*ié  fl^f  aqgl|Ç,,on  a 

et  puisque  «=S2poosfli^  w\»eprfi|^nté  par  aÂ£,ouparla 
diagoniJe  AC  du  i(;hom1;^  ABCD ,  ainsi  qu'on  Fa  déjà  énoncé. 

' tU feomtt^  qil'oh  vïètot  de  détnàtttrei*  est  le  jton-  , 

aëmentdfe  t^ià1rttéi&  utile  S'en  donner 

un^éuLonstr^tion  purement  analytique  i  cîé  quî  nous  déter- 
mme  a.  ^prpAiïrë  icîjCë  que  nous. avons  éxpôsê  danà  nôtre 
première  .ediwôn ,  en  v  âppbçÈint"  queWei  éhàngetnaas  dus  à 

'iSoî<5ntp'ët*^  deux  forces '4ales;  la  ligné  î^t%  #;  fl^^ 
coupe  par  moitiés  l'ansl^  pkq  ==  a  Ô ,  est  la  direction  de  la  ré- 
sultante X  ;  laquelle  étant  déterinînée  par/)  et  d ,  est  une  fonc- 
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tion  inconnue  de  ces  quantités  x^çzf(p,  $),  Gpncevdns  dants 
léa  mêmes  directions  deux  autres  forces  ^les  qudconque»  V, 
Q  ;  leur  résultante  z  »  dirigée  aussi  selon  Ax,  sera  s  =:/*(?,  0  y, 
en  désignant  par  /  la  même  fonction ,  c'est-à-dire  changomt 
seulement  /?  en  P  dans^  la  valeur  de  x.  Comme  é  reste,  con- 
stant,  posons  seulement  x^sfp^  si^szfV, 
*  Or  si  ces  quatre  forces  P  ;  Q  9  p  et  ^  agissent  ensemUe/la 
résultante  totale  sera  d'une  part  /*(?  +p)i  et  de  l'autre  4P +i(| 
ou  fp-i^/V  I  donc 

d'oi  /p=/>/'ï?  +  5/>'/;P+etc.,,  ,    , 

en  développant  par  le  théorème  de  ïaylor,  et  représentant  palf 
f\f^.,.  les  déripées  ou  les  coefficîens  différentiels  dé  fV  ,  sui* 
Tant  la  notation  de  Lagrange  (Cours  de  Math.^  n*  656). 

Or  lé  premier  membre  est  indépendant  de  P.  Il  ne  peut  donc 
être  identique  arec  le  second ,  qu'autant  que  celui-cî  ne  con"^ 
tient  pas  P  ;  car  cette  équation  établirait  ime  dépendance  itré* 
cessairé  entre  les  quantités  P  et  />  ^  ce  qui  est  contraire  à  la 
supposition.  T)onc/'T,  /*TP,  ......  sont  indépendans  de  P, 

ou  constans  ;  puisque  sans  cela  ^  les  coefficiens  dé  p  ^  p^  ^  • .  ; 
contiendraient  P,  qui  ne  pourrait  pas  disparaître  du  second 
membre^  du  nioins  tant  que^  demeurerait  arbitraire.  Ainsi 
/'P=a,  donne  f"  P,/"?,  . . , .  =  o.  De  là  résulte 

fp^ap^jçy 

ce  qui  prouve  que  la  résultante  *  des  deux  forces  ^alesp  et  qf 
varie  proporjtionn^Uement  aux  composantes  ^  l'angle  &  demeu** 
rant  fixe  (comme n^  14,  5**») 

,  Mais  si  les  inclinaison^  dés  forces  varient ,  9  n'est  plus  cou* 
stant ,  et  dans  notre  équation*  =  û/) ,  la  quantité  a  doit  chan- 
ger ;  en  sorte  que  a  est  une  fonction  de  9 ,  que  nous  désignerons^ 
pjur  2^  ^  le  facteur  2  étant  mis  pour  la  facilité  des  calculs  ul- 
térieurs^ ainsi  ,  ■    .    ^ 
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o'^st  cette*  ibnction  <p  qui -reste  à  déterminer.  Pour  eela  traçons 
deui;  droites  Ap\  kp"  qui  forment  ayec  Ap  le  même  angle  quel- 
conque pAp'=z  t ,  et  décomposons  la  puissance /i  en  deux  autres 
p'  et  p"  dirigées  suivant  Ap^  et  Ap^.  En  considérant,/?  comme 
résultante  des  deux  forces  ^ales  />'  et  p'\  l'équation  précédente 
devient 

p  =  2p^ç$ ,  d^où  jr  =  4p'  .  f  f .  ^. 

Si  l'on  opère  pour  q  une  pareille  décomposition  »  les  foroes.pro-^ 
posées  p  €tq  seront  remplacées  par  quatre  autres  égales  entre 
elles  et  à  p^ ,  et  qui  feront  deux  à  deux  avec  Aje  les  angles  respec- 
tifs 6+ tel  6 — 1.  La  résultante  de  p*  et  ^r^est  s=  ap'ç  (*  + 1)  i 
celle  de  p^  et  q'  est  ==:ap'  ^  (  ^  *"*  0>  donc  celle  des  quatre  forces 
p'  p^q'  et  q'y  ou  si  Ton  veut  celle  dep  et  ^  ^  est 

galant  ces  deux  valeurs  de  x,  il  vient ,  en  supprimant  le  fac- 
teur commun  ap',  ' 

2fl.^=K9 +  0+^(^—0 (a) 

prenons  deux  fois  successives  les  dérivées  relativement  à  f^ 

2^'i  .çd  =  ç[iê  +  0  —  ^'(8  -•)....     (3)     ' 
2f "i  .<pB  =  <p\»^+  0  +  f\B  -.  0 . ...     (4). 

en  opérant  de  même  pour  9^  on  a  le  même  deuxième  membre , 
avec  2ff .  ^'^^  pour  premier,  ainsi 

ç>%.(pe  =  (pi  .  (p^é,  ^  =^  =  const.  a, 

puisque.  6  et  t  étant  qiieiconqués^  le  premier  membre  ne  doit  pas . 
varier  lorsque  i  est  changé  en  9.  Il  reste  à  intégrer  cette  équation 

(p"Bz=ia(p6.Soii(pê=y,   d'où  y=^=<p'^,  ^=iî^'*/et 
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Èk^OLipliÊtA  par  /di  ±ii:  efy,  ott  i/d/^aydj^,  et  /*  =i  dy^ -f  C 
Petit"  déiéMiû^  M  6oirïtatiUf  C,  fâis^Mis  •  t±:  è*  i^hs  HétS, 
ftôtlÈ  àvOùé  ç»0  =i^  !,  (f^d  t±  d;  àîïiSÎ  liotià  {iOSéronà  y  =  t  et 
y  ïfcr  è ,  ôt  il  VtettdW  Cî:±  î-^a  5  ôay«h-, 

^  D'ailk^ors  si Pon  fait  0  ={w  dans  (i) ,  ce  qui  revient  à'examî- 

d^ibr±«i  ((téelqtiê  &ùilt  p,(m  A  ^(i *•)  =îi  (y.  Falsatrt  àtrUë 
»iSS|*-,dtt>Ê±6^  il  Vieirt  ^tfisîi  là  Valettl»  dé/*  tattï  fé- 
|i4iid  â  Sâi^Yy  et  pitt  6ort^€(ttétKi   ^a  es^  ésseiitielléiûe^t 

nous  Aiettong  ici  le  sigiïe  —  ^  ee  qui  ^  indifférent  à  cause  de 
db  k.  Ainsi 

faisons  4  ±é:  o'  et  y'==  i  =i=  ^o  j  ebmilie  l'àrc  dont  le  cos  =  i 
est  nul,  éà  a  A  =0  ;  fàiâlaiirt  emsufite  i=:ii^  etyt^no,  il  rient 
dtit.55r=arc(cos=o)=55r,d'oùdtifc=i,  eté=arc(co8=j^), 
^  =  cos  ^  =:  ^^ ,  et  enfin ,  x=i%p  cosB,  comme  préoédem* 
ment. 

19.  Passons  maîntenaÀt  au  6âS  oit 'les  forces  sont  quelcon- 
ques, mais  disposées  à  an^te  drcit.  Soient  P  et  Q  deux  forces 
formant  entre  elles  l'angle  droit  FAQ  (fi^.  9) ,  et  AR  la  di^ 
rièfcliôli  de  léut  résultante,  faisant  avec  P  Tangle  inconnu' 
PAk  ^  t  Vieûùùs  là  droite  t)È  faisant  l'angle  PAÎ)  =  Ï>AR = 6, 
o&  aura  £AQ  ==  QAR  c=3  comj^mQut  de  ^.  Oa  refbplaéèra  la  ; 
force  P  par  deux  forces  égales  agissant  selon  AD  et  AR,  et 
la  for6e  Q  par  deux ,  selon  A£  et  AR.  Il  suit  de  ce  qu'on  a 
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^U  ci-dessus,  que ■  et  — -r— ^  seront  ks   valeurs  de  ces 

càtttpàimiët  t^s^etiixèëi  F  et  Q  s<!ffotrt  àiftsi  remplaoéss  pàt 
qiihtié  fotces ,  et  pdiit*  ^yté  AR  soit  là  direction  de  la  résul'^ 
tàtite,  il  fktÉdrà  ^ùé  les  composantes  opj^osées  sdoti  AD  et  AE 

P  Q 

s'entre-détruisent,  savoir, r  =  -:: — r,  et  que  la  résultante  II 

'cosô       sm  6        ^ 

p 

àoit  la  somme  des  deux  autres ,  ou  R  = ;•  On  a  donc  cea* 

cos  è 

équations 

Q  =  Ptang9,     P  =  Rcosà,    Q  =:  R  sin  fl (A) 

La  première  donne  l'angle  é  ou  la  direction  de  la  résultante  ; 
.  l'une  des  deux  suivantes  en  fait  ensuite  connaître  la  grandeur  : 
la  somme  des  carrés  de  èelle  -  cl  donne  d'ailleurs  R* =P*  -f"  Q*« 
Du  reste,  ces  quatre  équations  n^ en  forment  que  deux  distinctes, 
d'où  l'on  déduit  les  deux  autres  par  le  calcul. 

Cèà  équations  non-Sèutemetit  ctotïneTlt  là  té^ùltante  des  foirces 
P  ëiQy  mâîâ  Résolvent  ëricôtè  une  foule  de  ]^roMèmès  :  car  îl 
sultit  dé  çôùùsiîtré  deux  des  quatre  quantités  P,  Q,  R  et  ô,  ou 
même  deux  relations  entre  elles,  pour  détctiriitier  léi  âévtt 
autres.  Lé  prol)lënie  ïé  pttiS  ordinaire  consiste  à  décomposer  une 
force  dàrin'èe  R,  en  deux  autres  rectangles  V  et  Qj  dont  la  direù^ 
tion  est  connue  :  alors  chaque  composante  est  le  produit  de  ta 
force  a  par  le  cosinus  de  t* angle  qu'elle  fait  apec  là  direction  de 
R.  €è  théorème  ramène  ttes  forces  donnée?  à  avoir  des  inci- 
dences reclangulaîres  (F",  n®'  19  et  23). 

tes  équations  précédentes  donnent  lîeu  à  une  construction 
fort  sïmpte.  Q^on  représente  (11)  les  forces  P  et  Qpar  des 
longueurs  AP  et  AQ  (Èg.  ^)  qui  leur  soient  proportionnelles , 
et  qafon  acïiève  le  rectangle  PAQR ,  la  diagonale  AR  forme  les 
triangles  ÂrÈ,  AQR,  dans  lesquels  on  a  PR=;AP  tang  9^ 
AP  =  ARcosô,  AQ==AR  sîn  é.  Ces  équations,  comparéèà 
^ux  précédentes ,  montrent  que  la  résultante  R  est  représentée 
en  grandeur  et  en  direction  par  la  diagonale  AR. 

20.  Enfin,  prenons  deux  forces  P  et  Q  (fig.  10)  de  directions 

2 . . 
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quelconques ,  faisant  entre  elles  l'angle  PAQ  =  ce.  Pour  les  com- 
poser ,  abaissons  KA  perpen^liculaire  sur  AP,  et  décomposons 
Q  en  deux  forces  dirigées  selon  AP.et  AK.  Ces  composantes 
seront ,  d'après  ce  qu'on  a  dit ,  Q  cos  tf  et  Q  sin  et  ;  la  première 
s'ajoute  à  P ,  et  il  reste  à  composer  les  forces  rectangulaires 
P  +  Q  oos  et  et  Q  sin  «t ,  ce  qui  rentre  dans  le  problème  précé- 
dent, ainsi  qu'on  va  le  voir. 

Désignons  par  6  et  %  les  angles  que  la  résultante  inconnue  R 
fait  avec  P  et  Q  j  deux  des  équations  du  n"  18  deviendront 
ici  I 

Qsin  ct=:R  sine,       R»  =  P*  +  Q*  +  2PQ  cos  <«. 

La  première  conduit  à  un  résultat  remarquable,  car  on  peut  y 
changer  Q  en  P  et  0  en  e ,  d'où  P  sin  a  =  R  sin  i ,  savoir, 

^  _    Q    _    R 


smi        siné       sinct 

Donc ,  lorsqu'on  a  deux  forces  et  leur  résultante  ou  trois  forces 
qui  se  font  équilibre j  chacune  d'elles  est  proportionnelle  au  sinus 
de  V angle  formé  par  les  directions  des  deux  autres  j  et  peut  être 
représentée  par  ce  sinus. 

On  peut  encore  donner  une  construction  très  simple  de  ces 
équations.  Représentons  (i  i)  les  forces  proposées  P  et  Q  par  AD 
et  AH  (fig.  10)  ;  pour  décomposer  Q,  ^x)mme  ci-dessus,  on  for- 
mera le  rectangle  KL  ^  qui  a  AH  pour  diagonale  ;  prenaiit 
PI  =AL,  il  restera  à  composer  les  forces  rectangulaires  repré- 
sentées par  AK  et  Al  :  formant  le  rectangle  KAIG,  la  diago- 
nale AG  repr^ntera  donc  la  résultante  R.  Or,  menant  DG  y. 
comme  DI  =  KH ,  on  a  AD  t=:  HG  ;  donc  la  figure  AHGD  est  . 
un  parallélogramme  :  ce  qui  prouve  que  la  résultante  de  deux 
foxrces  quelconques  j  est  représentée  en  grandeur  et  en  direction 
par  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  des  droites 
proportionnelles  à  ces  forces  pt  prises  sur  leurs  directions.  Ce 
théorème  renferme  tous  les  précédens  qui  n  en  sont  que  des  cas 
particuliers. 

Il  faut  observer  que  dans  le  triangle  AGD  les  côtés  reprér 
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sentent  les  deux .  forces  P  et  Q ,  et  leur  résultante  R  ,  en 
grandeurs  et  en  directions;  les,  angles  a,  t  et  6  déterminent 
les  positions  de  ces  puissances.  Les  relations  trigonomélriques 
qui  lient  entre  eux  les  angles  et  les  côtés  d'an  triangle,  ap- 
partiennent donc  aussi  aux  composantes  et  à  leur  résultante  ; 
aussi  ces  relations  ne  sont-elles  autre  chose  que  les  équations 
obtenues  ci-dessus.  Ces  équations  serviront  en  général  non- 
seulement  à  trouver  la  résultante  de  deux  forces  quelconques 
données  en  grandeurs  et  en  direction ,  et  réciproquement  k 
décomposer  •une  force 'en  deux  autres  de  directions  données, 
mais  encore  à  résoudre  tous  les  problèmes  où  Pon  donnerait 
trois  de  ces  élémens,les  deux  forces  P,  Q,  et  leur  résultante 
R,  et  les  angles  é  et  t  qu'elles  font  avec  celle-ci,  et  oi  Ton 
chercherait  les  deux  autres.  Ces  problèmes  sont  les*  mêmes 
que  lorsqu'il  s'agit  de  résoudre  un  triangle  dont  on  connaît 
^roîs  parties.  On  pourra  même  se  servir  de  constructions  gra- 
phiques; mais  ce  dernier  procédé ,- très  propre  à  peindre  les  ré* 
»ultats  aux  yeux  et  à  les  énoncer  commodément,  n'a  pas  la 
précision  du  calcul;  nous, préférerons  donc  lés  équations  qui 
ont  été  démontrées  précédemment ,  parce  qu'elles  sont  coiCfôr* 
mes  à  l'esprit  de  l'Algèbre  qui  n'admet  pas  la  représentation 
des  force»  par  des  lignes  comme  une  nécessité  (ii). 

m.  Des  forces  qui  coTicourent  en  un  même  point, 

21.  Four  déterminer  la  résultante  de  tant  de  forces  qu'on 
voudra ,  quand  elles  concourent  en  un  tnême  point ,  on  se 
servira  du  théorème  précédent  ;  on  composera  ensemble  deux 
de  ces  forces ,  et  oh  leur  substituera  leUr  résultante  (8);  on 
combinera  de  même  ôelle-ci  avec  l'une  des  autres  fonces,  et 
ainsi  ^e  suite.  A  chaque  opération  on  aura  une  force  de  moins 
dans  le  système  ;  et  par  là  on  réduira  toutes  les  forces  à  une 
seule,  qui  sera  la  résultante  cherchée;  ou  à  deux  égales  et  op- 
posées dans  le  cas  d'équilibre.  La  tnême  considération  sert  à 
trouver  la  résultante  lors<^ue  les  forces  sont  dans  le  même  plan 
et  ne  concourent  pas  en  un  même  point  ;  il  sufiit  alors  de  les 
prolonger  deux  à  deux  jusqu'en  leur  point  de  rencotitre. 
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Pn  peut  donc  f^îre  la  constructioa  suivante  :  &oient  les  ibrp^ 
»,  Q,S,  T  représentées  par  AB,  AC,  AO,  AE  (iig.  M  )  -,  e^ 
j^irmant  le  parallélogramme  ABjFC,  on  ^»ira  la  ^ia^gon^le  AF 
pour  la  résultante  X  de  P  et  Q.  Deménae  AG  spra  |a  j'ésiijt^uje 
de  X  et  de  Q ,  etc. .  :  pnfin  AH  sera  la  résultante  R  du  çyçtèroj?. 
Ainsi  on  établira  l'équilibre  (8)  dans  ce  systèinje  ^n  y  iuJtrp^iw- 
swt  une  force  E'  égale  ptidir^l^ffi^pt  pppqsép  à  R»    . 

On  peut  simpli^er  cette  construction.  Pair  l'extrémité  B  de  la 
droite  AB  {ë^.  ii  bis}  q^i  i^pprésente  1^  fcrçe P ,  mçvK^^  la 
^ifq\t^  BF  p^aUëlfî  à  la  fo|:oe  Q  e};  égale  à  la  partie  AC  qui  la 
T^fr^sent^  :  d^  m^I^c  par  le  poipt  F ,  menez  la  diroite  FG  égalq 
«t  parallèle  à  la  forée  S;  puis  par  le  point  G ,  GH  égale  et 
parallèle  h.  la  force  T  ;  yous  formerez  far  IV  le  polygpn^ 
ApFGIJ  :  la  droite  AH  qi^i  forn^era  pe  poljgone  représenfierja  la 
résultante  cbj^rchée.  Si  cette  cop^ruction  dqnnç  un  polj^pue 
&|rmé,  Féqiûiibre  exista  daps.le  sys^m^e. 

Ce  propédé  n'est  propre  qu'à  peindrp  le^  rés|ilt4t3 ,  et  pe 
l(Ss  fait  poinf  tj-ouver  d'une  pianière  aussi  exacte  que  le  calcul, 
qu'il  fwt  tpujours  préférer.  {F.  p.  suivîtes.) 

^m.  Ifom  n'ftTon^^  jusqu'ici  cQmpp^é  que  des  forces  situées  dans 
un; même  plan;  supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  de  trpuyer  la 
résultante  des  trois  forces  P,  S  et  Q  dirigées  dans  des  plans  différens 
et  représentées  par  les  longueurs  AB  ,  AC  et  AD  (  fig.  i3  ).  La 
résultante  T  des  deux  forces  P  et  S  est  représentée  par  AH  -,  on 
p^|;  donc  substituer  la  force  T  à  P  et  S  :  mais  si  l'on  achève  le 
mr^él^ipède  AD|H /,  1^  diagonale  Dl  est  parallèle  à  AH^ 
pi|î^qi^e  DI  et  AH  $ont  les  interseptions  de  deux  plans  parallèles 
|!jyf  ^  BG  par  un  mpme  plan  ^  quj  est  celui  des  deux  parallèlesi 
^J)  et  H}.  Si  l'en  compose  ensemble  les  deux  forces  représentées 
p^  AD  et  AI^  ;  on  a|ir4  donc  pour  la  résultante  des  trois  forces 
P>Q  Pt  S,  une  force  B.  repréçeptée  par  AI.  On  conclut  de,  1^ 
qoi^^is  forçe^  représentées  par  les  trois  arêtes  qui  forment  l'un 
de^  apgi^  friè(fres  cfi^n  parallélépipède^  ont  leur  résultante 
reprimiU»  P9T  fadf^gçm^  de  c^p/arçiUélépipèdç* 

Oa  T<A  ^T  1^  <ju'fln  peut  4éco(mpQser  ^r\^  forçp  en  troif 
autres  diriges  suivant  trois  4foi|tes  doi^nées  qui  concourent  ei^ 
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VU  fies  pomtji  àoe^  ^iwdioo^iSÂ  l'on  «>  par  omi]^,  Im  tfob 
4mt^  iDil^ie?  4P,  AQ  i«  4JS ,  «t  U  force  «e^irésentée  pav  Ip 
Jq^px^iiMr  AJ>  op  jMïbèr^iia  le  pftr^lépipMe;  pour  «la  «n 

9«¥«UèlQI  à  œuY  dM  âroitas  imném»  Ces  pU^s  les  ceoperoal'^éti 
tj^9«9k^  8y  C  et  J)  q^i  d6tomme>oDt  11»  pia^  AD ,  AB  ;  AG^ 
rQffiéseatmt  las  oonfûsai^tos  cherohées. 

23.  On  retrouye  ici  le  théorème  àe  la  page  ig ,  rdatif  ^  la  dér 
«ompo^îtion  4'no6  foroe^n  d'antre»  neotangdbiiret,  »f<iii*y  que 
jdkaqm  compOMn^a  e$t  hprfitkiU  de  la  réêukantfi  par  U  cosémm 
4le  foftgfe  qm  Dtfi  <kux  forets  fatUemtTÊ  eUâM)  car  si  lef  oottipe^ 
m^\ts  P  9  S  6t  Q  ^(oA  à  A>^e  drok  »  le  parallâépipMe  W 
rectangle  ;  et  l'on  a ,  par  exemple ,  dans  le  tr^aoïgle  ADI  (fig.  t^% 
r^ect^i^  en  P^  AI);;qp  AiXoosDAI^demèmepçor  lesdiôux 
autres  fomposaxites  AB,  ÂC.  Soient  ^lone  c^i  $j.  v  les  trois 
angles  RAP  ^  RAS ,  RAQ  ^e  forme  une  force  R  ayec  trois  axes 
rectangles  AP ,  AS,  AQ  ;  on  aura 

P=Jl^rt,    S=Roo^^,    Q=Rcp5>s 

On^ut  tirer  dé  ees  équations  là  grandeur  et  la  direction  de  la 
résultante  ]R  de  t^ois  forçeçi  doxuxées  S^^  P  et  Q  :  cfir  la  sonirn^ 
des  carrés  de  ces  équations  donne,  à  causç  de 

cps* À  4- 008*/8+ iMii*y  =: I  (*) , 

RaisV(S»  +  P*  +  Q*). 

Une  fois  R  connu,  on  trouve  ensuite  aisépient 

P  .       S  Q 

Il  est  important  de  remarquer  que  le  parallélépipède  n'est 


(^)  Voyez  mon  Gonrt-dd  Mat)i^âmt^[aef ,  im  ^§*  Au  reste,  Toici  nne  dé- 
monsiratioiî  de  cçtte  ^^m^tîofi.  Qa  a  dans  les  trîitipf|;lef  reç^ngles  ABf  »  ACI 
et  ADI  (ûg,  i3), 
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employé  que  comme  un  mdjen  facile  de  figurer  le  système,  et 
que  cette  construction  n'est  qu'accessoire  à  la  théorie.  On  doit  ^ 
donc  se  représenter  les  forces  P,  S  et  Q  (fig.  la)  et  leur  iréaul-* 
tante  R  indépendamment  du  parallélépip^e;  et  lorsque  par  la 
suite  nous  voudrons  effectuer  des  compositions  ou  décomposi- 
tions^ nous  rapporterons  les  puissances  à  trois  axes  rectani;les 
Ax^i  ky^ÈkZy  et  nous  recourrons  aux  équations  précédentes^ 
plutôt  qu'à  des  constructions. 

Lorsqu'un  système  de  forces  disposées  dans  l'espace  agit  sur  un 
p<Hnt  jnatériel,  on    peut   effectuer  la    construction  donnée^ 
n®  21  y  pour  en  obtenir  la  résultante  :  seulement  le  polygone 
qu'on  forme  de  cette'  manière  est  gauche  ;  c'est  à-dire ,  n'est 
plus. situé  dans  un  plan. 

24.  Composons  analytiquement  un  nombre  quiconque   de 
puissanCea  >  et  prenons  d'abord  le  cas  oà  les  forces  agisssent 

AB  =  AIco8«,    AC=:AIco8C,    AD=AIco8y. 

D'ailleurs  les  triangles  rectangles  AIH ,  ABH  et  ACH  donnent 

AH==:AIsUiy,    AB  =  AHcosa,    AC  =  AHsma, 

en  faisant  Tangle  BAH  =  0  :  les  deax  àernières  équations  reviennent  à 

AB  =  AI  cos  d  sin  y  et  AG  =  AI  sin  9]sin  y  ^ 

doikc^n  comparant  aux  trois  premières , 

cos  «  :?=  côs  9  nn'y ,    coa  C  sssin 0  sin  y* 

Ces  valeurs  prouyent  d'abord  ^ae  les  trois  composantes  de  la  force  R  ont 
pour  expression  R  cos  6  sin  y,  R  sin  0  sin  y  et  R  cos  y  :  ce  qu'il  est  utile  de 
connaître ,  lorsqu'au  lien  de  donner  les  angles  «,  C  tly  que  la  force  R  fait 
tTCC  les  axes,  on  donne  l'angle  100**  *-*  >y  qn'ejle  forme  avec  sa  projection 
sur  un  plan/ et  celui  0  que  cette  projection  l'ait  avec  un  axe  mené  dans  ce 
plan.  La  somme  des  carrés  des  deux  équations  est  .  . 

rcos*  «  +  cos*  C=  «n"  >  5 
et  comme  sin*  7^  s=  i  •—  cos*  y,  on  eu  conclut 

cois*  «  +  cos»  C+ cos*  y  =  I . 

C^  qui  exprime  u^e  condition  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  troiai  angles  «e» 
C  et  y  qu'une  droite  forme  avec  trois  axe^  rectangulaires.       ^ 


Digitized 


by  Google 


HÉS  FORCES   QUI  CONCOtTKÊNT   KN   UN   KÊME  POINT.  nS 

dans  un  même  plan.  Menons  par'  un  point  quelconque  A 
(fig.  i4)  pris  dans  ce  plan^  deux  axes  Â^  et  ^  perpendicu* 
laîres  entre  eux  ;  puis  décomposons  chaque  puissance  en  àevj^ 
antres  parallèles  à  ces  lignes.  Par  exemple^  soit  F  l'une  de  ces 
£)rces}  en  menant  MD  et  MG  parallèles  aux  axes^  elle  équiyau- 
dra  à  deux  autres  forces  agissant  suiyant  ces  lignes,  et  dont 
les  yaléurs  «ont  F  X  cos  FMD  et  F  X  cos  FMC  (jo?  19).  On 
en  dira  autant  de  toute  autre  force.  P* . , . . 

Soient' donc  des  paistanoes. F  ,  P*  ,   P* 

dont  les  direcdoos  font  ayec  Ax 

des  angles af  ,    «"  ,    a," 

Les  composantes  paraOèles  à  A«  sont  •P'  cps  «^   P^oos  «",   P*  cos  «* 

Les  composantes  parallèles'  à  Aj^  sont    P'  sin  a',   P*  sin  «*,   P*  sin  «* 

Or,  les  premières  équiyalent  à*  une  force  unique  X  égale  à  leur 
somme  (12)  ;  de  même  les  autres  ont  leur  résultante  T  égale  k 
leur  sonmie;  il  n'y  a  donc  plus  à  considérer  que  deux  forces  rec- 
tangulaires connues  i  et  Y.-    * 

Soit  B,  la  récitante  du  système,  et  a  l'angle  inconnu  que  sa 
direction  fait  avec  Ax  ;  ses  composantes  (  n®  19  )  sont. Il  cos  a  et 
R  sîn  ce.  Donc  on  a 

Rcosflt==X  =  Fcos<«'+F'cosa*+ ...  >  .gx 
R8in*  =  Y=Fsîn<t'  +  P'sin  *"  +  ...  /  ^  ^' 

Pour  tlpouver  R  et  «e ,  puisque  X  et  Y  sont  donnés ,  ajoutons  les 
carrés  de  ces  deux  équations;  comme  sin**flt  +  cos*  «t  =  1 ,  on 
en  déduit 

R=V{X»  + Y»  }.....(€). 

Les  équations  (B)  donnent  en  outre 

X  Y  Y 

cos  fit  =  ^,  sin  a  =  ^,  tang  at  =  ^  . . . .  (D). 

Ces  expressions  font  connaître  la  grandeur  et  la  direction  de 
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l^  ré^ulliaiit^  IL  qui  est  1^  diagoQ4]b  an  rectftnglp  ^<^i^s|iqjii|  ^ff 

x^tT'  '  ■."'.,;:■- 

J^v^  droite  qpi  ip^sse  pf r  }e  {kûq^  dwi;  }^  qof>i^4<^f^3  ^^M 
*'  /pt  y ,  et  q^i  fcH  avec  V^na  d(B«  *  un  »»^ç  ^ ,  ?  «»  «feérjal  fQw. 

(Cours  Je  Majthém. ,  n**  3^9-)  On  î*  doî?P  pQHP.^uaJtiqii  4«  1«^ 
direction  de  la  résultante  ,x  ety  étant  les  coordonnées  du  point 
d'application  des  forces  ^ 

X(j.-./)  =  T(*-*')........(E). 

SI  l'on  suppose  qu*il  y  à  équilibre ,  il  est  clair  que  cet  état  doit 
e:(is.ter  on  pcierticiilier  entre  Ifs  compefiantes  paralMes  à  (shaqua 
axe,  puisque  sans  cela  le  système  aurait  une  résultante;  Içs  équa- 
tions qui  ^xprim^l  l'équilibre  sont  donc 

T=:o,  ou  F.  sîn/  +P^  lii^ft^-f  i9te,=;=9. 

Il  font  ppur  Péq\»iliJ)re,  que  ces  deux  équatipiis  «aient  UfiH 
à  la  fois;  si  l'une  d'elles  existait  seule ,  telle  que  X  =;  o  ^  o^  ^ur 
rait  R  cos  a  =  o,  d'oii  cos  *  =  o  (  et  non  pas  R  ==o);  donc  et 
est  le  quadrans,  p'egt-à'-dtr^ ,  que  ta  rqsults^te  fer;^  ^n  angle 
droit  âtec  l'aie  des  qc\  elle  serait  di^nc  peraUèlfi  ^yn^  y^  Be 
même,  si  l'on  avait  T  =  o  seulement,  la  résultante  serait  parai- 

7^%  Nous  avons  regardé,  dans  nos  4q^iP^ip^$l>l^$^m8Qs^ 

V  cos  a',  P"  cos  a" comme  positives  ;  mais  il  penf  eQ  èfre 

différenlment,  ^  lenrs  ^igipes  dépendent  à%  1^  direction  et  dui 
|sens  dans  lequel  chaque  force  agit.  Pour  les  déterminer ,  il  suf- 
fira d'observer  ce  qu'on  a  dit  (la);  car  îl  est  <|Uir  qu'ici  U  &uih 
drait  soustraire  celles  de  ces  coAiposantes  qui  agissent  dans  des 
sens  dire<^l!Qi|ient  opppsé«  an?^  autres.  STp)|S  pouvons  ^onc  con- 
clure de  là  que  Von  doit  regarder  corrmie  positipes  les  compo- 
§0ntes  dam  ^  ser^s  d^un  des  axesjf  ^m  tmdenf  à  aiigmenter  l\ 
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coordonnée  du  point  spUpçifé  par  rapport  à  cet  çLxe^  et  comme 
négatives  U9  composantes  ^ui  tendent  à  diminuer  cetfe  mêmç, 
coordonnée,  ,  ■    , 

Jl  7  a  V-^  autre  moycH  de  d^étern^iAcr  les  $igiie3;  q^i  reyiç»* 
m  ^écé<ieiit,  mais  qui  est  plus  Qpalyt^^e•  Yolpi  ç»  cpioi  il  pon* 
siste.  Conceyons  que  du  centre  M  (fig.  i5  ) ,  auquel  les  fqrces 
sont  9ppliq^ées,  pp  ait  décrit  le  cercle  BJ)EF  y  et  in^né  les 
droites  EB,  FD  parallèles  eux  çix^s  A*  et  A^.  Fw  prenant  Iç 
point  B  ipouF  origine  des  arcs,  toute  droite,. telle  que  MF  on 
^Q  >  ^p\  tpnijie  en  dessus  de  EB;  fait  ay^  cette  ligiae  uji  ao^ 
dc^t  le  sipus  est  positif}  tandis  qye  ce  siuus  est  végatif  pptir  l^s 
ligpes  M^  et  Wi  qui  tombent  ep  dejsspus.  Pareillement,  les 
lignes  qui  sont  à  droite  de  IJF ,  formept  aTW  EP  des  angles  dont 
les  oQsin^s  sont  positifs,  tjipdis  que  celles  qwi  sonX,  à  gauche  ont 
les  cosipus  négatifs.  (  Cours  de  Mathém ^  »**  3^49-  ) 

Si  dcoïc  on  fait  tqurper  une  ibrcç  autour  du  point  M  qu'elle 
tire ,  il  suit  de  ce  qu'op  a  dit  c^rdessus,  qu'en  passant  d'fin  qua- 
drans  à  Fautre,  le  ^igpe  de  l'une  de  ses  compo^ntes  devra  ch^ip-^ 
ger  aussi  :  ce  qui  revient  à  dire  que  les  produits  P  sîn  et  seront 
positils  ou  négatilsl  arec  sin  <*> ,  c'est*à*idire ,  suivant  que  la  force 
P  tombera  au-dessus  ou  au-dessous  de  EB.  De  même  P  cos  et  sera 
positif  ou  négatif  suivant  que  P  serçi  di^ôse  à  droite  ou  à  gaudte 
deDF. 

Maïs  pour  n'avoir  ainsi  égard  qu'aux  directions  de  F,  P',  etc. , 
il  laut  supposer  que  toutes  ces  forces  tirent  le  poiàt  «iaté^ 
riel  M  dans  les  sens  de 'leurs  directions  respectives,  ou  que 
toutes  le  poussent  :  cette  hypothèse  est  permise ,  puisque,  si  poiœ 
une[  pcÂssance  en  pai^tieulier  il  en  était  autrement,  il  suffirait 
lie  l'appliquer  sur  son  prolongement  et  en  sens  opposé.  Cette 
manière  de  déterminer  les  signes  est  réellement  beaucoup  plus 
analytique,  puisque ,  conformément  aux  principes  de  P  Algèbre , 
lorsqu'un  problème  est  posé  en  équation ,  il  ne  s'agît  que  de 
traiter  celle-ci  d'après  des  règles  connues,  etîl  n'est  plus  néces- 
saire de  recourir  au  problème  proposé  afin  d'établir  certaines 
distinctions.  On  voit  que  notre  procédé  nous  permet  de  traiter 
l|B9 produits  Ftbs«',P"cos«*.  .1  •  à  la  manière  des  quantités 
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algébriques^  et  sans  nous  embarrasser  si  elles  ont  trouyé  leur 
origine  dans  des  forces  décomposées.  Ainsi  nous  regarderons  à 
l'avenir  le  -signe  des  quantités  P'cos  a,' ,V cos  a".". .  comme 
déterminé  par  celui  de  cos  «',  cos  «".....  et  les  quantités 
P',  P". ...  ne  seront  plus  considérées  que  comme  des  nombres 
abstraits. 

26.  On  tire  des  deux  équaticns  (  B,  p.  aS  )  une  conséquiçnce? 
remarquable.  Prenons  dans  le  plan  des  forces  un  point  arbitraire 
St  et  menons  au  point  d'application  M  (fig.  i4)  la  droite 
MS  =  rf;  «oit  $  l'angle  qu'elle  forme  avec  l'axe  des  je  ;  «'  —  é  sera  - 
l'angle  SMP',  formé  par  MS  et  la  direction  MP'  de  la  force  F  : 
or,  si  du  point  Son  abaisse  Sa=/>',  perpendiculaire  sur  MK, 
on  aura  dans  le  triangle  SMa ,  Sa  =  «  X  sîn  (a'  —  é  )  ==/>'. 
On  en  dira  autant  pour  les  autres  forces  ;  nommons  r  ,/>',/>*.. . 
les  perpendiculaires  abaissées  de  S  sur  les  directions  deR,  P", 
P*. ....  Or ,  multipliant  la  i"  des  équations  B  par  *• .  sin  ô ,  et 

.  la  2*  par  s  cos  é,  retranchant  et  observant  que. • 

sin  («  —  6)  =  sin«.costf  —  sin9.  cos  u,  on  a 

R« .  sin  («  —  6)  =F«  .  sin  (/  —  6)  +  V's  .  sin  («''  -^  1)  ^,etc. 

ou  Rr==:F/>'  +  Py  +  etc.  ....  (F). 

On  est  convenu  d'appder  moubnt  le  produit  de  la  grandeur 
d'une  puissance  par  sa  distance  à  un  point  fixe  ;  ainsi  l'équation 
(F)  désigne  que  le  moment  de  la  résultante  est  égal  à  la  somme 
•  des  momens  des  composantes. 

On'  doit  entendre  ici  par  somme  des  mQmens^  les  pro- 
duits P7>%  Vp", . .  chacun  pris  avec  son  signe  :  ce  signe  ne  dé- 
pend que  de  la  direction  des  puissances,^(^est- à-dire  de  p^/>''•  •  • 
puisque  (25)  les  forces  sont  supposées  tirer  toutes  à  la  fois  le 
point  matériel  M.  Or , l'équation  r  =  6.sin(«  —  0)  indique 
que  suivant  que  sin  (  «s  —  S  )  sera^  positif  ou  négatif,  le  moment 
Rr  aura  le  signe  +  ou  le  signe  — -  :  il  en  est  de  même  des  autres 
forces.  On  conclut  de  là ,  et  de  la  manière  dont  on  détei^mine 
les  signes  des  sinus  ;  que  toute  force  qui  tombe  d'un  côté  de  la 
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droite  MS  a  son  moment  positif,  tandis  qu'on  doit  regarder 
comme  négatif,  le  moment  d'une  puissance  qui  est  dispo^  de 
l'autre  côté ,  en  supposant  toutefois  que  toutes  les  forces  tirent 
le  point  M,  ou  si  l'on  yeut,  qu'elles  le  poussent  toutes.  L^  pieds 
d^s  perpendiculaires,  tels  que  a,  b,  c,, ., .   (fig.   i6.  )  sont 

.  d'ailleurs  tous  sur  la  circonférence  d'un  cercle  décrit  «ur  SM 
comme  diamètre. 

Il  conTient,  pour  bien  saisir  l'esprit  de  ce  genre  de  considé- 
rations, de  recourir  aux  principes  mêmes  qui  servent  à  la  déter- 
\  mination  des  signes  dans  les  problèmes  de  Géométrie.  (Cours  cle 
Matliém.,n*'333.) 

Ainsi  P>' ,  Vp%  Vy  seront  positifs  dans  la  fig.  i6,  et 
P*y^,P7>\P'*iE?^*  seront  négatifs,  ou  réciproquement.  Or,  ob- 
servons que  si  l'on  considère  le  point  S  comme  fixe,  et  les  droites 
Sa  ,  S6.  ^ . .  comme  des  verges  rigides,  l'action  de  chacune  des 
,  forces  sur  le  point  M  ne  peut  être  que  de  le  faire  tourner  au- 
tour de  S  :  de  plus  les  momens  positifs  appartiennent  aux  forces 
qui  tendent  à  faire  tourner  dans  un  sens,  tandis  que  lesmo- 

■''  mens  n^atifs  sont  relatifs  aux  forces  qui  tendent  à  faire  tour« 
ner  en  sens  contraire  :  on  conclut  de  là  que  l'équation  (F)  peut 
s'énoncer  ainsi  :  Lorsqufen  a  plusieurs  forces  appliquées  à  Mm 
point  matériel j  et  disposées  dans  un  même-  pian  >  le  moment 
de  la  résultante  est  égal  à  V^xcès  de  la  somme  des  m>omens  des 
forces  qui  tendent  à  faire  tourner  dans  un  sens^  sur  celle  des 
momens  des  forces  qui  tendent  à  faire  tourner  en  sens  contraire , 
autour  de  Porigine  des  momens.  Mais  on  remarquera  que  l'idée 
de  rotation  qui  est  introduite  «ici  n'est  pas  nécessairement  liée 
au  principe  précédent  ;  le  mouvement  n'y  est  que  de  pure  com- 
modité pour  déterminer  les  signes ,  et  ne  fait  pas  partie  néces* 
saire  de  ce  principe. 
I/équation  (F)  devient 

Fy  +  Vy  +  etc.  =  o 

dans  le  cas  de  Rr  i=  o  j  c'est-à-dire,  i^  lorsque  R  :=  o;  alors  le 
système  est  en  équilibre  ;  et  2?.  lorsque  r  =  o ,  ou  que  l'origine 
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êëi  itoixiétts  e^  pinsè  itxt  la  direction  ttiêitte  ât  la  rêsultàn^.^ 
Aîflrf  la  êcfmfrte  dèé  momens  desjbjtès  qui  tendent  à  ^iré  touh- 
Hëf  daft^  un  êenSj  est  égale  à  la  éommé  deê  rtibmenê  desJbrcèB  qiii 
iéfuknt  à  faite  tourner  en  sens  contraire  _,  ï^  quand  il  ^  a  équi^ 
libfiB  ^  ^.  lorsque  Foraine  des  màfnens  est  prise  sur  la  direction 
de  là  résultante,  En  gétiéral ,  s'il  y  «Tait  quelque  forob  dotit  fe 
direction  passât  par  l'origine  S  des  momens,  soîi  moment  set  soi 
fiUÏ. 

a*),  P^enfirtis  mamtènaÉtt  le  cas  oà  les  puissances  ont  des  di- 
rections quelconques  dans  l'espace.  Concevons  pâi^  un  point 
arbitraire  A  (fig.  12)  dans  l'espace,  trois  droites  AP,  AS,  AQ, 
j^éctstàguhirèi  eikiif^  elles;  nottitoons  AÎ^  l^a^ùè  des  x,  AS  l'axe 
dés  y  y  et  enfin  AQ  l^axe  des  z.  Le  plan  PAS  passsmt  par  tés 
àtté  èeà  f  et  des  x,  àe^a  lé  plan  des  xy;  de  ihémè  la  plan 
SàQi  é{tA  pa^àè  par  les  axes  dei  ^  et  dés  « ,  sera  le  plan  des 
J^É*  ènfitf  le  piitù  t*AQ  sera  éelni  des  xz.  Woos  conserterotls 
dàùé  là  ^ùite  ces  dénominations. 

Gèlâ  pà^,  soieût  des  puissances ......  F,   P",  P* 

dont  teë  directions  forment, 


avec  P«ûe  des  «; ,  let  ftnglee. ............  <^,    et%    «*. 

aw^  PiOLe  des^' C',    T,     C. 

av^  l'ame  des  « y',    y",    y*. 


En  décomposant  chacune  de  ces  forces  en  trois  autres  (23) , 
^ontles  directions  soient  parallèles  aux  axes,  les  composantes  de 
P'  sont  V^  cos  fle^,JE^  cosè',  P'  cos  y'  :  on  en  dira  autant  des  autres 
puissances  P",  P^. . . .  on  aura  trois  groupes  de  forées  dont  cha- 
cun équivaut  à  une  puissance  unique  égale  à  leur  somme, 
puisque  ces  composantes,  agissant  sur  un  point,  sont  dirigées 
dans  une  même  droite.  Faisons  usage  delà  notation  précédente, 
et  nommons  X ,  Y  et  Z  les  trois  forces  parallèles  respective- 
ment aux  Xf  y  et  2,  nous  aurons 

X  =  F  coset'  +  P"  cosa"  +  P^  cos  «•  +  .... 
t  =:  F  co^è'  +  P"  cosC"  4-  ï^  cos  ^  +  •••• 
Z  =  F  cosy'  +  P^'  cosy"  +  P*  cos  y"  +   ...> 
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Si ^jÊ^iaf bâtie  des  àbntp08kate^  agi^ii  en  s&ks  coMràire 
desaHâlès;  âlë  dé^nràit  êtrer  prisé  àégatiténieat;  oti  reprodui- 
rait ààAc  kÂ  leèr  tkièbnuétiens  dil  la?  24;  relatiTeàièiit  à  Id  dé* 
termination  des  lignes  des  termes  F  cos  a'  ,  P*  cos  «"  . . ,  •  ♦ 
soit  Câpres  le  sens  o^  agit  tliaque  composante  ^  soit  d'après  le 
signe  des  cosinus. 

Soient  A,  C.  et  y  les  angles  ineoiUMis  qjue  forme  la  dmcti^a 
de  la  résultante  E  ayec  les  trois  axes^  Rcostf^Rcosff^Reos}^^ 
sont  ses  composantes  dans  le  sens  des  axet^  on  a  donc 

Kcos«»X,    ticnG^Y,   UctiêymZé.éé  (C) 

Pour  ayoir  la  résultante  et  sa  diredtion^  ajoutons  les  carrés  de 
ces  équations  ]  nous  aurons 

R*  (cos*  A  +  cos*  C  +  cos»  y)  =  X*  +  Y»  +  Z\ 

Or ,  on  sait  (page  a?)  qûô  cos*  a  -aptos*€  +  cos*  y  £?  i  j  donc 

<i'aîlleurs  les  équations  (G)  donoent  y  ^^u 

cosce  =  ^i  cosC  =  jt-.,   00s  ft=zs^ 

Ces  équaiîOÀs  déterminent  la  r£sultaiite  R  et  sa  direction. 
On  peut  observer  qu'elles  indiquent  ^ue  si  l'on  projette  toutes. 
lt!È  ftféêà  sxtt  leà  irSïS  àié^  coor<lonnés ,  çt  qù^on  réduise  pour 
dtidt(ùéâlë  le$  éèiilpo^titës  éH  iihé  seule  (12),  les  trois  forces 
qu'on  obtiendra  seront  les  composantes  de  la  résultante  RV  qui 
êii  U  dîrfê^tirâle  dû  (fefàlllfép^péde  rectangle  construit  sur  X , 
tétl' 

Soient  *  ,  y  et  ^  les  coordonnées  du  point  d'appÙcatioa 
des  fdtces;  les  projections  (^.  Cours  de  Afatbém.,  n°'éia  et 
618  )  de  la  résultante  sur  les  trois  plans  coordonnés  passe- 
ront par  celles  de  ce  point  î  les  équations  de  cette  droite 
seront  Jtonc 
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j'  —  y  =  a  («  —  «')  ....  snr  Je'  plan  de$  xy, 
'  z  —  ^'  =  ^  (af  —  jic')  ....  sur  le  plan  des  xz , 
b(y^^y)  z=z  a  {z  -r-  z')  ....  sur  le  plan  des   yz, 

a  éi  b  étant  lés  tangentes  des  angles  que  forme  l'axe  des  x 
aVec  ces  projeètîons  sur  les  plans  des  xy  et  dès  xz:  ainsi 
menons  par  le  point  A  (fig.  i3),  auquel  les  forces  sont  ap- 
pliquées^ les  lignes  AP /AS  et  AQ,  parallèles  àiir  axes  des  ^^ 
des  y  et  des  z\  la  projection  de  la  résultante  R  sur  le  plan 
PAS  est  AT;  Aï,  AB  et  AC  représentent  R,  X  et  Y;  or  on 

HB  Y 

a  dans  le  triangle  AJBB,  tang.  HAB  =  t?.  :  donc  a  =  ^  ;  on 

Z 

trouverait  de  même  6  =  =r-.  Les  équations  de  la  résultante 

sont  donc 

.x(«-«')  =  z(*-*')  V (I) 

z(j'-y)  =  "ï"(*-«')  ) 

une  d'elles  est  comportée  par  les  deux  autres. 

z6.  Si  le,  système  est  en  équilibre,  il  est  clair  que  cet  état 
doit  ayoir  lieu  en  particulier  entre  chacun  des  groupes  de  forces 
parallèles  aux  axes  ;  ainsi  les  équations  d'équilibre  sont 

X=o,    Y  =  o,    Z  =  o. (K). 

On  Toit  donc  que  si  l'on  projette  les  forces  sur  les  trois  axes 
coordonnés,  les  composantes  dirigées  selon  chaque  axe  devront 
s'entre-détruire. 

Tout  ce  qui  a  été  dit  n^  a4  n'est  qu'un  cas  particulier  du 
problème  que  nous  venons  dé  traiter  ;  car  si  toutes  les  forces 
sont  dans  le  plan  xy ,  elles  forment  des  angles  droits  avec  l'axe 
des  z',  et  l'on  a  cos  y':=cos  >'=  o.  • .  ,  d'où  Z  =  o,  cos^=o 
et  cos*'flfc+ cos*^  =  I ,  ou  sin  «  :=3cos  f.On  retrouve  donc  ainsi 
les  équations  du  n®  24* 

Si  ces  trois  équations  (K)  n'avaient  pas  lieu  à  la  fois.,  il  n'y 
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aurait  pas  équilibre  dans  lesystënie;  si  l'on  ayalt  seulement 
X=  0 ,  on  aurait  B. .cos  «Trs  o ,  et  par  conséquent  cos  a  =  o  , 
oji  tf  z=  le  quadrans  ;  ce  qui  désignerait  que  la  résultante  est 
située  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  .v.  Si  l'on  a^it  à 
lafoisX;=o,  Y=o,  il  serait  de  même  aisé  de  voir  que  la 
résultante  serait  parallèle  à  l'axe  des  z. 

29.  Concluons .  de  là  qu'il  faut  trois  ookditions  poùr^  déter- 
miner la  résultante  d'un  système  de  forces  qui  agissent  sur 
un  point  matériel  libre  dans  l'espace  ;  mais  qu'il  n'en  faut  que 
DEUX  lorsque- ces  forces  sont  dans  un  plan,  et  itkb  ssule  si 
elles  agissent  suivant  une  droite  (n°   12). 

Si  Port  projette  P,  Q,. . .  et'R  sur  un  plan  quelconque^  la' 
projection  de  R  est  la  ^résultante  des  forces  projetées;  car 
la  composition  de  ces  dernières  se  fait  visiblement  en  repro- 
duisant les  équations  Q,  lorsque  le  plan  de  projection  est  l'un 
des  plans  coordonnés.  Jûnsi  dans  un  système  en  équilibre  j  cet 
état  subsiste  entre  les  projections  des  forces  sur  un  plan  ou  sur 
■un  axe  quelconques. 

Si  l'on  prend  les  momens  des  forces  projetées  relatiyement 
à  un  point  de  leur  plan,  la  proposition  du  n**  26  existe;  et  si 
l'on  cliioisit  un  point  quelconque  de  l'espace  et  qu'on  le  projette 
sur  les  trois  plans  coordonnés,  le  moment  de  la  résultante 
projetée  sera  égal  à  la  somme  des  momens  des  composantes 
retativément  aux  projections  de  ce  point.  Dans  le  cas  d'équi- 
libre ,  oa  lorsque  la  résultante  est  dirigée  rers  le  point ,  cette 
somme  est  nulle. 

Nous  examinerons  plus  tard  (gS)  l'équilibre  dans  le  cas  oi 
le  mobile  n'est  pas  libre  de  se  mouvoir  dans  tous  les  sens. 

IV,  Des  Forces  parallèles, 

3o.  Soient  deux  fbrce$  parallèles  p  eX  q  (fig.  18) ,  agissant 
dans  le  uiéme  sens ,  et  appliquées  aux  deu^  extrémités  £  et  F 
de  la  ligne  £F  sur  laquelle  leur  inclinaison  est.  quelconque  :  il 
est  clair  qu'on  ne  changera  rien  à  l'état  du  système  si  l'on  y , 
introduit  deux  nouvelles  forces  p'  et  q   égales,  opposées  et 

♦  3 
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agUMOjit  dans  la  direction  de  la  ligne  Eh\  ^aelles^que  soient 
.  d'ailleurs  les  gvaiiâmvs  dft  ces  ^Dreea^  Qo  eottiposera  les  deUx 
forces  p  etp'  ^  une  seule  P;  dé  même  la  force  Q  rempla- 
cera^ et  f ^  La  résultante  de  p  et  ^sera  doue  la  mime  que 
celle  des  deux  forces  P  et  Q,  q«l  ccmoourent  au.  mèma  point 
k,  résultante  qu'on  sai^  d'aîUeuvs  trouTer  (2<^  Il  ne  8?agft^ 
donc,  pour  résoudre  le proUime  proposé, <pie  sPespriHier  par 
le  calcul  toutes  ces^  conditioas* 

Pour  c^a,  par  le  point  A^  menons  les  paraUèies'BG  h  E¥, 
ei  AB.  à  E^  ;  de  plu«f»  concevons»  les  de«s  forces  P  et  Q>  applH« 
quées  en  A  (i3) ,  et  décomp^aons^la  puissance  P  ep  è&BOL  autre» 
dirigées  suif?aot  AB  et  AO  :  I9  i*^  sera  j^,JtL  s*  p,  puisque- les 
circonstances  de  .bv  décomposUîoiiL  de.  P  scai  les  mèmes<  en  A 
qa^en  £  (p.  11&)  :  de  même  déçomposoosQ  enq'  ^9,  agissant 
soiyanbt  AC  et  A<X  Im.  deux  forces  /  et  //"^^aks^  par  lijpolhèsey 
se  détiiuiseAt  :  la  résultante  de  /r  et  f  4git  donc  sorr attt  AO  , 
et  e^t  ^=^p  +  q  ;  c'est*ik-dire<|a'«tti  eêtpoJcaUèU  au»  ô&mpoêetHie» 
et  égale  à  leur  somme. 

Il  ne  s'agît  plus  pour  ^nuattre*  fioUm  résukanlp/  que  de 
déterminer  le  point  O  par  lequel  elfe  passe  :  or,  puisqu* 
P  est  la  résultante  de  p  e%  p  ^  il  suit,  du.  mP  2m»,  que 
p'      ampEV      sinEAO      EQ       .        ,      ,  ^  .      ,  ^.^ 

p=si;^ip=5ïrrÊô==î^'P"'^"^*^^^^*"^^^^ 

le  rapport  de'  ces  sinus  est  égal  k  eAm  des  côtés:  opposés  aux 
angles.  On  trouve  de  même  ^  =  ^^  Or,  comme  p'  =  q  ^ 

on   élimine  ces  quantités,  et  il  TÎenjt  ^^=^^"  y  on 

q  X  FO  =pX  EO;  équation  qui  fixe  la  situation  du  point  O 
et  pronye  qa*ildipiae  EF  empaptiee  réciproquement  proportion- 
nelles aux  forces  "pet  q. 

Donc  en  général  la  résultante  de.  deux  forces  paraMèles  est 
égalé  àlemr  e&mme^  hw  est paraMàèe ,  et  àiifùse  là  droite  d^ap-' 
pUcaticn  en^  deux  parties  réciproquement  proportionnelles  aux 
composante». 

3i .  Soient  deux  i^réas  P  et  Q  palrallèles ,  et  R  leur  résultante 
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AC?3»dP^4Mi  vient  de  dAMotttret  ^vie 

K=^P  +  Q,    P/ï—Qî?,    a— /►^^  ....<L). 

Ces  équations  renferment  six  quantités  R,  P,  Q|  a,  p  ^f^  il 
suffît  donc  de  oonnatlre  trois  d*entre  e1]^  >  pour  en  oon- 
ckire  les  troi^  autres  par  le  calcul.  On  piÂrrait  même  n'en 
connattre  cpie  àen^;  taak  alors  il  faudrait  ayoir  une  nou- 
Yelle  équation  pour  que  le  problème  fût  déterminé;  et  ainsi 
éé  suite.  En  gftiéralj  it  &ut'  toujours  remonter  aux  équa- 
fSùta  (L)  pour  résoudre  les  problèmes  relatifs^  k  la  résultante 
de:  deu3t  farces  pairalfêles.  Nous  en  allons  donner  plusieurs 
exemptes. 

L  Proposons-nous  de  mettre  eu  équilibre  deux  forces  P  et  Q 
qui^agissent  diaus  leméfaiesens  (fig.  17);  AetCsontles  points 
dPàppHcatiou.  Ici  «^  P  et  Q  sont  seuls  connus  :  les  trois  quantités 
f'^q  et  K'detroilt  donc  6tre  déterminées  par  les  trois  équations  (L). 
Et»  éBdt&aut>  on  trouve 

ftsç=P4-Q, 

^     P+Q      R'    ^  — P+Q-R* 

Une  foi^  le  pôibt  B  déterminé^  on  y  mettra  un  appui  fixe,  ou  unç 
iorce  égale  à  P  +  Q,  dirigée  en  sens  contraire  deP  et  Q^  et  parai* 
ifcle  à  des  compdsfitnfés. 

lE  SuppôSOiïs  qu'il  s'agisse  de  trouver  les  efforts  qisfeaperce 
éà  déîix pOùi& c^hnés  KeiC.d^une  droite  AC  (fîg.  17]^  une 
fbrce^  appliquée  ^^  B  :  pour  cela  il  faut  trouver  deui^-fbr- 
ees'P  et  Q  ^Uî  soient  parallèles  à  R,  appliquées  en  A  et  C, 
€t  dont  R  soit  la  résultante.  On  connaft  ici  R,  ^  et  q\  il  faut 
tlrôtttër  P*  et  Q.  lÉJlîminons  entre  les  équations  (L) ,  U  viei^dra* 
eÀmme  c!-^essué> 

•     Q:=2^=^^?_,      P  =  é^=-2«       ....    (M). 
a       p+q  a       />  +  y 

3.. 
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III.  Regardons Qya et  q  comme  înconnaes  :B.,Tf  etp  seronl 
les  données ,  et  nous  résoudrons  par  là  ce  problème  :  Décomposer 
une  force  donnée  R  en  deux  autres  T  et  Q^,  telles  que  la  gran- 
deur de  [V une  déciles  P.  et  son  point  d^upplication  h  y  soient 
connus.  ... 

^  '  ÉTiminons  Q ,  «  et  ^r ,  nous  trouverons 


R— P' 


ïl  .est  aisé,  d'après  cela ,  de  produire  l'équilibre  entre  deux 
forces  parallèles  et  opposées  P  et  R  (tig.  ig)  :  en  effet,  soit  R  la 
plus  grande,  décomposons  cette  force  en  deux  autres,  dont 
l'une  P'  soit  égale  et  opposée  à  P;  les  Taleurs  ci-dessus  détermi- 
nent l'autre  composante  Q  et  le  point  C  où  elle  doit  être  appli- 
quée. Comme  P  etP'  se  détruisent,  la  force  Q  est  la  résultante 
cliercbée  de  P  et  R^  en  sorte  qu'une  force  Q',  égale  et  opposée 
à  Q ,  produirait  l'équilibre.  Il  suit  de  là  que  la  résultante  de 
deux  forces  parallèles  qui  agissent  en  sens  contraire  est  égale  à 
la  différence  des  composantes  j  et  agit  dans  le  sens  de  la  plus 
grande  des  deux.  Et  comme  ',  en  diyisant ,  les  deux  dernières 
équatioiis  donnent  aP  =R5r,  on  voit  que  le  point  d'appli- 
cation de  cette  résultante  ^st  placé  en  dehors  des  forces  et 
du  côté  de  la  plus  grande  en  un  point  tel,  que  les  longueurs  a 
et  q  sont  encore  réciproquement  proportionnelles  aux  forces 
Fet  R. 

Si  les  forces  opposées  R  et  Vêtaient  égaies  j  on  aurait  Q  =  o 
et  a  =  00  :  de  sorte  que  pour  produire  l'équilibre  il  faudrait  ap- 
pliquer une  force  nulle  à  une  distance  infinie;  ainsi ,  djans  ce  cas 
les  équations  (L)  ne  peuvent  avoir  lieu  ensemble.  (  K.  Cours  de 
Mathém.,  n®  1 15.)  Cependant  si  l'on  admet  la  possibilité  queP  et 
R  aient  une  seule  résultante,  c'est-à-dire,  puissent  êti'e  mises  en 
équilibre  par  une  troisième  force  Q',  il  doit  être  possible  aussi  de 
décomposer  la  force  R  en  deux  autres  qui  détruisent  P  et  Q'; 
d'où  il  suit  qu'on  devrait  pouvoir  effectuer  le  calcul  précédent. 
Donc  lorsque  P  =  R,  une  fbree  unique  ne  suffit  pas  poiir  pro^^ 
duire  ^équilibre. 
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Prenons  entre  A  et  B  un  point  quelconque  I ,  et  décompo- 
sons la  force  R  en  deux  autres,  dotot  l'une  agisse  en  1  et  soit 
=  M,  M  étant  d'ailleurs  quelconque  et  < R  :  Vautre  est: ... . 
Q=:R-^M ,  et  agît  en  un  point  C,  pour  lequel  on  a ' 

tic  =  ^  =±:  — p; — .  Opérons  de  même  ppar  P,  en  prenant 

aussi  M  ppur  la  composante  en  I  :  comme  P  =  R ,  l'autre  N  sera 
aussi  Q=  R  —  M  et  appliquée  à  gauche  de  A ,  en  un  point  O , 

tel  que  AO  =  /  =  — ^ —  =     y^^ ^,  ^  hiSÊxA  ABsx/i. 

Ces  qaatre  puissances  se  réduisent  à  deux  forces  égalés  a  Q^ 
opposées  et  parallèles;  donc  si  l'on  introduit  deux  puissances 
qui  leur  soient  ^ales  et  directement  opposées,  elles  détruiront 
P  et  R.  Lap  grandeur  et  les  points' d^appKcation  de  ces  deux 
'  forces  ==  Q  ne  sont  paîs»  déterminés,'  puisque  dépendent  de  ){i 
force  M  et  du  point  I,  qui  sont  quelconques:  on  yôit'Jbiic 
^1*00  pàiû^'une  infinie^  dé  manières  ^  à  l'aide  de  deux  forces , 
égales^  prodmre  ViéqwUibre  entre  deux  puissances  égales  oppo' 
sées  et  parallèles  (;*). 

J.  32.  Noués  pônvcms  maintenant  troinrer  la  résultante  d'urisys*- 
tfeme  de^  forces  parallèles  P,  Q,  S  et  T  (fig.  2o),qui  agissent 
sur  un  corpsv  En  effet,  joignons  les  points  A,  B,  C,  D  pu. 
elles  36nt  appliquées;  puis  composons  d'à&ord  les  deux  forces 
P  et  Q:  soit  R  leur  résultante*  et  a  ô6n  point  d'applidatipn'. 
On  joindra  les^- points  a  et  D,  et  on  composera  de  nouveau  le^ 
forces  T  et  R  :  soît  b  le  point  d'application  de  leur  résùl^nté^' 
^ui  é^ivaudra  a^ux  trois  puissances  P ,  Q  et  T:  Menant'  5'C;' on' 
obtiendra  facilement  la  résultante  de  la  force  qu'on  vient  de- 
trouver  et  de  la  force  S,  etc.  «  .   v    , ..  . . 


{*)  Cest  sor  cette  proprjëtc'  de  l'ëqailibrc  entre  des  forces  égales  et  opposées 
qoele  savant  M.  Pûinsot  a  établi  les  foudemens  de  sa  Statique  j  il  donne  à 
ce  système  la  nom  de  Càuples,  et  combinant  a^c  adresse  des*  couples  entre 
eoZy  ilen  déduit  iths  facilement  les  cpndHioos  d*éqpilibîre  ^bs> toutes 'ks 
circonstances.  !Nous  renvoyons  à  cet  intéressant  opTrage'pqar  apprécier  le 
mérite  de  ce  genre  de  considérations.  Voyez  aussi  le  i3e  cabie'r  du  Joumiil  do 
rÉcolc  Polytechnique.* 
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3Ç  STATIQUE. 

Si  les  forces  aj^i^sent  dans  les  s^x^  jtiffiéi^ns  »  <hi  ci(»Bp0aera 
d'abord  celles  qui  tirent  dans  le  même  seps,»  ^«i^^U^s  f^ 
tirent  en  sens  cQntrairjç  :  i^  restera  ^  oooçipQ^si^  entre  :islle$  œs 
deux  dernières  forcée*  S}  eî^es  sçnt  ^ales.,  i\  j  ajufra  éqfjyiibl^è 
dans  le  cas  oh  elles  agiraient  suivant  la  mâ^ae  di!!iOÎte  :  dans  Ip 
tA»  coii|trttire/il  »e  se^it  ^as  pôssibld  de  les  mettre  ein  équi- 
libre à  l'aide  d*un6|||evile  jSuissaince. 

Jl  est  aisé  4e  qopçjivre  ^e  lA  ^que'  i^  fa  jindtaHfe  ^énémk 
est  paraîlèle  aux  comj^osai^teft  et  égale  à  f^ur  somme^  si  ellef 
agitsMt  Ams  k  ^méme  ^il(t$  :  ou  ^gale  #  la  somme  des  forces  qui 
tirant  dans  un  sem*  moi/p  la  somme  dét^  /créé»  ^ui  Uvtint  «^ 
Sens  contraire. 

.   2^  Le  poiiit  a  où  p^i  ^pf^^Quée  k  xèni^^biijx^  &  îles  forcles  P 
et  Q,  àynse  la  4rQJêl|e  ^B  en  i^tî^s  qui  -hihiI  fio^  élUk  itéct^ 

Siroquement  comme  ces  forces  :  4'oii  il  màt  que  «p  point  «é  * 
épend  ni  4ç  l^ur  d^reotion  ^çinpiiiine^,  ni  4a  l^urs  ([rôdeurs > 
mais  seul^mfnt  de  ïçiur  r^p^^rt,  J@n  .«<^l(ft  ji^oeioe  ]^mt.<»  serMjl 
le  même,  ci  l'oti^  ^i^i(  ^^âgr  )«l  4i^8C[tiM  dias  tooes  P  et  Q  ;0 
leur  intensité^  pouryu  qu'elles  fussent  toiïjoia^  ^«fttljèles  ifti 
que  leur  r$Lp|)ort  ji'e^j;  p$^i jç))f  i^gé-  Q«  ^»  cliiîa  aiitipi  dû  print 
^,  où  est  a^pl^quée^  «5pc^4ç  i^^ltaptlft ,  ^  ftÎQ»  de  siéte»  iiè 
Ipoînt  c  d'applic^tl^i^  4^  1^  |*^tt}t^i|[^  g^^l^s^  JQuit  donc  <de  h 
même  gr^rl^^é,  l(^^^^q];(e Jlf^s  oppipp^f^  ^mfit|iiri^iiienMl^ 

tementj,?^  cep^f  d'^^B^^^^^J^  :     i  . 

Donc  sf  /^of^  irfjcUne  fp^ief  ies/pfpesdans  divffm»  Aiiuatiçnàj 
de  moinièrf  ^ffWif«  çm^^ryfm^  h^fir^poiÊ^U  4fiM^plUiitioikj  Jkan 
grçmdeurs  .^f  ff^r  p^a^rçiléi^s^^  la  risidtmite  pc^éena^ioe^omf 
par  le  iifÀms  point j  c&  point  cw$tB»t  est  ce  tpà'on  wmnne  Je 
Centre  des  forces  parallèles» 

Il  est  d'ailleurs  éyident  que  si  tous  les  points  d'appUçation 
sont  dans  un  même  plan^  ou  sur  une  même  drpite^lç  centre 
des  fbrc^  paraltè^és  est  sij^ué  s^  çç  pW^  p^  9vp*  i^\^  dcpi^ 

Au  x^y  wm  ^  préiw»Ao«5  oe  «loje^à  ée  compotte^ies 
foiroeft  pwiJlëlet  qpie  pou*;  en  Mre  ^)(weie6y^  iiettettfôtit  Ik 
tiKorie.  Kotts  dô&iietoùii  Metitftt  deis  {^roeMés  analytiques  gé- 
ttéè'atix  potff  résoudre  ce  proidëme. 
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33.  $MBt  P  et  Q  deax  fsreet  pàràVélts  agrsBant  ^htrs  lie 
mhtke  «eB8|  et  imr  rèsuilléRite  R  (6g.  22)  :  d'an  pcrkit  <)«ek5oii'- 
que  iL  de  W  |>kn  pris  m  ifebèps  Aes  foroeis»  taetttMiid  4a  «Irette 
JLD  peï|>etid»cuUm  à  lemsiitixiicfm,  éticegut4m»ê  teB'péitilii 

AG=  r,  A.B=:p,  AD=^;  comme  AG  :=  BC+ABos  AD^SG , 
<mr;r=BC4*p^f  "^IK:»  m  taM^tî^l mat  l'équation. ...  ^ . . 
HraP  ^Q  fi9r  r^  #atoMiir«  to-^P^  •4^p)H-Q(9'— DC), 

lirc;s^  +  %  ...  (N).  V;         . 

ï^renoiïs  inâint^naut  le  point  A",  au-dedans  de  t'espace 
^Qb  t  fig.  î*2  ),  et  désignons  par  jp,  ^^  r,  les  distajnce^  des 
forces  à  Ce  point  j  on  a  A'fi  x=  BC  —  A3 ,5=;  A'D  —  CD  ou 
r=BC  — n=gr-—  CD3  multiplions  dé  même  par  ir  Pé<|va- 
lîoa  R  ?=  P  -|-  Q,  ndus  aurons ,  en  réduisant , 

.  "■  *■ 

Aitièî  le  nonent  de  la  téMdt^e  «est  «égal  k  la  somme  déù$  le 
pr«mklr  i»i(i,«t  àkdilércMi^  dttivie^^eo&d^Diàyiffi^  ttiottiefls 
des  composantes. 

Voyons  ùkamàBOMoA  ce  tpii  avriiliie  lorsque  tes  fbrœs  «agissent 
M  sieM  !oppi(l04  fStii<}ÉÉ  la  fi>o«e<2^  (  igi  i$)>é|0ale4st  ôfipdsée 
à  la  ré^Itmte%  met  en  équilibre  im  0Mifp<Mbtt«es  P  et  R^ 
on  peut  regarder  k  Ibrce  R  CDaune  diè^iée  à  ïsietti^  P  et  Q^ 
en  équilibre.  Les  équations  précédantes  derant  avoir  lieu  pour 
les  composantes  P  et  (^  et  îtëùr  résultante  qui  est  une  forcé 
égale  et  opposée  à  R,  il  vient  Rr=cQ^^  :iz  I^^  en  cumulant , 
par  le  double  signe  db/  les  deux  cas  où  l'origine  desmomeiig 
est  prise  en  dehors  des  forces  P  et  R^  ou  entre  elles.  Gomme^ 
Q  =s  Q^,  on  tire  de  là 

^  qui  démontre  que  le  moment  de  la  résultante  Q  des  deux 
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4o  6TAT1QU& 

forces  B  e(  P  qui  agissent  en  sens  contraire ,  est  encore  îci^at 
à  la  jsomm^  qu,  à  la  différence  des  nroxnens  des  compen- 
santes :.  seulement  on  prendra  le  signe  — ^  dans  le  cas  oii  l'ori- 
gine des  momens.  sera,  en  dehors  des  forces,  et  le  signe  + 
Jans  l'autre  cas  ^  ce  cpil  est  prédsément  le  contraire  de  ce  qu'on 
4  £iit. ci-dessus.  . 

.  Concluons  de  là  que  l'équation  (N)  est  Traie  dans  tous  les 
cas  y  et  que  le  moment  cUt  la  résultante  de  deux  forces  paredlèlès 
est  égal  à  la  somme  des  momens  des  composantes;  mais  il  ikùt 
aToir  soin  d'attribuer  à  ces  momens  des  signes  conformes  à 
ceux  qu'on  vient. de  trouve n  Or,  il  est  facile  de  yoir  qu'il 
suffit  pour  cela  de  r^arder  comme  affectées  de  signes  con- 
traires, i".  les  perpendiculaires  p  et  y,  lorsque  partant  de 
l'origine  des  moïnens,  elles  sont  dirigées  dans  des  sens  opposés^ 
et,  2**.  les  forces  P  et  Q,  lorsqu'elles  agissent  en  sens  contraire. 
On  peut  encore  remarquer,  comme  précédemment,  (26)? 
que  cette  manière  de  déterminer  les  signes,  équiyaut  à 
regarder  comme  affectés  de  signes  diSérens  les  momens  des 
forces  qui  tendent  à  faire  tourner  le  système  en  sens  contraires 
autour  de  l'origine  A  ou  A'  supposée  £xe,  et  me  pas  oublier 
toutefois  que  la  rotation  4^'on<  introduit  ici  n'est  que  de'pure^ 
commodité. 

34*  On  observera  que  tout  ce  que  nous'TencKBS  de  dire,  pour 
la  ligne  AD  (fig.  22) ,  menée  à  angle  droit  sur  W^ireotiOUs  des 
forces,  a  encore  lieu  pour  toute  autre  ligne  AG',  menée  d'une 
manière  quelconque  j  c'est-à-dire  qu'on  a  aussi    > 

11 X  AF=i  P  X  AE  +  Q.x  AG. 

Cela  résulte  de  ce  que  le  théorème  dun**  3o  a  lieu,  quels  que 
soient  les  angles  formés  par  les  forces  parallèles  avec  la  ligne  sur 
laquelle  sont  situés  leurs  points  d'application. 

Nous  pourrons  même  dire  que  dans  tous  les  cas,  la  résul*' 
tante  de  deux  forces  est  égale  d  leur  somime^  et  que  le  moment 
de  la  résultante  est  la  somme  de  leurs  momens^  ^urvu  que 
nous  ne- considérions  plus  les  perpendiculaires  et  les  forces 


Digitized 


by  Google 


DES   FOHC^iS  gAftAlilALES.  4< 

mêmes  que  comme  de  simples  nombres  abstraits^  et  que  nous 
attribuions  à  chacune  im  signe  dépendant  du  sens  tuÎTant  lequel 
die  est  dirigée.  Cest  pour  donner,  à  ce  théorème  toute  Péyi- 
dence  possible,  que  nous  ayons  développé  successivement  les 
quatre  oas.que  Jersystème  de  iêos,  forces  peut  présenter:  mais 
il  aurait  été  entièrement  rigoureiix  de  le  concliure'  de  Féijua- 
tion  ÇS),  en  recourant  aux  principes  généralement  avoués  re-  . 
lativement  au^  signes  algébriques.  ^  (  FI  Cours  de  Matbém. , 
n«33o.)  ,  ;  .  , 

35.  Xe  théorème  du  n°  33,  tenant  lieu  dçs  principes  précé* 
dens^  peut  être  employé  à  la  résolution  des  problèmes  relatifs 
à  la' composition  de.  deux  forces  parallèles.  Reprenons^  par 
exemple^  ceux  du  n**^i,  etles  désignations  quîj  sont  em- 
ployées, 

Dans.|e  premier  (%v^i7)  o&il  s'agit  de  tfpuvef  {a  résultante 
de  deiq^forces  P  et  Q  parallèles  qui  agissent  dans  le  même  sens^ 
on  à  R=:P-|-Q  :  et  si  l'on  forme  tour  à  tour  les  produits  des 
p\^S9^ce^  p^r  }cs  ^Ufûf:^  de4ew^flf  points  r6s^Mfs.d!apt>Ueà^ 
tion  ai|X{-  j)|Oi|ïl;s  ^A  et  C,  ceux  ijl^  iori^es  P  et  Q  fi^OBt,  «ticces- 
,siivemça;yt  ^uls»««et.<»Ei,  auira  ItjR^rp  oQ,  %^^P»:Pniiretrouve 
^inaiW vi^euradeR//>  ^1;.^.   .  .       .    ,   1,4    i  i, 

Çc^j^êpes  équations  font  ^aussi  connaître  1q$  ,coi¥ipp$ante$ 
P  et  ^Q^^^uné  forcp  coi^ue^/  lorsque  leu^s, points jd'applic^liot 
A^etjCsQi^tjdonnés.  .. 

Enfif^^  si  Ton  v^ut  coDp^poaer  deux  forces  pjitallèles  oppçséei 
P  CjtJ^J^j^  ig)>en.pr.enaiit,  pour  origine  le  pointrA  d'applicih* 
Xipfp,  .4i^J^  .plus  petite  P,  on  a  i^.= Rp ,  centre  Q^  ft,—  P.  0|i 
reproduit  ainsi  les  solutions  .^éjà;  obten^es.  ,Mais,peUç  u^ar^i^ 
est^urtoiit  utile  daBjS.^e^ théorèmes  suivant.         , 

36.  Soit  un  système  quelconque  de  foi:c,es  par.aUè^es  Pf  y  P,',  P^..». 
appliquées  dansVespace  aux  divers  points  d^un  corps;  désignons 
par*, y,  Sffst'',y,;:^y..\}e$  coordoïinéeà ' rcspedives  de  ces 
points  rapportés  à  trois  axes  reptangulaires  kx^\k.y  et  Az 
(fig.  2i)  :  soient  enfin  D  et  K  les  points  d'application  des 
forces  P'  et  P",  G  celui  de  leur  résultante  R';  nommons  a', 
b*  et  <?'  les  trois  coordoniiéies>  de  G  ;  nous  aurons 
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4^  $TATiqSOB» 

AB=:*',    JBCtc/,    CDi=«',      , 

Prolofigee»  la  «ht^iteBK  juiqfii'à  U  viiik»oiitiieli  iif«f(  te  )^ti 

E/  ><  L^  ^  r  X  liD  4-  F  X  Ul,   '      , 

et  comme  les  distances  LG.>  LD ,  J^^  sont  proportion^sieOes  à 
leurs  projections  AE^  ÀB  et  Aft,  sur  l'axe  àes  x,  on  peiit 
remplacer  les  ;unes  par  les  autres  âanB  notre  équation ,  qui 
détient  par  là  RV===I^jf''+'P''f''.OnTfi^sonneraâetoêipie  p$r, 
rapport  aux  axes  des  j^  et  des  2;  oni  a  donc  ' 

R'  ±±=  t'  4.  p^,  -    R*y  t^'V'y  +  py, 

U  «utt  ^^^M't^ppemêàëdbttlâèé^  dans  fe  n^  3i  Aie  lés'itigîiesv 
que  lés  %eMt^  it  des  é^tât^s^  ne  sotit  pas  esi^enftiéUén^t 
|KMitîfii;(kiidetra  eiàfiauittety  poiiè  Met  ces  signe»  >  ri  Ntie  ulé!^ 
forces  F,  P*',  n'agit  pas  en  sens  Êotfti^àirft,  et  sî  quéïqii'tme 
ées  coordonnées  x%  y,  «T,. . .  n'est  pas  tiégatité  ;  puis  on  cohi- 
fefaiera  ees  ^Terses  circdnslauces;  Les  fejtîteurs  éè  tlfaaic]ti'e^eii(nè 
ayant  ainsi  un  signe  connu,  celui  de  leur  pitidy?t  ' jfa^ùh^. 
OBLdeirafàiire  la  mèiat  remarque  ptrh.  tvlié.  Bu  reite/ees 
quabffi  c^iÀtiMS  fbnt  ^Hmnéfttie  la  gràndètur  delà  Késultaâie» 
le  neosiïarhsHtefuél  elle  agtt  et  ié  pô9àt  xAl  ^  est  ^ppfiqtréë  : 
ifes^  tife  ^\:  sera  feientM  développe  pltxs  au  long. 

Gmiposons  maintenant  là  fbrcë  R'  (quî  reiûplacé  t^^çl  !P^  ) 
airec  la  forcé  P**  i  on  aura  de  même 

a*    «=R'    4*F,      ftfa''=îlV  +  F'*^,    . 

snbstitmat  pour  R',  RV,  R'*',  RV,  leurs  valeuts,  on  okiient 
celles  de  R%  R-a^  R''&'^  RV.  Il  est  donc  yisiUe;  en  étendant 
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D^  FOIKOS  rARAIxilSS-  4' 

k  réviHfmte  B  et  «1  pofftWW  >  W  »  1«*  àpûrti^ 


(P). 


R=r    +1»'     4-etc.,IU=P'*'+PV  +  etc.ï 
Ry  =;  P'/  +  Py  -J.  ptc.,  ](L?  ==  P V  +  P*»"  +  etc.  i 

On  dbSt  toojMif's  bbseneif  de  prendre  nègàtivenuhi  Uefarvès 
et  les  coordonnées  dirigées  fn  sètïs  contraire  deçetUs' qu'vn  re- 
garde tonaneposififie^  Là  {tiremiète  de  ces  'équalions  déterwne 
k  gntndeor  d&  )a  vësult&iite;  s<m  poM  d'àppUcalibn  a  pour 
coofrdbtméek  (^ 


<P). 


ObseryoDS  qoe  les  coordonnées  x^  y  eX  z  désigtsbâMt  les  di*- 
stano^  respectiyes  des  plans  des  y  m  ,  x%  et  xy ,  a^^  point;^  d'ap* 
plicatîon  des  forîpes  iïU,  ï'x',  P^**. . .  sont  dos^C  les  produits 
des  f<p^^:es,  par  1^  di^^mices  de  teurs  fK>hils  ^'^plîca.l^  ^^ 
plan  ^s;  c'est  c^  ^\>A  nÀmme  les  ^olnens  de  ées  foirœs  par 
rapport  an  plan  dejK'^.d^  même  Ry j  P^"  ^  ?'^^ .  > . .  «fffit  kojrai 
dioniehâ  pair  rapport  au  pla^  des  xz.^^Uïd  f^  jé^ji^n/^^il^m', 
patente  de  Jhrces  paraUèîes  ê$t  parallèle  à  ce^  forpefr^  fit  ^igp^lf 
à  leur  somme  >-  son  moment  eet  égal  à  la  aonwne  dee  mqmena  des 


(*)  Lors^'un  polynôme  est  composé  d'une  suite  de  termes  semhUhifs  et 
qui  ne  diffèrent  que;  pff^i  )^  ac^fHW.  doa^t  Ip^MVM^  fOfif  ^»fwn#,;«QifOiaIi*ge 
l*ë6rîtiÉre  en  n^ëcriTant  que  tva^  àe  ces  termes,  qn^on  fait  p^çç<JdOT  ^ff^q^' 
irafcténstiqute  S| '(y^  tflèniplé' 

U  S^cUng^e  Jkkw  UM  iOtaittte  iiêe,  iféi  se  t^aiig»  en  JT  «t  dèibte  nue  iiltë< 
^[db  qnand  le  B€ilD|ke4eil  tnÉmS estiàfin,  vtckiqnt  teni|eiiâe  diiXëlpeiméflv. 
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44  STATIQUE. 

composanùs.  Ce  théprènie'jsertà  fa î^ connaître  la  grandeur, l^l 
direction  et  la  position  <le  la  résultante^  bien  entendu  que  les 
signes  doivent  toujours  être  déterminés  d'après  les  considéra^ 
tions  exposées  (3^. 

On  ne  dèyra  point  oublier  par  la  suite  que  les  moînens  doat 
il  s'agit  ici  sont  très  différens  de  ceux  que  nous  avons'  déjà 
employés ,  puisque  c'était  alors  (26)  des  produits  de  forces  par 
leurs  distances  a  un  point  pris  dans  leur  plan ,  tandis  que  lo^^ 
qu'il  est  question  de  forces  parallèles  j  on  entend  par  momens  les 
produits  de  ces  forces  par  tes  distances  de  leurs  points  d'aj^li- 
cation  à  un  plan  quelconque. 

Si.  le  plan  des  xy  a  été  pris  perpendiculaire  aux-directlons  des 
forces,  cHacune  d'elles  est  projetée  sur  ce  plan  en  un  point-,  les 
jp  et  les  y  désignent  lescUsIances  respectives  île  ees'foi^ces  aux 
plans  &e%yz  et  àes  xz,  aiuxqucls'  elles  sont  parallèles;  il  suffît 
alors  de  prendre  les  momens  des  conposantes  par  rapporta 
deux  plans  parallèles,  pour  en  conclure  la  distance  de  la  ré- 
sultante à  ces  plans  :  ainsi  on  doit  employer  alors  seulement  les 
trois  équ^ion&    ,  .    :  -      * 

R*  =  F*'  -f-  PV  +  etc.  ^=  S  (P'*')  >.....,  (Q) 
Ry  ,=  P'y^+Py'.+  etc.  =;,Z,CPy)  ) 

La  première  détarmitie  la  grandeur .  de  la  ïésialtante  ;  le3  deux 
autres  en  donnent  les  distances  x  ety  aux  plans  des  ^2  et  desxz,^ 
et  font  connaître  sa  direction  ;  on  a 

■    _  s  (P'*')  ^  _  s  (py)     >  f^. 

Si  toutes  les  'forces  étaient  disposées  dans  un  même  plâni^ 
qu'on  pourrait  prendre  pour  celui  des  xy,  on  aurait  z'  zzzfi^^ 
z"  =  ô...  et  par  conséqueht  z  ^  05  ainsi  la  résultante  serait  si- 
tuée dans  le  |>lan  des  force».  De  plus,  on  aurait  seulement  les 
trois  équations  XQ),  qui  donn^aie^t.  les  valeurs  (R)  pour  les 
coordonnées  du  point  d'application.  Si  les  forces  étaient  parai- 
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Mes  à  ïajiedesy,  U  résultante  le  serait  aussi  ^  et  serait  déter- 
minée par  les  deux  premières  équations  (Q). 

37.  Les  équations  (P)  étant  indépendantes  des  directions-des 
forces,  il  est  évident  que  le  point  qui  a  pour  coordonnées  x,y,  s, 
doit  rester  le  même,  lorsqu'on  fait  prendre  aux  forces  d'autres 
directions  parallèles ,  pourvu  qu'on  ne  cbange  pas  leurs  points 
d'application.  Il  s'ensuit  que  dans  tout  système  de  forces  paral- 
lèles^ il. existe  un  point >  indépendant  de  leur  direction  com- 
mune^ par  lequel  passe  toujours  la  l'ésultantej  lorsqu^on  fait 
tourner  les  forces  sur  leur  point  d'application,  sans  cesser  d'être 
parallèles  entre  elles  ;  les  valeurs  (P)  donnent  les  coordonnées 
de  ce  point  qui  est  le  Centre  des  forces  parallèles.  On  observe  en 
outre  que  ce  centre  est  unique  dans  le  systènae ,  et  qu'il  ne  varie 
pas  lorsqu'on  fait  varier  proportionnellement  les  forces,  c'est-à- 
dire  en  substituant  nP' ,  tjP^...  à  P' ,  P"..,  puisque  cela  revient  à 
multiplier  les  deux  termes  de  chaque  fraction  par  n. 

Lorsque  les  forces  sont  disposées  dans  un  même,  plan ,  le 
centre  des  forces  est  dans  ce  plan ,  et  ses  coordonnées  sont  les 
valeurs  (R).  Il  serait  également  facile  de  voir  que  lorsque  les 
points  d'application  des  forces  .sont  tous  sur  une  droite,  le 
centre  des  forces  est  sur  cette  droite.  Nous  retrouvojris  donc 
par  Tanalyse  les  divers  théorèmes  du  n**  82. 

38.  Soit  un  système  de  forces  F,  P*,. . .  PC")  parallèles  en 
équilibre;  l'une  quelconque  d'entre  elles,  telle  que  PC"),  devra 
être  ^âle  et  directement  opposée  à  la  résultante  R  de  toutes 
les  autres  :  cherchons  les  équations  qui  expriment  cette  condi- 
tion. Composons  en  une  seule  puissance  R  toutes  les  forces  du 
système  excepté  une  P^»)  (fig.  21) ,  la  grandeur  et  les  coordon- 
nées a,  6  et  c  du  point  d^application  de  R,  sont  données  par  les 
équations  (O)  :  on  a 

R  ==  F  +  P'  +  etc.    =  S  (F), 

'  *       _  S  (PV) ,  s  (Fy)       _  s  (PV) 

Mais  en  désignant  par  et  et  ^  les  angles  que  iforment  avec  l'aise 
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ie»:%  leajpro^ébtioM  ëe  R  sur  les  pkM  iég  XÉkîfts,  on  a  }^tif 

leurs  équations 

Maintenant»,  pour  aToirla  résultante;  totale>ii  w»  «faf^rait  plf« 
que  dé  composer  en  une  seule  les  deux  forces  K"^  ql  R.  Maia 
puisqu'il  y  a  équilibre  i  il  faut  qu'elles  soient  égales  et  dirigées 
en  sens  opposés  dans  la  même  droite;  ainsi  d'une  part  on  a 
R  = — PC*)  ^  et  de  Pautre,  les  coordonnées  aK")  ,  j^C»)  el  »^")  du 
point  d'application  de  la  force  P^"^  doÎTcnt  être  situées  aiiK  la 
direction  de  R,  et  satisfaire  aux  éqtiations  précédentes»  Si  dona 
on  7  substitue  pour  R;^ a^  &j  c,  leurs  Taleurti  o» obtient 

X(P-^=sitamgirXS(P'0  J     (S). 

X(Fy)=itang/3XS(P^i80 ) 

Telles  sont  led  éqmaltîona  d'équiUbra  des  fopoe»  parallèles,  eii 
étendant  les.  somiM»  indi^^éis  pnr  S  (V.  notfr  p»  43  )  à  toutes 
les«DrccsP\P*,....P^*>. 

y.  Dêê  forcés  de  directions  quelconçueê  cigi$$anÊ  9ut  tm  corps 

soUdû^ 

39.  Gmsîdérona  d'abord  le  cas  où  Ws  £9re^  sMt  diana  un 
même  plan ,  que  nous  prendrons  pour  c^ui  dea  xy^  Soit  doué 
une  figure  plane  solide ,  sur  les.  divers  pointa  de  I«iqvidl&  agis-»* 
sent  des  forces  P' ,  P%, .  * .  situées,  dan»  h[  plan  dir  ce«itQ  fi#>re) 
désignons  par  x'^y ;  x",  yj. , .  les  CQprifm»é(i$  ^  e^  points, 
et  par  m  ,  mT,...  les  angles  que  ces  puissaiHm  forment  «Teç 
l'axe  des  s.  Si  l'on  décompose  P'  en  deux  forces  parallèles  aux 
axes,  on  aura<  Y  cos  «',  K  4i^  1^  p0ur  les  composantes;  de. 
même  P"  cos  «'',  P''  sin  à"  seront  celles  de  P'\etc.  Nous  aurons 
ainsi  deucx  y^opes  de  forcis^  parallèles  aiixaxès;  il  sera  iaisé 
de  composer  cbacun  d'eux  en  une  seule,  diaprés  ce  qu'on  a 
▼u  (36).  En  désignant  piMr  X  la  résultante  des  forcer  parallèleft 
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âia  Xyek  par  S  sadiftoiiOQ  à  oel  lae;  par  T  et  par  «i  les  mémed 
choses:  rels^àrenieMt  à  Faxe  ckss^f  otf  olKienl 

X    =^X  (P'  cos  O ,    Y    =  ï  (P'sm  #')^ 
Xô  =  S  (X'y),         Ta  ^  s  (T*'). 

Il  est  nàaintèiiàût  aisé  de  composer  les  deux  forces  X  et  T 
eu  une  se«k  R^  qui  sera  d'ailleors  aj^liqaée  en  leur  pciot  de 
conôbax:spdo^t  les,  coordomiéessoiit  a  et  5.  Pom:  &ire  cette  com- 
portions il  suffit  de  remonter  aux  équations  B ,  C  et  D,  n®  24  « 
en  y  regardant  eonUne  connus  X  et  T  qui  ^jeJent  R  cos  «  et 
ll^in**  ï)onc 

Commeon^peut  supposer  U  força &^»pUq«ée e^  Vim  qpeU 
QGoique  des  poî«J»  dq  ^  dire^lmi  »  cherchons  l'équation  de 
qetti^  droite;,  ^oJAqo'dle  passe  peur  le  point  dont  #  et  &  amA 
lesk  co(ff4pnBi^,  et  qufeUet  6ât  ayec  Taxe  des  4;  un  aa^ir», 
pour  lequel  on  a  X  t^mg  4  =  Y  «  Féqualion  propre  à  tous  les 
pointa  d^application  eàt 

\y  ^  Yx  ^  Xb  —  Taj 

mettent  pour  Ir  secondfmembrctsa  yaleur,  on  a 

x>r-îk;mxy  ■- YV4-xy  ~tv  +  ... 

ou   R(>cos  «•-»si»0)=;sitPy  cos«  —  Far'sîn*')! 

leS'deux  équations  ci-dessus ,  traitées  comme  au  n*  24^  donnent 
la  gri^deur  R  de  la  résultante ,  et  l'angle  «  qu'elle  fait  avec 
les  4?;  la  dernière  en  fixe  la  situation  absolue  ^  puisque  x  eiy 
sont  les.  coordoiméçs  du.  poip,t  où  elle  agit,  point  qui  est  Fun 
quelconque  àe  ceux  d'o^e  deoite  èmdr  on  a;  Véq«ation. 

Obserrons-  que  iy  -^  Y^^  eét  la  dMKrenee  dès  mdlnetts  de» 
composantes  !^  et  T^  par  rappkirt  à  l'origine^  et  on  sait  Çi6) 
qnfi  cette  ^éip^nce  e9t  égale-aiir  monM^ut  de  leur  résultante  V , 
pavée  ifue-ks  forcée  X^  et  Y'  teadeni  à  foire  tourner  en  sens- 
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contraires  :  il  en  faut  diii'e  autant  des  autres  termes.  Soient 
donc  p  p" '*  '  r  les  longueurs  des  perpendiculaires  abaissées 
de  l'origine  sur  les  directions  de  P',  F'. . .  R ,  la  dernière  équation 
équivaut  à 

Rr==F/>'  +  PV+---   ou       Rr  =  S(Pp)...      (V) 

Ainsi  la  résultante  est  déterminée  par  le  système  des  trois 
équations  T  et  V.  On  observe  que  ce  sont  celles  des  n®^  24  et 
2Ç ,  qui  conviennent  au  cas  où  les  forces  agissent  sur  un  point 
unique  :  mais  alors  le  théorème  des  momens  était  un0  consé- 
quence des  équations  T,  tandis  qu*il  est  ici  une.  condition 
nécessaire  et  distincte.  Les  sign^  de  l'équation  Y  doiTentd'aQ**' 
leurs  être  déterminés  de  la  même  manière  qu'au  n**  26  •  puisque 
le  produit  Pp'?  P^^  exemple,  est  introduit  ici  comme  prove- 
nant des  forces  X'  et  Y'  qui  concourent*  La  situation  de  la  ré-^ 
sultante  sera  donnée  par  l'équation  Y  ^  aussi  bien  que  »  on  Farait 
obtenue  par  l'équation  d'où  V  provient  :  car  on  en  tire  cette 

,      ,  s(py)  .    .      :.  .   >  / 

valeur  de  r,   r= — g*      1  qwi  conduit  a  la  construction  sui-^ 

vante. 

Menez  par  l'origine  A  (fig.  23)  la  droite  A/>=r,  faisant  avec 
l'axe  Ay  des  j  un  angle  =  a,  puis  tireas  sur  Ap  la  perpendi- 
culaire BjP  au  point /7^  ce  sera  visiblement  la  direction  de  la 
résultante.  Il  est  vrai  qu'il  existe  quatre  droites  R,R',  R*^  R"' 
qui  remplissent  les  mêmes  conditions;  mais  les  signes  propres 
.à  sin  et  et  cos  *  lèvent  toute  incertitude.  (*) 

4p*   -E^xaminons  les  conditions  d'^équilibre  du  système  qui 


('*')  La  manière  dont  nous  sommes  parvenas  anx  e'qnations  (T)  ne  permet 
pas  de  concJixre  qu'elles  aient  encore  Ueu  lorsqu'il  arrive  qhe  les  forces  pa- 
rallèles à  nn>  des  axes  ne  peuvent  être  réduites  qu'à  deux  égalés  et  non  diamé- 
tralement opposées.  Supposons,  par  exemple,  que  X%  X" . . . .  .équivalent  à 
X/  et  — X/j  composons  X^  avec  Y,  et  leur  résultante  avec  — X/,  on  verra 
bientôt  que  les  équations  (Tj  subsistent,  en  faisant  X  =  o.  Et  si  en  outre  Y^, 
Y". .  .ne  peuvent  aussi  se  réduire  qu'à  Y/et  —  Y/,*  en  composant  3Ç/  avec  Y/, 
puis  -*X/  et  —  Y/,  on  a  deux  résultantics  qui  se  détruisent  (si  elles  ont  même  ^ 
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^lent  Aé  non]^  èqcuper.  Supprimoas  Tune  des  forces^  tdle  qufi 
T^'Oj  l'équilibre  ne  subsistera  plus^  et  il  sera  facile  de  cdmpo* 
èer  toutes  les  autres  puissances  en  une  iseole  R  ^ui  sera  dé- 
terminée par  les  équations  T  et  Y.  Mais  la  force  PC*),  ré- 
tablie dans  le  système^  devant  y  produire  l'équilibre  >  sera  né- 
cessairement égale  et  opposée  à  R  :  ainsi  il  8u£Qra  de  poser  dans 
ces  équations  A  =  —  P^"^;  passant  tout  dans  un  seul  membre 
et  observant  que  IRr = P^")  p^") ,  et  en  outre  que  les  termes  en 
PC")  étant  de  même  forme  que  tous  les  autres  sont  compris  sous 
la  caractéristique  2 ,  on  en  conclut  que  lés  équations  d'équilibre 
sont  au  nombre  de  trob ,  savoir  : 


X  (ï^'  cos  flt')  r=  b,  ou  X' 
:£  (F  sîn  m)  =  o,  ou  Y 
X  (Xy— Y'*')  =  o,  ou       S 


:  +  %"  +  etc.  ==  o  ) 

'  +  Y"  -h  etc.  =o)  (U). 

J(F/>')=o  ) 


Pour  appliquer  ces  équations,  à  un  exemple^  cberchons  la 
pression  qu'exerce  sur  un  axe  AB  (fig.  24)  >  fixé  en  deux  de  ses 
points  A  et  B;  une  force  ti  parallèle  à  cet  axe.  Le  problème 
revient  à  demander  quelles  sont  les  forces  qu'il  faudrait  appli- 
<|uçr  en  A  et  B  pour  retenir  l'axe ^  sans  le  secours  des  deux  ap- 
puis fixes,  lorsqu'une  force  R  parallèle  à  AB  agit  de  C  vers  O 
sur  le  corps  qui  est  retenu  par  cet  axe.  Faisons  AC  ==  BD  =  r, 
.  A6  r=  4^;  concevons  en  A  deux  forces  M  et  Q  dans  les  direc- 
tions AM  et  AQ  de  l'axe  et  de  sa  perpendiculaire^  et  agissant 
de  A  Tcrs  M  et  vers  Q;  puis  en  B  la  force  S  dirigée  suivant  BS , 
perpetidicïilaire  à  l'axe ^  et  de  B  verç  Éj  (*^.  Il  s'agit  de  déterminer 
les  trois  forces  Q  >  M  et  S ,  par  la  condition  qu'elles  détruisent 


directioB),  ou  qtii  «>nt  parallèles  et  opposées.  Or,  en  faisant  X  =  o.ét  Y^=  o, 
on  trouve  R  :=  o,'et  r=  00 ,  caractère  auquel  on  reconnaîtra  ce  cas  particulier. 
(*)  Les  forces  M,  Q  et  S  sont  appliquées  aux  points  .fixes  A  et  B  de.  la  ma- 
nière la  plus  ge'néralé  que  le  systèmie  puisse  comporter^  et  quant  aux  sens 
«mirant  lesquels  leur  action  est  dirigée,  il  ^t  ici  présupposé;  mais  si. l'on  eue 
i*ait  tout  antre  hypoth^  à^cet  égArd,  l'errjeur  eût  été  rcctifiéq  p^r  le  calcul 

•'  .  4 
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,  ,R  •—  M  =11  o^    S  -^  Q  *=,o^    Rrr-?-  &»  ac-o^ 


dVA  ft  tii  M,     S=i=:Q  ^ 


a 


Ainsi  Paxe  est  sollicité  dans  le  sens  ABy  eomme  si  hî  fbrcd  R 
agissait  suiTant  cette  même  droite  *,  de  plus  il  teni  à  totitiier  sur 
les  points  A  et  B  eu  sens  opposés  et  avec  ude  action  êgate^  dont 
la  Taleur  est  connue. 

4i.  En  suf^sairt  ^'im  pkn  mobile  soit  fixé  eki  Vm  àe  ses 
points  I  de  sorte  qm'il  ne  puisse  prendre  ^'on  tnwxnlmetllt  de 
rotation  autour  de  ce  point  >  pocir  que  l'équilibre  ait  lidix^  il 
n'est  plus  nécessaire  que  les  forces  s'entre-détruisent  ;  il  su£Glt 
quelenr  résùltaote  mi  dirigée  ters  ce  point ,  ttt»  alorî  elle  sera 
détruite  par  ht  résistance  qu'il  oppo^  (t3).  H  iktit  fAt  ccmsè- 
quent  qoe  les  coordonnées  de  ce  poJnt  mbé»  pour  *  et  y  dattu 
Péquatton  de  cette  résuftatite,  satîsfessent  à  ccfCte  équàtiof»,  si 
Ton  Teut  que  la  drofte  sutranl  laqîteR^  là  tésélliattte  a^  ëàit 
dirigée  k  ce  point  Prenons-'le  penir*  orJgîne  àes  coordonnées , 
alors  â;^=o  etj^  îi=  o,  donnatftXy-— Ti:=i*6>  fl'est  dait  qrrè 
pour  féqîdlibre  U  suffit  que  là  somme  des  Momené  soit  jttMe par 
/apport  ail  point  fixe  j  ou 

X  (P>')  =  P>^  4- Fl^"  +  etc.  =  ow (V), 

ainsi  on  retrouve  le  théorème  du  nP  26. 

/^,  Si  l'équilibre  n'a  point  lieu  dans  un  système  plan  et  libre^  on 
l'établit  aisément  en  introduisant  ane  feree  dont  le  grandeur  et 
la  position  soient  déterminées  par  les  Conditions  que  nous  atons 
examinées.  Mais  si  le  système  al'ttn  de  ses  points  fixe /comme 
on  peut  prendre  oe  point  pour  origine,  il  suffira  d'iiitrodiim 
une  force  P  qui  -satisâuse  à  l'^^pialkni  ( V)^  ea,  désignant-  par 
p  sa  distance  au  point  fixe ,  on  devra  donc  prendre  P  etptc^es 
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qu'(ui  attPp>-h  F//  «f-  P^p^+eto-îssa^Orcctte  équation  ne 
^t  connaitre  qraé  Pane  des  deuK  quantités  P^ />;  Pautre  est 
entièrement  arbitraire ,  ainsi  que  la  direction  de  la  force  P  : 
dùiiclepr#Uèine«itdétenBiAé.  Dans  eeeasonpeutei^igcrqne 
les  qirtmtilèi  faiccmiitiett  tatisfasMot  à  eertaines  «NwlitKms^ 
tdles  ^uede  donnai  k  pres^cm  sur  le  point  fixe  mm  grandeur 
ou  iin6  direction  détenuinées  •  •  •  •  oto. 

43.  Concevons  dans  Fespace  un  corps  solide  dont  tes  diters 
joints  soient  sollicités  par  un  système  de  forces  quelconques , 

et  désignons,  comme  n*  ^3 ,  ces  forces  par  Ty,V les  an-*> 

gles  fbrmés  par  la  direction  de  la  force  P'  arec  les  aies  des  x, 
des  yetiesÉ,  par  /,  ff,  y^j  de  même  «%  f,  y*,  pour  la  force 
P%  et  ainsi  des  autres  puissances.  Comme  ici  les  forces  ne 
sont  pas  supposées  concourir  en  un  même  point;  la  posi- 
tion de  cbae^ne  doit  être  en  outre  déterminée  par  ceBe  d'un 
des  points  de  sa  direction,  tçl  que  son  point  ^application  au 
système.  Soient  donc  â/,  y,  z\  les  coordonnées  du  point  d^p-^ 
plication  de  la  force  P^;  x'^y,  «',  celles  de  P^,  etc. 

Décomposons  chaque  force,  au  point  même  oit  eHe  est  ap- 
jdiquée /en  trois  iiutres  respeCtiTcment  parallèles  aux  Xy  aux^ 
et  aux  «-, soient  Xr=Fcos€t',  T=P'cos/8',  2^  =  ^0037, 
les  trois  composantes  de  F^  de  même  soient  X%  Y*,  Z'^kseoni- 

|M«a»tes  de  PV«^«  '  <  ^  * 

Cela  posé ,  «onee^ont  qit'on  ait  pris  di^is  |e  iy«tème  mi 
plan  fixé  au  corps  solide  et  mobile  aycc  lui  ;  prenons  ce  pflall 
pour  celi^i  des  xyi  prolongeons  cliaque  force  ju^u%  ià  reur 
ODOtne  arto  w  filao»  W  éclations  ide  la  droite  suivant  loqnelle 
agit  1»  fopoe  P"^  «90* 

On  yenti  i^omm»  wx  a*  %^)  qm  Ats^^  fl  Bsp?^^.  Or 

pour  oUeniv  le  point  o!»  la  diwte  r^opntre  le  plan  xy,  il 

tertf  Aire  «-a  o ,  œ  4}iti  ddftne  iponr  ks  oûovdowiéfs  </  et  V 

de  ce  point   '         . 

4.. 
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En  diahgednt  les  accens,  on  a  les  coordonnées  des  points  aniH 
Ic^ues  pour'  les  autres,  forces.  G>nceyons  donc  chaque  puis^ 
sance  appliquée  en  son  point  de  renëontre;  (i3)  ayec  le  plan 
xy'j  et  décomposons-la  en  de ux> l'une  située  dans  ce  plan. et 
l'autre  perpendiculaire  à  ce  plan.  Nous  auront  ainsi  deux 
groupes  de  forces  ^  les  unes  placées  dans  le  plan  xy,  et  les  au- 
tres (^égales  à  ^',  Z" —  . .  )  parallèles  à  l'axe  des  z.  Or  l'é- 
quilibre ne  peut  ayoir  lieu  à  moins  qu'il  n'existe  séparément 
dans  chaque  groupe  {*)  ;  cherchons  las  équations  qui  expriment 
cet  état^ 

t°.  Les  forces  parallèles  aux  z  doiyent  satisfaire  aux  trois 
é:juations  (S,  p.  4^)  y  et  comme  la  force  Z'  est  appliquée  au  point 
dont  a'  et  b'  sont  les  coordonnées ,  on  a  Z'a'  et  Z'i'  pour  les  rao- 
mensde  Z',ou  ZV — XV  et  2y  —  YV.  Il  en  serait  de  même 
'  des  autres  forces  Z",  etc.;  ainsi  on  a  a  =^  i=  o ,  dans  les  équa- 
tions S  >  d'où 

Z'  +  Z"  +  etc.  =  o, 

s^zv— xV)=o,  s(zy— yV)=o. 

(*)  En  effet,  $^il  n'en  est  pas  ainsi,  il  ne  peut, arriver  que  les  trois  cas  sui- 
Tans:  i*.  Si  chaque  groupe  est  r^uctible  à  une,  seule  force  «  Pe'quilibre  ne 
peut  avoir  lieu. 

a*.  Si  Ton  des  deux  groupes ,  par  exemple  celui  qui  est  dans  le  plan  des  xjr^ 
tCesl  réductible  qu'à  deux  forces  parallèles  et  oppose'es  (p.  36),  représentées  pur 
P  etR  (fîg.  19),  et  que  l'autre  groupe  ait  une  râultante  nni<pie  Z;  soit  G- le 
point  oh  Z  rencontre  le  plan  xjr.  Menons  une  droite  quelconque  AG,  et  d<S- 
composons  la  force  Z  en  deux  autres  S  et  T  parallèles  et  appliquées  aux  points 
A  et  B  oti  cette  droite  BG  rencontre  P  et  R:  composons  S  et  P,  puis  T  et  R  :  il 
n'y  aura  pas  équilibre  entre  les  deux  résnluntes,  puisqu'elles  seiront  situées  ^ 
dans  de»  plans  parallèles. 

5<>.  Enfin  si  chaque  groupe  n'est  réductible  qu'à  deux  forces  parallèles  et 
opposées;  soient  P  et  K  les  deux  premières  ;  après  avoir  décomposé,  comme 
ci-dessus,  chacunedes  deux,  qui  sont  perpendiculaires  au  plan  PABR,  en  deux 
foKces  qui  rencontient  l'une  AP,  l'autre  AR;  on  anra  deux  groupe»  de  trois 
forces  qni  seront  dans  des  plans  parallèles,  chacun  pourra  être  composé  en 
«ne  seule  i  «insj  on  retombera  dans  le  même  cas. 
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^^.  Ii0s.£^^Q^  sHuées  dans  le  plai\a^;^  doivent  s^tisÇMire  aux 
trois  éqaatiqpu  (U)»  li^  4^«  DécQmpoaoos  donc  chacune  de  ce9 
Âxrqes  en  deux  autres  parallèles  aux  x  etauxj^;  celles  qui  {TQ-: 
TÎenneoît  de  Fi^seront.y^iblement  égales  à  X'  et  Y'j  X"  etï^ 
proviennent  de  même  de  P^^  etc.  Ainsi  ces  composantes  sçjnt 
çeUesqui  entrent  ^s^s  les  tro^s  ^nations  (U).  On  devra  donc 
y  changer  seulement  *'  ety  en  a  éib^\x"'e\y''  ena"  et  V^  etc., 
par  là  on  trouvera  que  la  quantité  Xy  —  Y'x  ne  cliange  pas  : 
ainsi  lef  tr<iU  éqnatipi^  (U)  sont  encore  vraies  ici  sous  les  m^ea 
formes.        ....  -  .  .        :  :  mj^ 

.  On  a  d<M^,  ppur  exprimer  l'état  d'jéquilibre  d'un  corp^^solide 
libre ,  les  six  équations  4_    ,. 

2  (F  cos  «')  =  o,  ou X' +  1"  +  X-'  +  etc.  5=  o^ 
2:(Fcos|8')=o,ouT+Y*'  +  r'  +  etc.  =  ol...,(X0. 
:S  (P'cos>')  =  Ojon  Z'+  Z"  ^  Z^  +  etc^oJ 


Xy  — YV+Xy  — YV+eta  =  o) 
XV— Zy  +  XV~,ZV+etc.=.pl.^,.CX)• 
Les  trois  équations  (X)  soi^t  celles  qu'on  â  obtenues  n®  20  lors- 
que les  forces  concouraient^  ainsi  ces  ^nations  expriment  que 
si  Von  transporte  les  puissances  parallèlement  à  leurs  çllrections 
pour  les  appliquer  au  même  points  Vêquilibre  subsistera  ^'*" 
core.  _  .'    . 

Mais  ces  équations^  qui  suffisaient  alors  pour  exprimer  Vêqui- 
libre, ne  suffisent  plus  ici,  et  il  faut  en  outre  trois  autres  équa- 
tions. X'  e!^  Y'  sont  les  composantes  de  P'  parallèles  au  plan  xy , 
et  xy  —  YV  est  la  diffi^rence  des  momens  de  ces  forces  res- 
pectives par  rapport  aux  deux  autres  plans  coordonnés. 
Ainsi  la  première  des  équations  (Y)  indique  que  la  somme  des 
momens  des  composantes  parallèles  aux  x,  par  rapport  au 
plan  xz,  est  égale  à  la  somme  des  momens  des  composantes 
parallèles  aux  y  relativement  au  plan  yz.  Le  terme  de  /no- 
ment  est  pris  ici  dans  la  mémo  acception  qu'au  n®  36.  Les 
deux  autres  équations  sont  des  expressions  analogues  par  rap- 
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]pdrt  aux  attlrei  «tM  Oir  tMt  dmcf  ipte  hi^imU  éqwAiMi»  |r) 

iBCuquent  qtiei  lorâqttxfil  «t  MOOMpoie  CDoqiid  flweo  4m  DNM 

obnl^cMttntei,  rt  let  j^âit»  cMfèoùAbl  qui  Imct  tMt  teèped^ 
tftemeiit  pétfieikdteiihiiraf  ^^i  hm  prend  iH  UMbim»  de  duH 
eim  deees  gfMpvd^fiArtafppMrtàéttaldeeeidettspl^ 
€st  parallèle,  3  fatit  que  1^  «OittixM  de  eet  iilMieiw«liétil^de« 
eiiftfe  elles. 

PrefaMs  pour  appli^iier  e^  formiiléiy  le  ee»  «à  lee  pthH 
sancesP', P'V-.aont  parallèles:  ona  êtf  =  m'=z...fi>=z/tmii,, 

F+P'  +  eta  =  o. 
Les  équatifois  (T)fle  chaj^ent  qa 

<py+ p-y  +  etc.) œ««=(r«'+P"*"  +  etc.)  coM, 
(P'/  +  P*i5^+etc)co8-±=(r^+P**^+ctè.)cdiv,      ' 
(Py +P'/+eta)  aisy=  (Fs'+PV+etc.)  cosiS, 

en  divisant  rtme  ^doim<i[oe  de  ces  4c[«atioftrpàr  4me  autre, 
on  obtient  la  3*,  qai  se  trottTC  étrcr  la  cdméqnençé  des  deux 
i'^';  ainsi  ces  trois  équations  n'en  forment  qae  deux  distinctes. 
En  recourant  k  la  note  de  la  page  !23,  on  se «otm&ienL  âîs^ 
ment  que  les  deux  dernières  équivalent  à  celles^  de  ht  p&g^  4^ 
oii  fit  et  4  désignent  des  angles  oiSërenj  des  précédens. 

44*  I^  démoDstration  que  nous  venons  de  donner  supposa 
qu'aucune  des  forces  n'est  parallèle  au  plan  ay\  mais  il  éét 
aisé  de  Fappliquer  aussi  li  ce  cas  ;  car  û  l^une  de^  forces  ^ 
telle  que  F,  a  cette  direction;^  on  peut  mener ,  par  le  poïût 
d^application  dç  la  force  P,  une  droite  parallàtè  au4  ilf^  ôf 
ajouter  au  système  dans  cette  direction  deul  forces  P  et  Q 
égales  et  opposées.  En  coniposant  l^une  d^ettëâ,  telle  que  Q> 
avec  P'  on  <à>tient  une  force  unique  S  ;  de  sorte  quélâ  ^rce  P*  e$t 
ainsi  remplacée  par  deux  puissances  P  et  S  qni  f^dôtittéût 
le  plan  xy.  Ainsi  nos  six  équations  devant  aVoîr  lic^ ,  il  M 
s'agit  que  d'y  mettre  pour  chaque  terme  ph>venant  de  P'j 
deux  termes  analogues  en  P  et  S,  Mais  it  est  claîr  que  cdà' 
ne  changera  rien  à  ces  équations,  puisque  la  décomposition 
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maam  Im  JÙpt  pimmairts  iimiimnat  4eâ  tcvnni  qm  i^nÉi^H 
diU^uîMii^  el  flwMUtt.qwww  foi  f iamnide  V. 

4S.IiéfBdUfaep<^t«iflwrtBaaqii€Tii|»e«^ 
tr^ébmiMBti  ^mt  ri  It  «jrtbM  contîtiit  m  «m  fe*  m:  mtk 
fmmtfae, H  suffit  Ttrihliéweiit  «m  to«tai  1m  filmes  iqÉi^ra- 
IM  A  d'Mtim^  $aÎMift  dkifte  T«»  «et  as^ 

i^  SA  h  ej§Am^  M  troleiia  piur  m  aie  fis£»  qiie  noiU 
|ii«ndfo«s|^9iMrf4»i4bi  #,  ea  profepgttaxil  dbf«e  léroe  îià»- 
<l«'w  pb»  40r  «t  te  décolufMiflAft  Mtam  .4Nm  lo  n?  4»»  ivà 
im^t^pia  Im  pKÙMtti^Qe»  |l«:^«f  i  Fate  fii»  m  p(9a?M:  pro- 
d»îi:e  la  roWi^p  a9oJl  qMHuy^ment  que  k  Mrpt  p«Ufle  piiùir 
4r«^  et  qn^ilMt  î^te  ^9  lai  ^mÀclératw  Aiom  4  «ifit  ^qiie 
kap«Miw»w  quiasMienidanf  la  plaaipj^  mmt  M  âqfilîbiè 
Milxw  de  IWieiM  fiM*.  Noqa  arwa  vu  (40  <p^  ^Mé  OMidv- 
tio»  eotroiiMt  fMmr  oaiMéqneiioa  VéqnatÂQu  CV)  ou   / 

laquelle  n'exige  d'ailleurs  aucun  oliaugement  pour  Hji^!^  ^SI^" 
^^^ée  ai|  cas  présent.  ,On  en  x^oiy^^^  ^^  pour  ^un.  çgrp^  so^ 
lide  soit  en  éqtUliffre  autour  Htun  axe  fixe  j  il  ftiut  ^ue  les 
deux  groupes  décomposantes  qui  sont  dans  Us  plans  perpendi- 
culaires à  cet  axeraient  les,  domines  de  leurs  ntotnen^  egates pa^ 
rapporta  deux  plans  rectangulaires  passant  par  Paie. 

&\  rpn  considère  que  X  et  T^  sont  les  composantes,  de  F 
pardieles  aux  x  et  aux  y  ;  que  d'aiUeurs  dans  le  plan  qqi  co^** 
tient  ces  composantes  (plan  perpendiculaire  à  l'axé  fixe  et  pas- 
sant par  le  poînt  ff application  de  F) ,  X'y  et  T^a/  sont  leurs 
niomens  par  rappài^  au  point  o&  ce  ^an  cou]ie  l'axe  ^  on  roit 
que  Xy — Vx  ci^ïe  produit  de  la  composante  de»  V^  daùâ  ce 
plan  y  par  sa  dîstàkce  àTœte.  Bien  entendu  que  ce  produit  aura 
le  signe  de  X'/ —  "P/.  Ainsi  3  sfefa  positif  pour  léd  forcés  qui 
tendent  ï  faire  tourner  dans  ui^  cfens,  et  nigàtif  pour  lés  au- 
tres* Tôitt  eipippà  ôOlîde  i^etéhû  par  un  axe ,  est  ce  qu'ofl  ttomiiïe 
en  gènéridt  uii  Levier  ^^X  là  c^stanee  d*une  force  k'I'aié^est 
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8ÛÎI  bM8  de  Iptmn  Oa  pmt  donc  dire  qjm  pow  quUtn  lepitvr 
êoit.fn  équiUbrej  il  faut  qw^ap^ê  avàir.  décamposé  chaque 
puissance  en  dêusjifune  pamlièle^  Vautrt  dans  un'planperf 
pefidicuiaire  à  tax»^Jts0,  l^  somme  des  ^roduUs  de  css  der^ 
mènss  coniposamUspar.Uumirae  de  leuierisêié nulle. .  . 
'  4^:  a®.  St'fe  fiystëttve  est  ittenu  par  un  point  fiM /que  nons 
sup^seiioiis  i»  Po^igine  des  coordonnées /k  oondition  précé* 
dente  doit  yisiblemcnt  a^oir  aussi  lieu  ;  mais  elle  m  suffit 
plus^ 'oar  les  ft>rci96  Z\  If ,.:  parallèles  aux  m  ne  sont  plus 
inutiles  11' consMé»et»fx  il  ftimt  q«e  leur  résultai^tt  pa«^  ausiiî 

par  l'origine.  Or  dans  le  n**i4^,  a ,  ^j  a*,  ** désignent  les 

disltances  de;  ces  fok>eês  2^,  Z^ .  «•. .  au^*  plans  des  y%  et  des  ^%  : 

donc  les  nomens  de  leur  tésultasito  (  56  )  sont . .  / 

EV  -I-  Z V  +  ^c .  fet  Tlb'  -^VV + etc.  Ces  sommes  de- 
vront donc  être  nulles  pour  que  la  résultante  soit  daris  ces 
deux  plans.  Ainsi  ^  otitre  la  cmidition  du  n^  précédent,'  M  a 
encore  deux  autres  équations.  En  les  mettant  sous  la  forme 
conyenable  ^  on  yoit  que  -pour  qv^un  corps  solide  sait  en  équi- 
libre autour  de  Vorigine  fixe,  il  faut  que  les  trois  équations  (ï) 
aient  lieu,  *  '*      '      "  .•....>...; 

On  dj^ignelès  éqîiÀtions  (^  ,  (7)  par  dès  déi^olmlnations  tî- 
fées  de  leur  nature  ;  ainsi  les  premières  sont  nommées  équatioij^ 
de  trdrmation,  parce  qu'elles  sont  destinées  \  indiquer  que  si 
le  corps  était  réduit  à  un  point,  il  ne  serait  pas  animé  d'un 
inouTcment  de  translation  :  on  appelle  les  autres  équations  dé 
rotation^  parce  qu'elles  expriment  que  le  corps  n'éprouve  point 
de  rotation. 

En  rapprochant  ce  théorème  de  ce  qu'on  a  vu  ci-dessus ,  on 
remarque  que  i®.  poi4,r  qu^un  système  sçlide  soitçn  équilibré  Çii^ 
four  d'un  point  fixe j  il  faut  qiu  les  forces  qui  sàllieiteht  ce  corps 
remplissent  Içs  trois  conditions  auxquelles  il  serait  assujetti^ 
f(*ily  ai^aft  trois  axes  fixes  rectangulaires  passant  par  ce  points 

2^.  Si  le  système  çst  libre ^  il  faut  que  les  puissanees  satisfassent 
çux  conditions  de  ^équilibre  autoui\  d'un  point  fixe  j,  et  qu'en  ^ 
Pf*^^  si  t'en  transporte  les  forces  jKiralUlev(i^t  à  êUes-rnéir^ 
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^oùr  Îé8  appliquer  touOes  m  ad  même  points  ^équilibre  ait  en- 
corejieu  dans  cet  état. 

4?^  Supposons  qpe  Fégoilibre  h'eiiite  pas  dans  le  ayitème» 
et  que  cependant  il  n'y  ait  qu'une  seule  tésaltai^teQL*»  c'est*-à- 
dire  ^u'eu  j.  introduisant  une  force  égble  et  directement  opposée 
à  cetjte  i^isviltaate  >  l^équUiiire  ait  lieu;  Soiçnt  ;& ,  T  et  2^  les  çomr 
poMiitea.de  ^'y  les  six  équations  (X)  et  (T)deTCont  doue  être  aa« 
tîsfaitesjlQrsqut'on  y  eonlpi^ndra  les  trois  ibrceS'-pX.*'*^^^^^ 
lies  troJB.  pr^uîères  équatÎQUs^  traitées  comme  Vl^  p%e3i« 
conduisit  aux  Taleurs  (U)  qiai  détermix^ent  encore  ici  la.grau- 
^uri^  làdir^etion  de  la  rés^ÛantQ  :. ainsi  il  ne  s'agit  plus  que 
d'employer  les  trois  équations  (Y)  à  la  recherche  des  coordon- 
uées  A^i  y.  et^  k  du.  point.  d'ilpplic^^tiAn:  de  cette  fprçe  i^.  P^iur 
afef^er,  ftisQti*.  ;  ..  .    ' 

L  =2(xy- YV), 

M  =5  2  (  ZV   —  XV  ), 

N  =  s(.Yri^  -4  zy:);  -;- 

K,  X,  Z^  L^  M  et  N  représenteront  des  grandeurs  connues ,  oft , 
les  équations  (Y)  donneront        ;  \     \ 

lS.y  —  Yxr=:^lay    Za^wX«=ïMj.    Yi5  — gy  =  N...  (it): 

ces  relatiou^  4^^^^^^  fÇ^wJi  d'étermîuer  a; ,^'  et  z^'.Or  si  Ton 
élimine  deux  de  ces  cbodonnées>  la  "troisième  disparaît  d'dle- 
mémei.^msi  eu  mi^tipUaut  ce$  équations  respec^ÎTes  par 
JS^  Y  et  X  >  et  ajoutant  ^  on  a 

,   LZ  +  MY  4-  HX  =  o....  (6), 

équation  entre  les  données  du  problème ,  sans  laquelle  les  trois 
relations  précédentes  ùè^peuiirent  avoir  lieu  à  la  fois ,  qt  qui,  lors- 
qu'elle est  vérifiée  «  dâSgne  4çie>"4!Bs  t^is  équations  (9)  j-Pupp 
se  trouve  comprise  dans  les  deux  autres  *,  de  sorte  qu'elles  ne 
peuvent  déterminer  que  deux  des  coordonnées  jc^^y/^,  du  point 
oh  là  ràtétlbite  est  appliquée  >  et  ique  la  troisième  est  arbt^aire.* 
filais  si  l%^pciation  (  S  )  n'a  pas  lieu ,  lios  trois  cquatiouis  renfe^- 
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D'où  Fon  oondut  que  l'équation  {B)  exprima  ^wf^ênUg^doêutém 
êuprctttme ynnê  êênMêàiàMitécêmainÊpaur^SÊi^  imjlimm  êÇ^nt 
riductSfb^àimeêeuk.     , 

ginhtA  être,  mUen  igmUbM  ape$  une  9mêU  ftm)êf  aiafe  qm 
ksreqite  FSqnaikm  de  tandkkm  (4)  «tl  mlMêi^,  fl  y  «  «n  «Ât 
vue résidtatote imtqve',  les éq^tiew  (9)>  fuge  8i ,  en  doâtnent 
k  grwideiir  ^t  h  ^Breetkm  i  <»  peut  ^titboatêfimiéÊBfêmê 
point cPapplieatioii  Fini  ffaétimfm  de^œia  et  1*  A^ittuqiift  « 
pour  éq«atieii8  nés trebrela(llow<9))  a(iirijOiller4Mllflat»«it" 
ôonirae. 

Par  exempte^  si  les  Ibrees  F,  P^.-v»  ^Blpài«ilKleB|Mi« 
«T  =  #*=.,.  j/i'  z=  ^=. .  »  jy'  =  y*  =. . .  ;  et  les  lNi»é]Mp 
tiims  (X)  diMment . 

Aiasi  Ia  réfahanteE  est  fiardOèk  MX  ^eomppsailes  et^é^e  i 
leur  somme.  De  plus»  les yaleors  L  ^  Mr^  IT  ^^¥^ 

Ir  t=  *  ^y)  00»  «  —  S  {P'ay  iot  fi^ 
M  =.  s  (Fx')  cos  y  -  S  (F^O  cos  #, 
1^  ;=  U  (PY)  cos  A— ï  0P'/)<5os  y. 

D'ailleurs     X!=±BedStf/ T&It«i»Sl/fy  Z^^Rcmy  » 

donc  Féquation  (ô)  est  satisfaite;  ce  qui  prouye qu'en  général  il 
y  a  ime  résultip^te  unique.  Boiùr  ^  oUen^  kai  équations  nous 
prendrons  deux  des  relations  («)  ; 

(Ra?— lP'«'^r»*'*^.)co«>=^((U--r4'  T-F'»'rr.4<59^; 

et  conunel^réfldlaiite  est  «{^iqoéo.  m  IH^  p^Hi^t  qijLôlcQnque 
de  cette  di^ite,  lés  coondosoite»  ;V|.  ^  (^  «  d^  (^  $^i^  ^  s^t 
assujetties  qu'à  la  conditÎQn  dfi  sfttitfeine  h  ^m  é^iMEtioni*  Vki 
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les  éqafitkms  (O)  y  page  43. 

^MftteDte  une  eicepiitHi;  i/wtldknsqiNiEciliiHidtair  ri 
dttts^MfMBL,  M  ^  H  ne  le  atmtfM  «DliîyilviYapiMéçiW 
Bkret  «É  X,  -Y^Z  «ont  tnhf  el  les  éqaatkms  (y)  ne  fmieok 
es^Xm'^pfwo/àiat  qMir^y  ci#  smt  infiaife  Wr4«iîlla«fte  esl 
éMeftbHt  eft  «pplli[ilée  à  tee  dîAHBteeiii&m;  Cillé  cmm»- 
MMceÂ a^ étiFoh$el  dentee  àttsiitioBU  (  Foy*  v^  36> 

âîodter^dcHK  imtvriie»  fiiroetf  powétàMir  féqiiaibiii  mtflel» 
itttAMlttiMiM  dam  bijitèine  «ne  eeale  teoe  appVqvie  en  nu 
foint  cttMicdUque»  0t  ilottt  kt  cesn^oaintei  X^  T  ci  Zatiettl 
^ttsés  tft&<e)i4fÉ»  Véqtiartiom  de  cimtftion  aitUen;  ee  ^  1^ 
fifa^é^éhiiiè  infiiMtd  de  nMon^ret.  €fa  second  ejtilèiM  Wa«ra  tI^ 
«&l0iaeiit^'ttM série  rdstiHante^  qa'on  délaaittiiera.tiséiMa 
d'après  ce  qui  yient  d'être  dit.  On  connaîtra  donc  par  tt  dew 
ftttsM»^  êerakmtjWDpnesà  peodnim  l'é<ptifikre«  Domc^cmê  un 
êyêéimê  éé  f^n»a  ^igéê$(mi  ntr  tm  ùprpê  wUde^.  U^  a  d0^9 
réèzskeMiêê  qu^  ne  peu^mdBn^némlwë  aonigH>94r  rus  una  muls  ; 
l^uHééé  nês  féêulHçtuSea  êtt  ofbitmire»  ilinaÀlonqtt'on  liwX  am* 
gner  ces  rés^lta1MfllyllproMènleestindéténnin6.. 

Si  le  corps ^t  fpié  à  un  point  ou  à  un  axe^  il  faudrait  pour 
produire  l^égctilibiie ,  introduire  dam  le  système  une  ftrce  qui 
satisfit  aux  trois  équations  (T)  dans  le  premier  cas  »  et  à  l'é* 
quation  (Z)  dans  le  second.  Il  est  érîdent  que  ces  problème^  sont 
indéterminés  ^  et  qu'on  peut  disposer  des  quantités  qui  sertent 
&  assigner  la  grandeur  |  la  direction  et  la  position  de  cette'  fi>rce> 
excepté. trois  d^entre  elles  s'il  s'agit  d'un  point  fixe,  df  ex- 
cepté une  sHl  o^agit  d'un  ate.  On  peut  dicmc  se  donner  de 
nouYelles  relations  entre  ces  indéterminés ^  demander  ^  par 
exemple^  que  la  pression  sur  Taxe  ou  le  point  satisfasse  k  cer- 
taines conaiùonsi  etc*—  Mais  nous  ne  nous  arrêterons  point  ici 
pour  ne  pas  nous  écarter  do  notre  objets  d'autant  que  la  solu-' 
tioB  de  ces  problèmes  est  implicitement  renfermée  dans  1^ 
pryicipes  j^ér^ux  de  ce  Traité. 
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VI.  De  la  décomposition  des  forces. 


48.  I^oas  Venonli  de  déterminer  la  grandeur ,  la  difeotioh  .et 
la  position  de  la  résultante  R  d'an  système  donné  de. forces  aii^ 
tin  corp^  toli<lef  et  nous  ayons  fait  dépendre  ^ule  SM>ti^e 
théorie  de  ce  '  principe  :  deux  Jbrces  égalée  et  difedement  op- 
poséea  se'déiruisent.  Il  s'agît  maintenant  de  résoudre, le  pro? 
blême  intense,  qui  consiste  à  décomposer  au  contraire  une 
force  donhée  en  plusieurs  autres.  Pour  cela  ilfaiit  sùppb^r 
^e  R  est  donnée ,  et  qu'il  s'agit  d'en  tronrer  les  composante  :: 
il  faut  donc  rq^arder  comme  connu /dans  les  équations  pré^ 
cédemment  obtenues,  tout  ce  qui  est  propre  à  la  r1êsultante> 
et  ebercher  tK>tit  ce  qui  dépend  des  compotortes  :  or,  il  est 
clair  que  ce  problème  renferme  plus  ou  mciins  d'indéleroli-* 
nation.  Noua  avons  déjà  résolu ,  n^  3i ,  quelques  questions  é^ 
ce  genre. 

Par  exemple,  si  l'on  veut  décomposer  une  force  R  eu  d'autres 
forces  P',  P*. . .  •  agissant  sur  le  même  point,  et  disposées  dans 
le  même  plan ,  il  faitt  trouver  les  grandeurs  et  les  directions  djà 
ces  dernières  à  l'aide  déi  équations  (  B ,  24  )»  c'e^trà-^dke.  dé-^ 
terminer  P',  P^,  ..«',«*•. .,  par  les  équations  j  -^ 

2CP'cos#')  =  Rcostf,    :eCFsin«)=I^sinit. 

Or^,  comme  elles  ne  peuvent  faire  connaître  que  deux  de  cts 
quantités,  on  voit  qu'on  pourra  disposer  de  toutes,  excepté  de 
deux  d'entre  elles. 

Pareillement  si  l'on  voulait  que  les  composantes  fjossent  appli- 
quées au  même  point ,  mais  disposées  dans  l'espace ,  on  em- 
plojerait  les  équations  (G,  n®  îiy  ) ,  qui  ne  déterminent  qike  Ie$ 
sommes  X,  T  et  Z  des  composantes  dans  le  sens  de  chaque  axe. 
L'indétermination  est  ici  plus  grande,  quoique  le  nombre  des 
équations  soit  plua  considérable ,  parce  que.  celui  des  inconnues 
est  augmenté. 

En  général,  pour  décomposer  une  force  donnée  R  en  d'au* 
trcs,  il  faut  regarder  les  composantes  comme  connues;  puis 
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j>oscr  lei  équations  B^G^O^TetV^ouXetY^  suivant  les  di- 
verses circonstances  ;  et  pour  en  déterminer  la  résultante  R, 
on  devra  disposer  arbitrairement  de  plusieurs  dea  quantités 
Relatives  aux  composantes  inconnues,  de  manière  qu'il  n'en 
teste  qu'iifi  nombre  égal  à'  celui  dès  équations. 

VII.  Des  Presawns  athr  les  points  et  sur  les  axes  fixes. 

49.  Pour  que  la  résultante  d'un  système  soit  détruite;  par 
un  axe  ou  un  point  £xe ,  il  faut  qu'elle  rencontre  cet  axe  ou 
ce  point ,  et  il  est  très  important  de  connaître  quelle  pression 
cet  obstacle  éprouve;  car  s'il  n'est  pas  capaUe  d'une  r^istance 
indéfinie  ;  il  peut  n'être  pas  suffisant  pour  détruire  l'action 
des  forces.  Là  réaction  étaut  toujours  égale  et  contraire  à  l'ac^ 
tion,  cette  tression  est  visiblement  égale  et  opposée  à  la  force 
qui  devrait  être  employée  pour  produire  V équilibre  dans  le  sys- 
tème y  sans  le  secours  de,  If  axe  ou  du  point  fixe.-  Si  donc  on 
cberche  la  résultante  du  système ,  le  point  fixe  où  elle  est  appli- 
quée doit  éprouver  un  effort  de  même  grandeur  et  de  même 
direction  qu'elle.  Ainsi  la  rechercJie  de  la  pression  exercée  sur 
un  point  fixe  ^  est  réduite  à  celle  de  la  résultante. 

Quand  il  s'agit  ^d'un  corps  retenu  par  un  axe,  ce  corps  ûé 
peut  se  mouvoir  qu^en  tournant  sur  cet  axe  :  nous  le  suppo» 
serons  fixé  en  deux  de  ses  points,  quW  appelle  Tourillons  j 
dans  des  Colliers  on  Crapaùdines  ;  alors  il  est  beaucoup  moins 
intéressant  de  connaître  la  pression  qu'éprouve  le  point  où 
la  résultante  rencontre  l'axe,  que  l'effort  qui  a  lieu  sud  les 
points  d'appui.  Soient  donc  EF  (  fig.  26  )  l'axe  ^^\  A,  B 
les  deux  colliers;  RM  la  résultante.  Pour  trouver  la  pression 
exercée  en  A  et  eh  B,  il  ne  s'agit  que  de  décomposer  la 
force* R  en  deux  autres  P  et  Q  appliquées  en  ces  points.  Ce 
problème  a  été  résolu  n®  3i ,  par  les  équations  (M). 

Oh  peut  demander  alors  quel  est  l'effort  qu'éprouvent  les  ap- 
puis A  et  B  perpendiculairement  à  l'axe  et  dans  le  sens  de  cet  axe. 
Pour  cela  il  fis^ut  décomposer  cbacune  des  forces  P  et  Q  en  deux 
autres  qui  aient  ces  directions.  Soit  ^l'angle  IVMF,  ou  l'inclinai- 
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«m^  b  fo^eR  aor  Vsf%jç,0a  a  R  ^  0  pour  Veiïod  «ultant 

i^ottr  foo  ies^ppais  pisentent  la  réristance  néeessiûpa  à  l'é^ 
qaUîbre^  il  ûuidîni  donc  qn'iU  équivalent  an  moins  à  dea:i: 
forces  égales  à  P  et  Q  paraUëlei  p  ou  à  une  force  R  ^xw  d  di* 
rigée  sniTant  Taxe^  et  à  des  puissances  F  sin  0 ^  Q  sin  S  -p&t* 
pendicubires  à  l'as^.  (Voyet  n^  xix») 

Quant  aux  forces  parallèles  à  l'axe  ^  nous  ayons  déjà  obtenu 
p.  49lfiB  pressiMs  ^'dJes  ea«r€ettfc^^r  k»  appuU  fiiiis^ 


CHAPITRE  IL  . 

bC   LA   fWAIfTBUl   »  OU  «BlïtIIG  DB  GRA^TTli. 


I.  Propositions  générales. 

^  5o.  L'exp£rienc£  nous  apprend  que  les  corps  abandonnés  à 
eux-mêmes  éprouyent  des  efforts  dirigés  yers  le  centre  de  la 
terre:  cette  direction   se  nomme  verticale  ;  c^esf  celte  que 
prendi  dans  le  yide  ^  tm  corps  qui  n'est  retenu  par  aucun  obstacle. 
On  appelle  plan  horizontal  celui  qui  est  perpendiculaire  i  la 
yerti^e.  Non-seulement  tous  les  corps  sont  soumis  à  cette  ac- 
tion, mais  leurs  parties  les  plutf  intimes  y  sont  séparément 
sujettes:  ainsi  les  portions  quelconques  d^un  corps  dîfisé  tom- 
bent isolément  I  si  aucun  e&rt  ne  les  arrête  ;  on  prouye  mime 
qpe  chacune  de  ces  parties  d(ût  arriver  k  la  surface  de  la  terre 
dMtis  le  même  temps  qn'emplojerait  le  corps  entier.  Si  les 
choses  nous  pataissent  se  passer  difiPéj^emment;  cela  tient  i  la 
résistam:^  de  Pair  :  sous  le  récipient  de  la  macbine  pneuma- 
tique I  l'or  et  la  plume  la  pins  légère  mettent  le  même  temps  à 
descendre.  (F*  les  Traités  de  Physique.) 
Cette  tendsûice  uniTerselle  n'est  pas  essentfeltë  aux  corps  ;; 
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ff^  wBk  cffivt  féel  dbmt  k  mâtikmf  ya^  «Qe-iwâiii»,  «it  m«^^ 
pjMe  (3);  «km  g  e>t  dftè  mue  »iîiiiwoti  «Ifaietwrg  k  bxyidh 

doBio  QoeioMB  âcnt  faca&at'MAroc^  ocmlmifiU^ttietti  et  ^6fBr 
rémaA  tm»  Imfits  ks  motteoiet  de  k  iaAtièf«  ;  ^|e  imsIîchi 
n'ai  poltftcoiitttM  «oBb  des  attractif»  AîtriKiticf  i  tlon^  Vûito»* 
site  yanié  pour  les  diverses  substances;  celle  de  la  pesanteur  est 
la  mèiné  sur  toutes  leâ  molécules  ^  cpielle  que  soit  la  nature  des 
etrp»  8iirJeifiitls«ile  agît^  iTest  du  shmiis  cet  (^  respéràeoei 
oonfitme^  «inii  qxiotk  le  toit  par  Fecpériende d«  pendde  dont 
la  durée  des  oscillations  dans  le  vide  ne'  dépend  nuU^mentd^ 
k  sébstancd  dontilest  ooiopoié(^.BP  195^6^) 

On  àùWMi  le  «oni  de  k>sbs  k  k  vésiitastc  de  tovèes  ki  ^tiotit 
de  la  gravité  sur  les  diverses  molécules  d'un  corps*  On  ne  doit 
pas  eonfonA^  k  pesanteur  avee  k  poids  y  pmstpmia  j^eaamtur 
est  la  force  qui  in^rimê  deê  êMpubiofu  égdhm  mm  diyêrms 
particules  des  corps  ^  elle  est  la  même  pour  tous;  tandis  que  le 
poids  est  la  résultante  de  toutes  ceg  impulsions;  le  poids  croît 
avec  la  nature  des  corps  et  leur  quantité  matérielle. 

On  appelle  masse  d'un  corps  la  quantité  absolue  de  matière 
dont  il  est  composée  et  il  faut  bien  distinguer  k  masse  d'un 
corps  de  soix  volume^  c'est-à-dire  de  l'espace  géométrique  ren- 
fermé par  sa  surface  ;  car  l'expérience  nous  a  appris  que  tous 
les  corps  sont  criblés  d'une  inanité  de  trous  ^  qu'on  nomme 
pores  j  et  que  leurs  atomes  sont  Ibrmés  de  quantités  de  ma- 
tière bien  différentes  ;  c'eM^  ce  qui  fait  que  les  corps  de 
même  volume  n'ont  pas  le  mémo  poids  ^  quoique  tous  soient 
sotlicités  par  k  même  forcé.  Comme  la  gravité  tfcteree  son 
action  que  sur  la  fartîé  matérielle  deS  corps,  et  qu'elle  a  là 
même  intensité pdur  tous,  il  sVnSUîl  que  k  résuttanté  on  h 
poiÈs  est  proportionnel  à  là  masse  :  cPoii  fon  toit  que  le  poids 
dépend  de  la  hiasse  des  corps,  tandis  que  k  pesanteur  en  est 
indépenuante. 

5i.  On  a  nommé  densité  le  rapport  de  k  masse  ati  volume  ; 
de  sorte  qu^on  dît   qu'une   substance  est  plus  dense  qu*tine  < 
autre,  îorsqu'ellé  a  plus  de  masse  sous  un  volume  égal.  Si  fon 


Digitized  by  VjOOQ IC 


64  STATIQUE. 

ayait  une  substance  qui  n'eût  point  de  Ttdes  intéi^ieùrs  ^  sa  deè' 
site  serait  la  plu»  grande  possîUe^  et  en  lui  cqmparaht  la  densité 
des  autres  corps  >  on  aurait  la  quamtité  de  matière  qu'ils  renfer-^ 
ment  ;  mais  d>mme  nous  ne  connaissons  point  de  substances  pri- 
▼ées  de  yides^  nous  ne  pouyons  ayoir  que  les  densités  relatiyès 
des  corps  ^  c'est-à-dire  le  rapport  de  leuir  densité  à  celle  d'une 

substance  donnée  :  d(^  sorte  que  dans  l'équation  D  =  -7r>  où  DJ 

est  la  densité^  M  la  masse,  et  Y  le  yolume  d'un  corps ,  les 
quantités  D ,  M  et  V  expriment  des  rapports  à  des  unités  de 
leur  espèce. 

Sidym  et  p  désignent. la  densité ,  la  masse  et  le  yolumé 
d'un  autre  corps ,  on  aura  aussi  M  =  DV ,  et  ,m  =  û^  ;  on  dé- 
duit de  là  que 

I®.  Les  masses  de  deux  corps  d'égale  d^isité  sont  en  raison 
directe  de  leurs  yolumes,  car  £?==  D  donne 

M    7fl 

V  — 7* 

2^.  Les  masses  étant  égales  y  les  densités  des  substances  sont 
en  raison  inverse  des  yoliimes,  car  wï=M  donné  DV=  di^* 

3®.  Les  densités  de  deux  corpâ  de  volumes  égaux  sont  eit 
jraison  directe  de  leurs  masses;  car  \=ip  donne 

dm 

Les  masses,  ou  quantités  absolues  de  matière  renfermées 
dans  les  corps  I  sont  en  général  inconnues;  mais  dans  les  cal- 
culs on  peut  .substituer  les  poids  aux  masses  j  à  cause  delà  pro- 
portionnalité. Comme  la  densité  est  la  même  pour  tous  Tes 
corps  homogènes  ,  c'est-à-dii*e  de  même  nature ,  on  peut  sub- 
stituer ainsi  les  volumes  des  corps  à  leurs  masses ,  quand  ils 
sont  homogènes.  * 

'  52.  Lorsque  les  corps  obéissent  à  l'action  de  la  gravité  y  les 
verticales  décrites  par  leurs  molécules  se  joignent  au  centre  dé 
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k  terre  :  ainsi  ces  rerticales  ne  sont  pas  des  lignes  parallMes^ 
Mais  comme 9  de  tous  lesoorps  q«i  sont  à  notre  disposition,  il 
n'en  est  aucun  doàt  le  volume  soit  asses  considérable  pour  que 
ses  dimensions  soient  comparables  au' rayon; de  la.  terre ,  les 
actions  dé'Ia  pesanteur  peuTcnt  être  considérées  comme  ceHes 
de  forces  parallèles  appliquées  aux  diverses  molécules  des  coi^si 
Tout  ce  qui  a  été  dit,  pag.  38  et  4^  >  a  doiKî  lieu  ioU  reprenons 
les  résultats  déjà  obtenus,  et  applpqnons-les  à  la  gravité; 

i^  Quand  il  s'agit  de  la  pesantem* ,  *  le  centre,  des  forces  se 
nomme  centre  de  grapité  ou  d*inerfie  ;  ce  centre  est  donc  (3  7) 
le  point  par  lequel  pcuse  la  résultante  de  totsales  efforts  verti' 
eaux  j  exercée  sur  chaque  molécuie  par  l'action  de  Iq  peecuiteur^ 
quelle  que  soit  la  position  du  corps  :  cette  résultante  est  parai* 
lèle  aux  forces,  c'est-à-dire  verticale,  et  sa  grandeur  est  ce  qui 
constitue  le  paids  du  corps.  Elle  e^  égale  à  l'e^t  qu!ii  faut 
employer  pour  le  soutenir.  »  ,  .t      ,    m- 

2?.  Quelle  que  soit  la  position  qu'on  donne  au  corps,  cette 
résultante  passera  toujours  par  le  centre ,  de  gravité  ;  puisque 
faire  varier  la  situation  du  corps,  équivaut  à< changer  la  direc- 
tion des  puissances,  sans  changer  leurs ^[raadeurs  et  leur* pa- 
rallélisme.   -  '';'-'      .  •  *-•'     • '*,       •     '.     -'    .'•"'' 

'  3^  Uir  corps  pesant  est  en  équiHbi^y  si  son!  centre  de  grarîté 
€stéoiatenu,quelle'qué  soit  d'atUeurs  la'situationdjcàCôirps  rela- 
trreinent  à  cet  appui.  .         ;>    .      *  ..i  i)       :    1  î.    > 

4^.  Lorsqu'èn'  veut  trouver  le  centre  dé  giTAyM  d^n  système 
de  corps,  on  peut  supposer  la  masse  de  c^cun  d'eu^i  concentrée 
en  son  centre  de  gravité  propre,  puisque  le  poids  deohaque  corps 
est  une  §oicce  proportionnelle  à  la  masse  et  qui  pane  par  ce  cen- 
tre :  par  là,  on  n'aura  plus  à  oonsidé«*ér^qu'ûn  système  do'  points 


59.  Pour  trouver  le  centre  de  gravité  mécaniquement ,  il  suffît 
demupmdre  successivement  lé  corps dans^detix  positions^ d'équi- 
libre,- à  Taide  de  ^verticaux  appliqués  tour  à  t<»at^ea  denx 
points différens  de  ce  corps;  le  lieu  d'intersection  du  prolonge- 
|ii«itd&oesjdenx£lsseralecetttrecbeÉ*ché.        '     • 

53i  Kons  dsscms  qu'un  ôorps  est  SjyméitHque  par  rapport  à  un 
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jhtA,  IfMHsqiielea  mdléGiiles  «cMnl  skuées  ^eux  à  deti^  à  régài:^ 
du  fUtiy  9ur  une  tuile  de  iiaral][èle8  ooBp^  en  Umt  mtlîeii 
ipar k.plfim.  Soient  m  et  m.  (^hi^  a5)  deux  ffloléoules  sjmétn-i 
qaes,  en  ^otte  que  la  droite  mmf  ait  6Q1i  milieu  en  ^. sur  le 
l^lm  ^;  abaissant  les  perpendiculaires  nuz^  mV^U'egaltté  des 
triangleB  màh,  wleib,  prouTe  que  fixa=3  mc!\  ainsi  les  molé«* 
ooktes  sont  deux  à  deux  à  la  la&ne  distance  de  oeplan. 

G>noeTûn0  un  eorps  hMi»igëne^  :^métrîqQe  par  rapport  à  un 
plan.  Si  l'en  prend  deux  jnolécules  symétrîc|uesy  eUes  s^ont  à 
la  Xû^pne  distance  de  ce  plan,  et  leurs  imomens  seront  éganx  et 
de  signet  iûMitraires;  comme  on  pieut  en  dire  aut^at  de  l;ouiie8  les 
'  moléçiles  ptr^Bs  deux  à  deux.  La  résultante  du  système  sera 
d«au  ce  piftn  (d6)  9  «et  par  cons^uQikt  k  centre  de  jgra¥Î4)^  y  sera 
au^i  :.  donc  ie  ^centre  de  graçiié  cie^  iouà  carpa  hom^gèkej.  symJt 
trique  "par  mppêftà  un  plan  j  eei  situé  dans  c^plan. 

Nous  dirons  d'un  corps  qu'il  est  symétrique  par  raj^rt  à 
un  ^e^  lorsqu'il  le^etaretativenient  à  deux  plans  qudeoacfues 
qu'on  leratt  jp^t^  par  cet  ake.  Le  isentre  de  gravité  de  tout 
corps  homogène j  ^inétrique par  rt^p^rt  à  un  àsse^  esû  situé  snur 
e^<uf0^  puisqu'il  doit  se  trduT^  dans  chacun  de  ces  deux  plans. 
Si  un  corps  est  symétrique  par  rapport  à  deux  axes,  le  centre 
de  ^ityM  «9t  à  ^am  iintersedjMm,  qui  est  -oe  qu'on  nomme  le 
CeMre  de. ^figure  ;.  ami  cd«t  d'une  droite  est  en  son  itaîlien , 
celui  d'un  cercle,  d'une  circonférence,  d'un  {Mtdygoiœ  régvrt 
lier»  çlU^f  e$t^MU/ centre  f  cdiit4'un  cylnudre  est  au  mi^ea  de 
S(^  axQ)  e/ehii  d!un  i^ràUélogramme  et  d'«m  parallé^^ipëdeeA 
à  rintQrseoUÎQii.dfss  diagonales^  on  an  «nSieu  de  la  droite  qm 
JQÎnt  les  lOeiNbPes  de.gnayité  dfts  l>ases  opposées -^i^nid'nae  fi-» 
giii^e4f.}^Sivmdifmm(te^iS9i^^^9^ 

54^  Nous  ayons  tu  que  les  valburs  (  P  page  43  )  déternrine»t 
k  p^âttiopï  ^  oeAltne  des  ioroes  parailèks ,  en  donnant  lès  tmis 
ooi»^Q):u)é05  de  ce  ifmnX,  Faii)Qns4e«r  prendre  la  forme  €txmù^ 
isjble  pour  i^'elles  donnait  oeUeidn  èewtiie  degraTÎàé.  Le^Jor»^ 
ces  V}  ^" .  *>  •  •  «tc^j  «ont  ^cl  les  aefipne  qoe  la  pesantair^  exeroe 
sur  chaque  molécule>  Itfitions  prqffeorlioanallesdaàL  nMOses  fw 
iAsq)R^yy8S'€Jik4«|¥0ÇltV  d'^^  oe  qnVm  a  vu  {^ôil^  êÊkaii/^ , 
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Ces  résultats  sont  indépendans  de  la  force  g  avec  laquelle  la 
gravité  exerce  son  action.  C'est  cette  raison  qt^i  a  eqgagé  Ëuler 
à  préfârc^  le  nom  de  Centre  d'inertie  à  celui  de  centre  de 
grayité. 

Pan§  çe«  ^qu^Uojis  le  fiara^t^jr^  ?  tpdiq»^  nm&  «dWM  d^  ter^ 
mes  de  môme  forme ,  ou  ui^e  ipt^égiF^le  finie ,  lorsque  le  nombre 
des  points  est  luî-méme  fini  ;  et  une  véritable  intégrale  de  ^uan- 
tité9  iivfinitéstmales ,  lorsque  le  nombre  des  points  est  infini. 
C'est  ce  qui  sera  bientôt  éclairci. 

55.  n  arrive  quelquefois  qu'on  prend  daiis  tm  système  1^  çèn- 
fre  de  gravité  pour  ori^ne  des  coordonnées;  ^ors  on  a  X=  b , 
Ysse  o,  Z=  o ;  on  èonclut  de  làque  * 

^V -if- m*^»*^  +  etc.  na  «    oU    %,(m$p)zis:o'\ 

IT^Y  ^.^  iQiV^'etç.  t=cA   <m    £.  ^ms)  dp  o) 

Sileçfa^^^  gr^yit^  était  cteds  le  plan  ^g,  la  premtëi»e  de  tes 
^ajtiopj;  ^u|^it>s^iAe  li^^  f'il  éUit  dans  Viaic  de»  s  ^  «n  aiMit 
Jl  Ja  £pâ9  Jies  dfsupL  pr^mîJbpPQA. 

66t  l^  iqvHtl^T^  (4')  Jiervent  a  âiire  connaifere  foa  f»Gih 
cQQpdpPA^  du  çepj^f?  de  grtttité  d'an  système. de  points,^  <^ 
d^  f»rp^  çiWtiîmi  f^  ï»ir  conséquent  la  distance  de  ce  centre 
aux  plçap^]!esp0oUfe  das^^  >  des  jt^  et  des  xy.  On  peut  rema't^uer 
^p^  f^  éc|[i^|ip98:|wt  cokiibrânai  au  théorème  des  moméns  (36)  ; 
car  la  première ,  par  exemple  équivaut  à  (/»'  +  771*'  +  etc.)  X  X 
=?f  iw'lp'i+^i»V4-ete»Or,(jw'  +  i»'' 4- etc.)  X  X  est  le  mo- 
iii(ei»t.  par  rapjpoi^  au  {>!»»  jki?  >  du  ^mm^s  entier  tonsîdéx'é  cottuÀe 
oqpo^ti?^  €sn  ao^  cpi^ti^  ddfravilié;  mV,  mi^x^,  etc.^  ^^  l^ 

5. . 
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mômemdes  molécules  par  rapport  au  même  plan.  Donc  pour 
aiH)ir  la  distance  du  centre  de  graifité  dfun  cormâ  homogène  à  un 
plan  j  il  faut  multiplier  le  poids  de  l'un  de  ses  êlèmens  par  sa 
distance  à  ce  plan  ^  et  intégrer  dans  toute  détendue  du  corps  ; 
l'intégrale  sera  la  somme  des  momens  de  ces  élémeris:  il  faudra 
ensuite  dipiser  par  le  poids  entier  du  corps.    . 

On  observera  que  si  le  système  est  homogène  >  on  poui^ra  rem- 
placer les  poids  par  leurs  volumes ,  puisqu'ils  leur  sont  prppor- 
tionneb  (5i)  ;  et  que  s'il  est  composé  de  molécules  réunies  dans 
un  même  plan ,  il  suffira  de  prendre  les  momens  par  rappcMi:  à 

des  axes  tracés  dans  ce  plan. 

*  • 
II.  Des  centres  de  graçité  des  corps  terminés  par  des  droites  ou 

des  plans» 

5n.  Trouver  le  centre  de  graifité  du  contour  d^ un  polygone 
rectiligne  quelconque. 

L'action  de  la  gravité  sur  le  polygone  BCEFA  (fig.  27)  se  ré- 
duit à  autant  de  forces  partielles  qu'il  y  a  de  côtés,  appliquéei» 
aux  milieux  G',  G",  G*',. ...  de  ces  côtés,  et  propprtionnelles  à 
leurs  longueurs  (52,  4***)  :  ce  qui  revient  à  supposer  le  poids  de 
chacun  des  côtés  du  polygone  concentré  eu-  son  centre  de 
gratté*  Cherchons  la  i:ésultante  de  ces  poidis,  soit  par  le 
principe  de  la  composition  des  forces  (3i) ,  sôit  par  celui  des 
momens  (56). 

i^  ^Si  l'on  se  sert  de  la  théorie  de  la  composition  des 
fon^>  fon  trouvera  le  centre  î  de  gravité  des  deux  droites  AB 
etBC,  en  coupant  la  droite  G'G"  en  parties  qui  leur  soient  ré- 
cipiToques,  à  l'aide  des  équations  (M,v  n^  3i),  dans  lesquelles 
on.  fera  P  et  Q  égaux  à  AB  et  BCOn  aura  de  la  même  ma- 
nière le  centre  de  gravité  H  du  système,  des  trois  côtés ,  AB,  BC, 
CE,  en  supposant  qu'il  y  a  en  I  et  G*,  des  forces  parallèles  et 
respectivement  proportionnelles  à  BC  +  AÉ  et  CE  ;  ainsi  de 
suite.^ 

a®.  Si  l'on  veut:  eijaployer  le  principe  des  *  momens,  '^<ra 
mènera  dans  le  plaûdu  polygoiie  deox  axes  quelfcôniJtiès'Ar, 
i^  (fig.  27.)  perpeottîculafrtft  entre  «rffc  :  on  désîgnera*^ par 
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*'>  y  ;  *^  V>  ®% }  ^  distaMoes  des  ôçntres  d#  graTité  de  chacun 
dei  cAtés  à  ces  deux  axes,  et  par  c',  c".  •  • .  les  longaears  res- 
pectives de  ces  côtés  ;  c'est-à-dire  qu'on  fera  »  =  AF,  y = FG', 
BA=c'5eto. 

La  position  de  la  résultante ,  par  rapport  à  chacun  des  deux 
aieS;  sera  déterminée  par  les  équations  (A',  54) 

AP  -  cV+cV  +  etc.        „  _  cy  +  c^V  +  etc. 
^—      c'+cr+etc    '    /"-     c'-f-c'  +  etc-      * 

Ces  râleurs  donnent  le  point  O^  qui  est  le  centre  de  gravité 
demandé. 

58.  Trouyer  lé  cerUre  de  grcLçiti  de  Vaire  dfun  triangle  reo» 
tiUgne  ABC  (  £g.  28  )•  Il  est  clair  que  si  l'on  divise  le  côté  AB, 
au  point  D  y  en  deux  parties  égales  ^  la  droite  CD  coupera  la 
surface  du  trian^  en  deux  parties  symétriques ,  puisque  CD 
coupe  en  leur  milieu  toutes  les  parallèles  à  AB  (53).  On  peut  en 
dire  autant  de  la  droite  A£^  menée  au  point  E,  milieu  de'CB: 
donc  le  centre  de  gravité  est  à  la  fois  sur  les  droites  A£  et  GD^« 
ainsi  ce  centre  est  à  leur  intersection  G. 

Ce  point  G  est  d'ailleurs  aux  deux  tiers  de  la  ligne  CD  à 
partir  du  sommet  C.  En  e^et,  la  droite  DE  passant  par  E 
etD^  coupera  les  côtés  AB^  BC  en  deux  parties  égales;  elle 
sera  donc  parallèle  à  AC^  et  sa  longueur  sera  la  moitié. de 
AC  Mais  les  triangles  semblables  AGG,  GDE  donnent  «. .  < 
ce*  -^       KC 

PTfi  =  TvF  9  donc  GD  =  J  CG ,  c'est-à-dire  que  si  l'on  divise 
ixU        iJJc*  .    , 

CD  eu^trois  parties  égales /GD  sera  l'uue.d'elleSyetGC  con*^ 
tiendra  las  deux  autres  :  on  a  aussi  GE  =  f  AE. 

Il  est  d'ailleurs  dair,  que  la  droite  menée  de  B  au  milieu 
de  AC>  paase  par,  le  point  G,  et  que  1»  construction  ci-dessus 
ne  donne  qu'un  centre  de  gravité  ;  car  on  démontrerait  de 
même  que  cette  droite  doit  couper  CD  au  tiers  de  sa  Ipngueur> 
à  p^lir  de  AB.  (  V.  Cours  de  Math. ,  n*»  376 ,  IX.  ) 

Il  sera  facile  de  voir  que  si  l'on  conçoit  une  ipasse  placée  à 
chaque  sommet  du  triangle ,  et  si  ces  tr^iç  ma^se^  $Ont  égales^  le 
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oefttre  de  ^a¥Ué  de  leor  •jttkoM  sera  pboé  ai|  mèfoe  poîiit  G 
qiaacekii  de  l'aire  ABC 

(  £g.  29  ).  Ce  centre  est  Tisiblement  sur  la  ligne  LD  qui  )oikit 
h$  itiiliecuL  des  deUl  e6tét  parallèles ,  puisque  celte  d;r6ite  cedpe 
l'aire  symétriquement  (53).  TîiPOBft  k  du^onale  Aff  et  les 
droites  AL  ^  FD,  puis  coupons  LD  en  trois  parties  égales  en  S 
et  G^  les  parallèles  SÔ ,  GH  à  AB ,  donhent  en  G  et  U  les  centres 
degrariM  des  tfiailgles  AEF^  ABF<  Dànc  œlui  du  trapèze 
est  aussi  sur  OH  ;   il  est  par  conséquent  enl.   Ce  centre  est 
àéles^tsinéf  comme  on  Toit-,  par  une  construction  très  siihplé. 
On  remarque  que  le  point  I  doit  diyiser  OH  en  parties  réci- 
proques (3 1  )  aux  aires  des  triangles  A£F^  ABF,  qiii^  ayant  atième 
l^itteitf  ^  S61II  entre  eHeft  o<teihe  lettfB  baéét  £F  t=t  6 ,  AB  âïi  d"  t 
'    '      01       SI        Ah       f/     .    .    8H-1G      i'-Hft 
^^     ÎH=GÎ=EF=y^^^*    -^-  =  "^^' 

et  SI  s:  î;*-    ,  ,  en  posant  LD  =  m.  Si  l'on  ajoute  LS  ou  J  n» 

atn  deujt  iftetubres ,  oh  ti^ttteqtie 

SiliBSEo^onaiintrîaftgleétLI=a|.m(  etéi  Vts^b^onitnik 
par|)|él«grsaiinÉé  et  LI  »  ^  itti  0e  qui  s'aocerde  aree  ce  quW 
connaît 

60.  Trouifer  le  centre  de  grupiti  de  ¥aire  d'un  polygone  f#e* 
tUigné  Quelconques  ABCDE  (tig«  3d).  Ou  ttfeènera  de  Tuft  deB 
angles  A  du  polygone  >  des  diagonales  AG>  AD^  qui  lé  àécom*- 
poieroni  en  phteieulrs  trkni^es ,  dont  on  dierohetti  sépàréxiient 
les  centoea  de  gratité  ^>  G%  G",  par  le  proeédé  ptMâeni.  On 
supposera  le  poida  de  diaque  triangle  coneentré  en  ce  point 
{Sa,  4*^),  et  on  cherelKra  la  résultante^  éoit  à  Taidedu  prin- 
cipe de  la  compositidti  des  ibrcea  (3t  ) ,  «oit  à  l^idé  dé  Cteltti  ^dée 
,  womeDi»  (S6)» 

t^^.  Daâak  premior  eàs>  «n  unira  &  et  G'  pair  une  dii^e  > 
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0U  suppcisera  ea  G'  el  G'^  deu  forœs  parallèlei ,  respectif  cMMirt 
prôportioiincilles  aux  airet  des  trianglet  ABC ,  A/CD,  on  «ara 
le  pomt  O  d'application  de  la  réndtanCe  à  Paide  des  équatione 
(3i,  M). On  aura  de  mène  le  point  H  d'application  de  k  ré- 
sultante totale. 

2^.  Pans  le  second  cas,  on  imitera  œ  qui  a  été  fait  dans  le  pa- 
ra^pbe  57,2^  Qa  tafenera  dans  le  pl«n  du  polygone  deux  axes 
arbitraires  perpendiculaires  entre  eux;  on  supposera  qàè  c', 
c%  etc.  sont  les  aires  des  triangles  ;  et  que  x\y  ;  «*,  y,  etc.  sont 
les  coordonnées  de  leurs  centres  de  gravité  G',  G''. . . .  On  aura 
pour  les  distances  de  ces  mêmes  axes  au  centre  de  graTtlé  da 
polygone  yka  Valeurs  du  n?  Sj.  Ces  co^urdonnées  déteriiinant  le 
centre  de  granité  cherdié. 

On  Toit,  d'après  ce  coilrt  exposé ,  qu'ote  ponrta  thUnner 
le  centre  de  gravité  d'un  système  queleonqiK  de  dnâtes»  om 
d'aires  fdanes  terminées  par  des  droites.  U  ne  faudra  qaei  dMr<- 
cher  le  centre  de  gravité  de  cliacune  des  partiel  :  le  pIroUèaie 
sera  réduit  ii  trouver  celui  d'un  système  de  points  ;  ce  qu'on  peut 
ûiire  à  Taide  de  la  théorie  de  la  oouipositipn  des  £i>roes  i>«  de 
principe  des  momens. 

61.  Tn>uvarUoAKUredegm¥iiéduvoUêm$(!pumprk»mqmlh 
conque  à  bases  opposées  peuxUièks. 

On4Jierchera  les  centres  de  i^avité  desilmfaQes  de  sas  baie#  > 
et  un  mènera  une  droite  par  ces  deux  points;  elle  swaf^acéefey- 
ttétriquement  par  rapport  au  solide,  et  devra  (53)  contée  If 
centre  de  gravité  cherché»  qui  a»*A  en  son  miUeu*        .    . 

6ft.  Trouper  le  csnire  ds  gravité  dfuns  pyramiis%Otï  di«rt- 
chera  le,  centre  de  gravité  G  (fig.  3i  bis)  de  la  base,  et  0»  ' 
mènera  tme  droite  AG  dnacanmet  à  ce  point;  elle  dontiaidra 
ks  centres  de  toutes  les  «étions  parallèles  k  la  baie ,  4t  àûfwti 
contenir  le  centre  dierdié  :  il  y  sara  d'aHleUrs  placé  auos  4rois 
quarts  de  sa  longueur  à  partir  du  sommet.  Pour  démontnfr  , 
cette  proposition  9  nous  distinguerons  deux  cas« 

i^  Si  la  pyramide  est  triangulaire^  on  aura  les  coatres  ée 
gravité  F  et  G  des  faces  BCD  et  ÂBC  (fig.  30 ,  etl  taienant du 
milieu  E  de  l'arête  BG  des  droites  aux  aoglea  k  <t  D<;  et  pre^ 
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iiaDtEF  =  ^.£p,  puis  £G  =;=:j.AE:  les  droites  AF  et  GD  de- 
vront se  couper  :eii  un  point  H^  puisqu^Ues  sont  dans  le  plan 
AED  :  de  pins  chacune  d'elles  devra  contenir  le  centre  de  gra- 
vité clier<^  (53)  qui  sera  par  conséquent  en  H.  Menons  GF  ; 
cette  droite  sera  parallèle  à. AD, et  sa  longueur  .seraletiers.de 
AD  /car  elle  coupe  £D  et  £A  au  tiers  de  leurs  longueurs  respec- 
tives; et  comme  les  triangles  GHF^et  AHD  sont  seml^ïables,  on 

a    =jr  =  -gp  ;  donc  HF= jAH ,  et  si  l'on  divise  AF  en  quatre 

parties  \%ales  ;  HF  sera  l'une  d'elles ,  et  AH  contiendra  les  trois  . 
aiitres. 

La  construction  que  nous  venont  de  faire  sur  Je  milieu  £  de 
BGy  peut  être  appliquée  à  toute  autre  arête  BD,  et  on  obtien- 
drait lé  même  point  H.  Gda  résulte  de  ce  que  la  ligne  qu'on 
mènerait  du  centre ^de  gravité  delà  face  ABD  à  Fangle  trièdrè 
opposé  G >  devrait  aussi  couper  GD  et  AF  aux  trois  quarts,  à 
partir  des  points  D  et  A. 

a**.  Si  la  pyramide  a  une  base  quelconque^  après  avoir  trouvé 
lé  centre  de  gravité  G  (fig.  3i  his)  de  cette  base,  on  mènera  la 
droite  AG  par  le  sommet  :  elle  contiendra  le  centre  cfaerdié. 
On  divisera  la  base  en  triangles  par  des  diagonales  années  de 
l'un  de  ces  angles  F;  on  fera  passer  par  le  sommet  et  ces  diago« 
nales  des  plans  qui  décomposeront  le  volume  en  pyramides 
triangulaires ,  dont  on  cherchera  les  centres  de  gravité  respeo* 
ti€^en  L,  M  et  N.  Ils  seront ,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  sur 
les  droite  mcmées  aux  centres  de  gravité  a,  6,  c,  de  \e\a$ 
bases ,  et  aux  trois  quarts  de  leurs  longueurs  à  partir  du  som- 
met A. 

>PAr  la  théorie  des  lignes  proportionnelles,  il  est  daûr  que  les 
^points  L^  M  et  N  seront  dans  un  plan  parallèle  à  la  base;  ce 
plaà  contiendra  d'ailleurs  le  centre  de  gravité  cherché ,  puis-» 
qu'on  peut  concentrer  chaque  pyramide  en  son  centre  de  gra- 
vité, c'est-b-dire  en  L,  M  et  N  (52  ,  4"')?  «*  que  le  centre  des 
forces  est  toujours  situé- dans  le  .même  plan  que  les  points  d^ap- 
plication  (37).  Le  centre  de  gravité  cherché  sera  donc  en  I^  am 
point  d'intersection  de  la  ligne  AG  par  ce  plan  ]  or  on  sait  qu/^ 


Digitized 


by  Google 


I)£S  CENTRAS   DB   OR  A  YITi.  ']3 

ce  plan  doit  coupet  toutes  les  droites  partant  du  point  A  y  en 
parties  proportionnelles  :  donc  I  sera  aux  trois  quarts  k  partir 
du  sommet. 

63.  D'après  cela ,  on  peut  trouver,  soit  k  l'aide  de  la  compo- 
sition des  forces ,  soit  par  le  principe  d|es  momens  y  le  centre  de 
grarité  d'un  corps  terminé  par  des  faces  planes,  puisqu'on  peut 
toujours  le  concevoir  décomposé  en  pyramides  ou  en  prismes, 
dont  on  saura  trouver  en  particulier  le  centre  de  gravité; 
ainsi  on  n'aura  plus  à  considérer,  qu'un  système  de  points 
(52,54). 

Ces  diversespropQsitions  sont,  dans  la  pratique,  applicables  aux 
surfaces  courbes ,  parce  qu'on  peut  les  regarder ,  sans  erreur  sen- 
sible, comme  composées  de  plans  juxta^posés,  c'est-à-dire  conime 
des  polyèdres. 

III.  Des  centres  de  grapité  des  courbesj  des  aires  et  des 
volumes. 

64.  Trouver  le  centre  de  grai^ite  d^un  arc  de  courbe  plane 
quelconque  CZ  {^^.  32). 

Soit  ^  =fi  l'équation  donnée  d'une  courbe  plane  DZ  rap- 
portée aux  deux  axes  rectangulaires  A*  et  Ay  ;  x  et  y  «ont  les 
coordonnées  AP  et  VM  dW  point  quelconque  M  :  il  faut  imagi- 
ner que  cette  courbe  est  composée  d'une  suite  de  points  maté- 
rJek  pesans,et  qu'on  cbercbe  leur  centre  de  gravité ,  en  suppo- 
sant que  les  deux  extrémités  C  et  Z  en  soient  données.  Reprenons 
les  formules  (A'  p.  67),  (la  caractéjristîque  2  devient  une  intégrale) 
ou,  si  l'on  veuf ,  la  conséquence  (56)  à  laquelle  elles  <int  conduit. 
La  masse  pesante  est  ici  l'arc  de  courbe  lui-même,  nous  en  re- 
présenterons la  longueur  CM  par  5;  ainsi  ds  =  M?n  en  sera  l'é- 
lément ;  xdsjei  yds  sont  les  momens  de  cet  élément.  D'ailleurs 
la  troisième  des  valeurs  (A')  ,  qui  donne  la  distance  du  centre 
de  graTité  au  plan  dès  xy  est  inutile  dans  le  cas  présent,  puisque 
le  plan  ykx  doit  contenir  ce  centre  (87) ,  ce  qui  donne  Z=^o. 
Ainsi  on  a  (56) 
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(D'). 


"Voicî  l'usage  que  Ton  fera  de  ces  formules. 

On  tirera  de  Péquation  de  la  courbe  les  valeurs  dé  ds  çt 
de  5 ,  en  fonction  de  a?  ou  He  y ,  car  on  sait  qu*on  a  .  .  . 
ûJs  ri  ^  (  0^*  -f-  (fy^  )  ;  et  substituant  ici  ces  valeurs ,  il  ne  res- 
tera plus  qu'à  exécuter  les  intégrales  /{  xds  ) ,  /{^ych  )  et  .  .  . 
/  V^  (  dx^  +  ^'  )  )  pour  avoir  les  deux  coordonnées  du  centre 
de  gravité  exprimées  généralement.  On  observera  seulement 
que  les  intégrales  nécessitent  l'introduction  de  constantes ,  dont 
la  déterminatioït  dépendra  de  la  position  des  points  G  et  Z  qui 
marquent  les  extrémités  de  l'arc  de  courbe.  Si  les  coordonnées 
du  point  initial  C  sont  AB  =  a ,  BG  =  & ,  on  satisfera  aux  demc 
conditions  suivantes  : 

ï®.  D'avoir  en  même  temps  «=o,  jp  =  a,  j^=i,  ce  qui 
déterminera  la  constante  introduite  dans  la  recliercbe  de  s. 

2**. Que  x  =  a  et  jf=zb  donnent  f^xds)  =  o,  jXyds)  =  o, 
puisque  /{xds) ,  fiyds)  désignent  des  sommes  de  momens^  qui 
doivent  être  nulles  au  point  G  :  ce  qui  djéte^miaera  les  con- 
stantes introduites  dans  fÇxds)  et  fiyda^* 

Les  ilitégràles  se  trouveront  d'ailleurs  par  la  méthode  des 
quadratures  (^  Cours  de  Mathématiques  »  n^  8o5)  y  et  elles  ne 
seront  définies  que  quand  on  aura  introduit  la  condition  qui 
fixe  l'autre  extrémité  Z  de  l'arc  :  on  changera  donc  x  en  AF, 
eïy  en  FZ.;  et  on  aura  les  coordonnées  du  centre  de  gravité 
exprimées  en  quantités  connues.  On  voit,  au  reste ,  qu'en  gé- 
néral cette  manière  d'opérer  est  la  même  que  celle  qu'on  em«^ 
ptoie  pour  intégrer  entre  dSes  limites  (^)  \  c^est  ce  que  quelques 


(*)  On  est  convenu,  pour  designer  une  intégrale  définie  prise  entre  Tei  î^ 
mites  aeiby  d'affecter  le  signe  /  d'intégration  des  indices  a  et  &  ï'un  etebaut 

/>*  .    .  /•*        diû 

et  l'autre  en  bas,  de  la  sorte  |    •  C'est  ainsi  que  /   ,  -r- :=|^,  parée 

que  l'arc  dpnt  le  sinus  ^t  x  devient  aux  limites  assignées  Tare,  de  3o<^  et  le 
quadrans  ,  dont  la  différence 'est  l'arc  de6oo  ou  ^  v.  (f^.  Cours  de  Mathéma- 
tiques, tomell^  pages  382  et  386). 
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^ebples  éelaii^ski^Dt  bientôt.  Qndnd  on  voudra  trouver  le 
eeutre  de  gravité  d'une  courbe  |»Uiié/olî  n'oubliera  psid  de  la 
disposer  par  rapport  k  ses  axes  coordonnés  de  la  manière  lu 
pluà  convenante ,  afin  de  simpliâer  les  calculs  :  par  exemple , 
d'a^rb  ce  qu'on  a  dit  (53)  ^  bu  voit  que  féqndtion  (l)  sera 
inii^ile;  loutles  les  fois  que  l'axe  des  m  seth  symétrique  par  rap^ 
port  à  la  courbe  9  fraisqu'aldn  cet  axe  contentioit  le  centré  de 
gravité,  on  aiiya  Y=o. 

SI  là  courbé  doitt  oti  ebe^cbe  lé  centre  9e  gravité  est  à  dou- 
ble courbure^  elle  doit  être  dontfée  par  les  équattoos  de  ses 
deux  projections  sas  les  plails  ooordoilnâi,  6u  plut  gétaériiefÉelit 
par  celles  de  deilx  M^is^oea  courbes  dont  elle  est  rinJtersecftiott  t 
timéi  on  a  y  dans  ce  cas ^  dettx  équatiotis  }fùar  cette  courbe;  et 
&==  \/(^dx^  +  (fy*  ^  da*  )  donné  A  et  ^  eu  foitetiôli  de  Vtttiê 
des  variables  x^  y  ^ig.  Les  bo6rdontiées  du  dentre  de  gravtté 
sont  visiblement  alors 


i=/^**>;  T=^^,  z=-^M.... 


(ly). 


65.  Gbercbons  le  centre  dç  gravité  d'une  ligne  droite.  H  est 
ëvidelit  (53)  qiié  6e  éentre  eàt  au  milieu  de  la  longeur  de  la 
droitié  :  ce  n^est  donè  pas  tant  pour  déterminer  ce  centre  que 
tùu^  allons  résoudre  le  problème  aùal jtiquement ,  que  pour 
appliquer  à  un  exéiliple  simple  les  valeurs  (IT) ,  et  les  obsert 
vation^^précé^enteâ. 

Soiient  jf  2:±  ûz  -+•  a ,  y:±zbz'jrfi>  les  équations  d'une 
droite  Ï)K.  (fig.  21)  dans  l'espace;  on  a  dx=zadZf  cêyzrzhdz^ 
d'où  faisant,  pour  abréger,  la  constante  V^(i  -|-a*  +  è*)  =:  A^ 

d$^l/{ds:^  ^df'^d£*)  =  hài,    «;r=A(^  +  A), 
fxds—  f{  az  -f.rt)A&=(iaa*  +  <*«4-B)A, 
fydB=     {{iz^  +  fi^  +  C)h,    fzds  =  {iz-  +  Ji)h. 

Pour  déterminer  les  constantes  de  nos  quatre  intégrales,  dési- 
gnons )>ar  ijD  ==  k  l^ôrdoiîliée  di|  pointD  ou  cf  nbuence  la  Ion- 
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gueur  proposée;  en  faisant  %  =  k  dans  ces  intégrales > ,eUes. 
deyront  être  nufles^  d'oà  Ton  tire  .      . 

A==^ib,  B=— iaib«--rtib,  C=— i^^P  — /3it,  D=— iP. 

Substituons  ces  valeurs  >  puis  introduisons  nos  intégrales  dans 
les  valeurs  générales  de  X^  Y ,  Z  :  comme  hOi-^k)  se  trouTC 
le  facteur  haut  et  bas,  en  réduisant ,  il  vient 

Jusqu'ici  z  étant  une  variable/  il  n'y  a  que  l'extrémité  D 
de  la  droite  qui  soit  fixée,  et  la  longueur  est  encore  illimi- 
tée; mais  les  trois  expressions  seront  celles  des  coordonnées 
du  centre  de  gravité  de  la  partie  définie  DR,  si  l'on  convîehl 
que  iK  est  l'ordonnée  IK  de  l'autre  limite  donnée. 
.   Or  on  a,  par  les  équations  de  la  droite, 

AE=i  (AB  + AH)=:iû(2  +  it)+«,  BË=AE— AB=X2'-^)- 

Ainsi  BE  =  ^  BH  ;  on  a  de  même  F  au  milieu  de  CI ,  enfin  , 
G  au  milieu  de  DR. 

66.  Soit  demandé  le  centre  de  gravité  d'un  arc  de  cercle, 
MM'  (fig.  33).  L'équation  du  cercle  est  ^' =  a»  —  ar* ,  quand 
l'origine  est  au  centre  C,  et  que  a  est  le  rayon  AC.  Prenons 
pour  axe  des  x  la  ligue  Cx  qui  passe  par  le  milieu  A  de 
Parc  MM';  à  cause  des  arcs  AM  et  AM'  symétriques  par  rap* 
port  à  AC  le  centre  de  gravité  est  sur  AC  en  un  point  I ,  et  sa 
distance  CI  à  l'axe  Oy  est  la  même  que  pour  l'arc  AM:  faisons 
AM  =  5;d'oà  ;       Y 

adx  adx 

(oa  préfère  ici  le  signe  —  parce  que  *  décroît  lorsque.»  croît) 
la  première  équation  (D')  derient 
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Pour  déterminer  C ,  il  taut  faire  y  =  o  dans  le  numérateur  çt 
r^aler  à  zéro;  car  l'arc  étant  nul,  la  ^inme  des  momens  dç 

ses  parties  est  aussi  nuQe;  on  a  G=:^o.  Donc   X  =  -^;  on 

,     ,,   2«      2y         arc  MAM'       corde  MM'    . .     .  ,^ 

tire  de  là  —==7;,  ou ^-j-^z^ — -r;^— — ,  Ainsi  IC«#^ 

a       IC  rayon  AC  IC 

quatrième  proportionnelle  à  l'arc  j  au  rayon  et  à  la  corde. 

Le  centre  de  grayité  de  la  circonférence  entière  est  Tisible-^ 
ment  au  centre  C  (53).  C'est  aussi  ce  que  donne  la  yaleur  ci- 
dessus  de  X;  car  af=:  —  a  donne  y^-o  et  s'=ira;  d'oi 
l'on  tire  X  =  o.  Pour  la  demi-circonférence,  on  a  2«(=9ra 
et  y'^=^a  :  donc  ^  srX  =  a  ;  ce  qui  veut  dire  que  le  rayon  AC 
ai  égal  au  quadrans  décrit  avec  un  rayon  =:  X. 

67.  Soit  enfin  proposé  de  trouver  le  centre  de  gravité  de 
l'arc  cydoïdal  M AM'  (  fig.  34  )  >  dont  le  cercle  générateur  a 
pour  diamètre  AB  =  a.  L'équation  de  la.  courbe  {V.  Cours  de 

Mathématiques,  n*^  723)  est  -~  =  \/ i J,  l'origine  étai^jt 

au  soi^met  A,  l'iaxe  des  x  étant  AB,  savoir  AP=^*, .PM=^. 
Dé8igiM>n8  farc  AM  par  s,  nons  aurons  d$ '=i^(jix^  -{^dy^) 

=  dx  .yi-ji  d'oi  l'on  tire  s  =  V/a  •  /  jy^  =  2 1/  (  a*  )  ; 

ainsi  '«^=34^^*  ^^  vertu  de  la  symétrie  (53)  des  arcs  MA 

et  M^A,  le  cen<;re  de  gravité  deMAM'  est  sur  AB;  et  son  ab- 

sonse  X  est  la  même  que  celle  du  centré  de  gravité  de  AM=«', 

'./^s^ds 
comme  flxds)  =  /  -y^-  ,  la  première  équation  (D')  devient 

^aa  I2iis         I2ûfs       I2a      ^ 

Ainsi  le  centre  de  gravité  de  l'arc  MAM'  est  au  tiers  de  l'ab- 
scisse AP.  Celui  de, la  çycloïde  entière  est  au  tiers  du  dia- 
mètre AB,et  eela.qiiiel  que  s^fit  le  diamètre  AB.  - 
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Ç8.  Trouver  h  centre  d^gmyi^  df  Vnire  iPunfi  courba  jif^^», 
Soit  A  Torigme  (fig,  Ss) ,  et  PÇ^  i^pç  fiPiirhe  donnée  par  «m 
Squation  y  =fx  ;  proposons-nous  de  trouver  le  centre  de  gra- 
ifîté  de  Taire  BCZFj  soit  AP 1=  *,  PM  t=iy.  L'âément  hifinf^ 
ment  petit  VUmp  a  pour  ^wt  ydf\  sa  maç^e  peut  être  con- 
centrée au  miUeu  de  PM  qui  ep  eft  le  centre  de  gravité  :  les 
momeuis  par  rapport  à  Aj?  et  A|^  sont  dpnc  j  ydx  et  ^^dpu^ 
On  éliminera  de  chacune  de  ces  expressions  l'une  des  varia- 
bles' à  l'aide  de  Véquation  y:=ifx^  et  intégrant  ensuite  depuis 
jp  =  AB  et  j'  =:BC,  jusqu'à  x  =  AF  et  ^=  FZ,  on  aura.  » . 
i  fy^dx  et  fxydx  pour  les  sommes  des  ipomens  de  to\^s  ley 
élémens  qui  composent  Faire  BCZF ,  et  fydx  pour  cette  aîrç  : 
ainsi  (56)  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  sont 

Stupposons  q^^il  s^ag^se  de  trouver  )ç  4^i^tre  de  gravité  4ff 
l'aire  S'CXF  renfermée  entre  deux  ordonnées  et  deux  courbes 
cpnnues^  ou  deux  branches  ^e  la  même  courbe  -,  ces  courbes  sont 
données  pftr  leur  a  éq  wiiûns ,  aavoir  y  ^s^fx  pour  CZ ,  et  y'zjs^x 
pour  B'F.  PrenoQS  un  point  quelconque. a  dans  Tétendup  de 
Paire ,  et  soit  AP  çp  ^t ,  Pa  =  a  :  un  élément  rectangulaire  diffé- 
rentiel ohcdfi  pour  surface  dx4%^  et  lymx  moaudus  adxdx,  xdxdzf 
rdUtivementfB)¥x<4eiiXiaxes:  intégrant  d'abord  par  rappoirt  à  j<y 
il  vieuit  zd$iy  ^11^  4x  et  xtd»  jpour  iCatre  V^mp\  et  les  s^miaea 
des  momens  de  ses  élémens  par  rapport  aux  axes  ^  pourvu  que 
ces  Intégrales  soient  prises  de  z  =  PF,  i  «  =  PM.  Ainsi , 
Cy— /)  û&,i  (j^*— y)  dx  et  {y  -y  )ardirsont  Taire  ^Ump\ 
et  les  momens  de  ses  élçmens.'  Qn  intégrera  de  4;  =  ABà 
4P  =  AF,  et  Ton  ^^ra  Tikire  B'CîF'^iet  lès  ^mmes  de  tous  les 
momens  des  élémens  qui  la  composent  :  ce  qui  conduit  aux 
valeurs 
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Il  '6it  iiitéressant  cle  remai^cpr  que  tes  fonttfdf»  préoédentei 
peinfseivt  ainsi  appliquer  a«x  cas  <>à  tel  coordonnées  delà  courbe 
ne  sont  pas  à  angle  droit.  En  effet ,  soit  et  VangleyÀx  (fig.  ^)y 
l'élément  l^NLmp  estyctxrsin  i,  et  Taire  entière  eslfydx  sin«; 
de  même  -fy^dx.smûLy  «k  fxydx. sin  m  sopt  les  sommes  des 
produits  des  élémens  de  cette  aire  par  leurs  coordonnées.  Or , 
oiiserTant  que  le  théorème  di»  n^  34  a  lien  mèoie  lorsqu'elle  ne 
sont  pas  â  angle  droit  >  il  est  élrideat  que  odles  X  et  T  du  centra 
de  gravité  de  Faire  sont  les  méanes  que  nous  atons  trourées  ^ré-^ 
cédemment,  puisque  la  constante  sin  «  disparaît  comme' étant 
£a€lQur  ceMBftum  des  deux  termes  de  chaque  fractfon.  ■ 

69.  Prenons  pour  premier  étemple  le  trapfeie  DÉ  (fig.  36)  ."i 
Il  fauj;  concevçir  que  la  droite  A-G ,  axe  des  x,  partage  chacun 
des  deux  côtés  parallèles  DC ,  EF,  en  deux  part^  égales.  Le 
centre  degravité  I  sera  sur  cet  axe,  et  Je  première  des  ^mu-* 
les  (EO  sufiSra  pour  trouver  la  distance  de  ce  centre  X  au  point 
A^  car  le$  abscisses  des  centra  de  gravité  des  aires  ACKG , 
CEFD  sont  les  mémes.^  h  cau^e  de  la  sjniétrie  (53)  des  deux 
parties  ACEG,  AGFD.  Soient  CD  =  ô,  EF  ^  l>\  AG  ^  m  ^ 
4-P  ==  3Çj  PjVl  =?^5  guoigue  le^  çoprdonnées  puissent  être  obli- 
ques, on  a^==/^+i^#  ppur  Véqimtioi^L  de  fe^roite  CE, et  par 
conséquent  .       ,  .^ ,  ,  ;  ...  ^.-    ^    .  ..^ ,^  .   ..  .;        ,  •     .    . 

/(^^)=/(û^^4-iô*ûitr)  =5^*^  +  i^^*+G , 

Les  oonatanics  C  et  C  /sontrmlli^  paroq  que  lés  înté'^ 
grsJes  le  sont  «Iks-ànéates  lotfaque  ts^^m^.  o;  akasi  ctt  )â' pnm 
l'afamsie  du  ceolse  Ae  gmità  de  GAPM  mi  Ai  CMM'O  ^ 

X  =  4  "^*  y  ^      ^^  y^  Maîs'^la  droite  CE  étant  assujettie 

pax  ^b.  à  .(  .  .  f  .     . 

à  passer  psr  le  peint. E~dont  l'abscisse «st  j?  ^s:  m,  ^  yoc4 

doHuée  «t  j*  2*  ^  b\  réqi|«tioa  y  la  ax  +  l  &  devraétee 

satisâriite  par  joes  nleitcs;  ainsi  i  bi  ^=i  am  -'h  ^  i ,  d'oi 

¥  -^  h  .       .  '  •      •      '      • 

a  = .  Il  ne  s'agit  plus  maintenant  que  ^e  mettre 
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cette  valeur  pour  a  dans  X ,  puis  de  faire  x  z=  m  ;  mettant 
donc  ici  a  ai»  ou  6'  —  6  pour  nax,  on  trouve  enfin  comme 
\n"  59, 


AI  = 


m 


Cette  Taleur  donne  aussi  la  position  da  centre  de  grafité  do 
parallélogramme  et  du  triangle  :  en  effet,  dails  le  premier  cas 
on  a  2^'  =  bf  ainsi  Al  =•:  m-,  dans  le  second,  on  a  6  =:  o  , 
d'où  AI  =  f  m;  ce  résuljtat  a  été  dé)à. obtenu  (Sg). 

70.  Cherchons  le  centre  de  gravité  d'un  segment  parabolique  : 
réqnation  de  la  parabole  étant  j^  =r 7?^? ,  on  a  ^ 

fxydx  =  lxWip')  +  C'ffjdx=z^xi/(px)  +  C. 

Si  Faire  dont  on  cherche  le  centre  de  gravité  commence  à  Fo- 
rigine ,  C  et  C  sont  nuls  :  on  a  X  ==  ^  x  ;  donc  à  cause  de  la  sy- 
métrie par  rapport  à  l'axe  des  x,  le  centre  degrapitê  d'un  segment 
parabolique  est  sur  l'axe  principal  j  aux  trois  cinquièmes  de  la 
longueur  de  Vabscisse* 

71.  Le  centre  de  gravité  d'un  segment  elliptique  se  trouve 
ainisi  qu'il  suit.  L'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  son  centre  et 
à  ses  axes  est  j^  =  k  \/{^  a* — jf*) ,  ib  étant  le  rapport  des  axes,  et 
aie  demi-grand  axe;  d'où 

/T^cfo=/>*(&V/(a*— xO,    fydx  —  f^hdx\/{a^—x^)\ 

on  voit  d'abord  qne  h  disparait  du  rapport  de  ces  deux  quantités 
dont  il  est  facteur  commun  constant ,  ce  qui  prouve  que  les  cen^ 
très  de  grapité  des  segmens  de  toutes  les  ellipses  qui  ont  même 
grand  axe  a  ,  lorsque  les  limites  sont  les  mêmes  perpendiculaires 
aux  X  j  coïncident  apec  celui  du  segment  circulaire  de  rayon  a. 
La  première  intégrale  =i  -^  5  |/(a*— a?*)^+C  j  la  dewdènie 
est  l'aire  du  segment  circulaire  :  supposons  que  le  sommet  A  soit 
la  limite;  intégrant  depuis  «  =  7?i.=  CB  (fig.  33),  jusqu'à 
«  =  CA  =  a;  la  première  devient  y  V^(a* — 7ii*)^y  et  la  deuxième 
Faire  PMA;  donc  CI  ou 
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^■^         MPA        ""MAM'P  "^  MAM'P         segment" 

Qaant  au  secteur  OIAM^,  Usé  compose  du  segment  et  du 
triangle  GMM'  *,  en  concevant  ces  aires  concentrées  en  leurs  cen- 
tres de  gravité  respectifs  I*  et  L,  on  prendra  les  ntomens  par 
rapport  à  G  ;  on  a  CL=  |  m,  CMM'=TOy,  segment  xCIssJ^, 
ainsi  '  .     .. 

CMAM'     ""^'^•^a.ai'cMAM'^^^MAM'* 

Le  centre  àè  grafrité  dti  secteur  est  donc  le  même  {wP  66)  que 
C0lui  de^'arcde^eerdequi  a  |  a^pour  fayon.  Et  en  ^et,  coUsi- 
aérons  Faire  comme  décomposée  en  triangles  înfinitésimauK 
dont  le  sommet  est  au  centré  et  la  base  su^  la  cîreoniGêBenoe  ; 
leurs  centres  de  gravité  seront  sur  un  arc  décrit  avec  le  rayon 
§a,  et  leurs  poids  égaux  pourront  être  réunis  sur  les  divers 
points  de  cet  arc  (Su  ^  4**)* 

72.   Trouper  le  centre  de  grai^ké  de  Voire  d^une  swrface  de 

Supposons  qu'une  courbe  génératrice  plane^ume  autpur  de 
Paxe  des  x  ;  le  centre  de  gravité  est  sur  cet  axe  (63) ,  et,  en  dé- 
signant psiry=:Jx  l'équation  de  cette  courlie,  Faire  engendrée 
a  pour  élément  circulaire  2'7ryds'i  si  donc  on  conçoit  un  plan 
perpendiculaire  à  Faxe  des  x,  et  passant  par  Forigîne,  le  moment 
de  cet  élément  par  rapport  à  ce  plan  est  nirxyds'^  en  mettant 
pour  j^'et  di^  =  |/(<&*+<^*),  leurs  valears;en  fiMOkCtipnjde  ;^et 
dxj  et  intégrant  entre  les  limites  convenables,  on  ^ixkx^nnefyds 
pour  Faire  entière,  et  %iefxyds  pour  la  somme  des  .momens  de 
tous  les  élémens  qui  la  composent.  Ainsi  (56)  on  aum  pour  l|i 
distanceJu  centre  dé  gravité  à  Forigine 

X='^ (G'). 

prenons  pour  exemple  les  surfaces  engend^s  par  ^nne  droite^ 
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L'/éi|uatîo».  de  la.  li^po  générM^ife  est  ^  =  ax  +.  ^  ;  donc 
ofe —if^V-t»"  .4- 0  ••  Ain»» 

Or,  cette  expression  est  la  même  chose  que  (£')*,  ce  qi^i  fait 
Toir  que  Je  qentre  defpqaTilé  de  l'aire  de  toute  aiirâice  de  révo- 
lutiôlii  etigendrée|>iar  Mn^  droite  autour  d^fin  axe  situé  dans  soû 
jdan,  a  la  même  coordonnée  dans  le  sens  de  cet  axe  que  le  centre 

imglm^tÊêt  mèpeDÉkfûiMUtià  l^  mâ^  distance  «b  l^QrigkM  ^m  i^ 
cmKiié'dmgïïapiéi  (kl^  faire  cf Un  eém  tr9nquéj  d^unj^Undi^  ûu 

fi^tfptfopotédeiMuiyer  lefientoedeignaTité  de^  iwr£iQ»4'iUie 
zone  sphériqne,  c'est-ji-dire  d'une  portifiQ  de  Paire:  4'im^^ipbèi|e 
temprîae  enlfé^eitiL  jdiylif  {Moall^ea.  Pour  cela ,  oomin^  ré<(ua- 
tion  du  cercle  est  y*  =  ^ax  —  x\  a  étant  le  rayon ,  ^  >l'«rî|[p;ip 

étant  au  sompiét ,  on  a  ûb  = ^  d'où  yds:=adx.  En  substituant 

y        , 
^-  ax+<:!  ' 

Ott  détermÎMera  «ii&aent  C  -et  C,  quax^  on  c^nnattra  la  po8t<- 
tkmet  la  longueur  de  l'ave  générateur  par  riqpport  à  l'axe  des  x. 
iiai^f'il  a^t  d'«ne  calotte  spfaérîqiie^  on  a  G  es  o ,  C  «s  o;  et 
{MiTiOoniéfvent X ^e:  | «.  Donc  ie centre  de^gnufitéée  la  caUme 
sphérique  est  au  milieu  ée  la  fiècke, 

73.  ^ITrouper  le  centre  de  grapité  d'une  surface  courbe  quel' 
conque.  -       * 

.  Cette  surface >  rapportée  à  trois  ^aà3  coordonnés^  a  pour 
équation  différentielle  donnée  dz  ^npdx  +  qdy  ;  faisons  >^poùr 
aibrégisr ,  M=  |/(t  4-/)»  +  y*).  L'«émeiit  dte  Mre  est  mdxdy 
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ODi^lprnMNaieiit  aiq:  prkeipos  du  Càl<»d  inti^gtdi  (FlOmmsiàB 
Mdtbf,  Si;^)  ^  îiSUdfçdiy,  ^Mdtsdy  ^  xiMmdyif  sont  lés  mt^miefA  de 
cet  élément  par  rapport  aux  trois  plans  respectifs  des.jvvy  de^ 
xz  et  des  yz,  Ûonc  fflUdxdy  est  Taire  entité,  et  ffzmdxdy^- 
ffy^dxdyyffxM-dxcfyf  sont  les  sommes  des  moment  A^  Aén 
mens  qui  la  cofnppsent  ;  les  dç^ubles  int^^l^  doivent  être  prises  ' 
dans  les  limi^  convenables.  Ainsi  le^  );rpis  coordonnée»  du 
centre  de  gravité  sont  (56)  ' 

r^^^jfàdxdy^  ^  171^^'  Tim^- .  : 

^4*  'J^upèr  le  centre  de  gra'piiè'  d^un  volume  •  qîielcon^ue 
symêûïque par  rapport  à  un  axe  :  tels  soht  les  p jramide^es  scM 
li4es^irévola;ÎQP;Çtc.  .  '..-., 

Si^  à  partir  du  point  C  quelconque  (fig*  ^9)  ^  on  prend  sur 
Faxe  tine  loiigueur  CP  ==  a^,  et  si  Pon  ëoupe  le  toltdépar  inùi^^ti 
pefpendicmaii^  à  cet  âxe,  la  section  K  qu'on  obtiendra  iscra 
Connue  eu'  fonction'  de  àf,  puisque  la  génération  dti  solldefëit  ^ 
donnai  ^insi  m^x^H^f^'  Soit P/i  =?^,  R(ùr  sera  Tâér, 
ment  M' tUmm'  du  volume,  et  si  l*on  conçoit  un  pfan  perpen- 
diculaire en  C  à  Taxe  CB,  $tr  lequel  çst  le  Centre  de  gravité , 
l^xdx  sera  le  n^oment  de'  (^et  élànent  par  rapport  à  ce  plan. 
Aiasi  fKdx  sera  le  volume,  et  fKxdx  sera  la  somme  des  mo- 
ménstléiousses  étémens.  Onaura  donc  (56)  ■'' 

Pour  se  servir  de  œtte  formtdé,.  il  fmi  ir^arear  K.>en  fonction 
de  ar,  d'aprës  la  nature  du  corps ,  faire  les  intégrations,  et  dé- 
.ietmiïier  convenablement  les  constantes.  H  est  clanr  que ,  par  la 
même  raison  que  précédemment  (68),  iji  n'^stpas  nécessaii^e 
que  AB  soit  perpendiculaire  sur  MIVI', 

75.  S'il  s'agit, ^âr  exemple,  d'une  pyramide  ou  d'un  cône, 
l'arête  AH  est  une  droite  :  prenons  r<yigine  au  sommet  A, 
fBÎ9onÉ^AB=i:ô,  et  représentons  par  aTafre  de  la  base  H^.  Qn 

6.. 
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saît^  K  el  Oy  qui  sont  les  «iret  Je  deux  Sections  parallëief, 
tont  proportionneiles  aux  carrés  de  leurs  distances  au  sommet 

A  :  ainsi  —  =  =  ,  d'où  K  =  —  ;  substituant  dans  la  for- 
mille  ^')  7  on  a 

V  _  P^dx  _fs?dx  _  3  :y^  4-  A 

^  -  ISS"  — yv^  —  ipr+B- 

Si  le  solide  n*est  pas  tronqué,  on  a  A  =r  o  et  B  =  o;  d'oii 
X=:^âp;  puisfaisant  4r  =  ^9PnaX  =  |  h\  ce  qui  est  le  résul- 
tat déjà  connu  (62).  Mais  si  le  solide  est  tronqué,  en  prenant 
AS  =  m, pour  l'abscisse  4ç  !9  1»^  supérieure  LO,  on  a 
A.=  —  3n»*,  et  B  =  ^—  kn^y  d'où  l'on  tire^   en  mettaijit  b 

pour  X,  X  =  | .  ^ — 5.  Les  quantités  qu'on  regarde  comme^ 

connues  dans  un  cône  tronqué  sont  les  rayons  des  cercles  de  ses 
deux  bwes  et  sa  hauteur.  Soit  SO=r,  BH  =  R,  et  SB  =  A;  il 
s^agit  de  trouver  X  en  fonction  de  R,  r  et  A.  Or  on  a  aisément 

m  :±=  ^; — —  et  i=  =r— —  :  en  substituant  on  obtient 
R  — 'T  R  —  r 

^  —  A^'  (R_r)(R3— !?)• 

Soit  encore  pris  pour  exemple  le  segment  d^eUipsoîde.  En 
nommant  a,  ^,  c,  ses  demi-axes  principaux,  la  surface  rap- 
portée à  son  centre  et  it  ces  trob  Kgn^  a  pour  équatî<m  {^F'oyeg. 
Cours  de  Maih.  ^  n*  646  ) 

a*^s*  +  aVy  +  fcW  =:  «»6«c*.  .     . 

La  section  par  un  plan  perpendiculaire  aux  x  est  une  ellipse  dont 
l'abscisse  est  x  )  son  équatioa  est 

a*i»«*  4.  (^c^y^  =  4*c*  (  a»  —  x^  ). 
Lesdemi-axes  sont  -  i/o*— jp?  et  -l/a»— .»•  ;   on    sait 
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qu€  Taire  enfermée  par  cette  tourbe  est  le  produit  de  ces  deux 
lignes  par  le  nombre  sr,  savoir  K=-^  (a»  —  a?*  ).  (  ^  Cours 

deMath.,n»8o5,IV). 

Ije  coefficient  constant  de  cette  quantité  se  trouvant  facteur 
des  deux  termes  de  la  fraction  H',  peut  être  supprimé^  en  sorte 
qu'on  posera  siini^ement  K  =,  a*  —  »•  :  ainsi    ^ 

le  quotient  de  la  division  de  ces  quantités  étant  indépendant  des 
demi-axes  &  et  c  ^  on  en  conclut  que  le  centre  de  graviU  de  tous 
les  segmens  d'ellipsoïdes j  formés  par  les  mêmes  plans  perpendi- 
culaires aux  x^  coïncident  j  pourvu  que  le  demi-axe  a  dirigé 
selon  les  x  soit  le  mêmej  et  quels  que  soient  b  «^  c  ;  ce  centre  est 
donc  aussi  le  même  que  pour  la  sphère  de  rc^on  a.  Si  l'on 
veut  que  le  segment  soit  terminé  au  sommet ,  les  intégrales  doi- 
vent être  prises  jusqu'à  ^  =  a  :  pour  le  demi  -ellipsoïde  l'inté- 
grale commence  à  :r  =i  o ,  et  l'on,  trouve 


76.  Trouver  le  centre  de  gravité  du  volume  d^un  corps  de 
révolution» 

On  sait  que  nry^dx  est  Tclément  du  corps  perpendiculaire  à 
Taxe  X  de  révolution;  9xy^dx  est  soù  moment  par  rapport  à  un 
plan  perpendiculaire  i  cet  axe ,  et  passant  par  l'origine  ;  irfy^dx 
est  le  volume  entier ,  'rrfxy^dx  est  la  somme  des  momens  de 
ses^  élènens.  Donc  on  a  (56) 

_    fxy^dx 

Cette  formule  peut  se^  déduire  de  (H')  comme  cas  particulier  : 
en  effet  K  est  ici  un  cercle  dont  j<  est  le  rayon  ^  ainsi  on  a 

On  pourrait  appliquer  immédiatement  la  formule  (F)  à  la 
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rechertke  dà  centre  dé  gràtifé  da  cône  et  du  ctee  tronqué  :  il 
faudrait  pour  cela  prendre  pour  génératrice  une  droite  passant 
par  Torigine^'  et  dont  féqUation  serait  y  =  ax.  On  obtiendrait 
ainsi  pour  X  les  yaleurs  déjà  trourées  p.  ^4* 

^7.  'Sôlt  pria  pour  exemple  le  segment  spfaérique  MAM' 
{i%.  33);  Féquation  du  cercle  dont  le  rayon  est  a,  î*origine 
étant  au  sonunet  A ,  est  y*  =  2  ox  —  «*;  la  formule  (!')  derient 
donc  « 

£q  obseihrairt  que  le  tohime  et  les  momens  doirent  détenir 
nuls  quand  x  :^  o,  on  trouve  C  =  o^  et  D  =  o.   Ainsi 

12a— 4-^ 

S'A  s^git  de  ta  demi^-sphërfe»  il  faut  f&ire  s  =::  «>  et  Ton  A 
X  =  I  a;  donc  le  centm  dt  gra^iU  de  lu  (hmi^phère  êêt  aiut 
trois  huitièmes  du  rayon  è  partir  du  centre. 

Dans  le  segment  de  paraboloïdêj  le  centre  de  gravité  est  aux 
deux  tiers  de  Vaxe  à  partir  du  sommet  :  car  l'équation  de  la  pa- 
rabde^  y^^^px^  donne.pour  (10 

fpxdx   ~  ipx^~^ 

L'équation  de  Vfaypéf4bôle  ^kt,  en  prèAatit  f origine  au  sotti- 
es 
mA,  ^^  =  -j  (aaaF+**  )  •  ^^  aura  jpour  le  centre  de  gravité 

du  solide  engendré  par  cette  courbe^ 

^  _f{^ajd'+x^)dx  _^  li^r^-t-jar^  8a+3x  s 

f(iax+x^)dx~     aar»+^^'^i2a  +  4*         * 

Cette  v^bur  i^iprocliè  d^mtaift  pbs  de  1 4r  que  ar  «est  ^lus  petit, 
et  de  I X  que  x  est-plus  grand ,  par  rapport  à  a  :  X  ne  peut  ja- 
mais à^ûr  pour  vi^ur  l'une  de  ces  deux  quantités;  et  dUes.sont 
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les  hit^iM  #nlfe  leiquiUetla  embrci  de  gravité  doil  w.  tfoiftYer« 
Donc  h  ^n^pei  df  grwnài  dtàa^gmmU^J^pnMfdde  tU  wâté  les 
<i0»Mtmr^0é  îe$  Htm  féar^d^iffib^ié^^àeimp^^dmmimmHt 
78*  Ttoùit^er  k  ceniH  de  gmvM  dtwu  woltém»  qmkonqm^ 
Supposotit  qu'e»  an  Ueu  atbîtr«ke<l«  «e  «Mji  »  on  pr««st  vn 
point  dont  les  coordonnées.soient»^  y^^i  et  un  élément  dif- 
férentiel dxdyds^  Les  mpmens  de  ^et  élémeat  par  rapport  aux 
plans  respectifs  des  xy ,  des  xz  et  des^  sont  zdxdydz ,  ydxdydz\ 
xdxdydz\  on  obtiendra  donc  Iç  volume  total  et  les  sommes  des 
momens  de  tous  les  élémens  qui  le  composeùt  en  intégrant  entre 
les  limites  conTcnables.  Ainsi  (56)  les  coordonnées  du  centre  de 
gravité  sont 

y  _ ///  idxdydL      _  fffydxdydz     „_fff  zdxdydz 
^—  fffdxdydm'"^^  fffdxdydz  '  ^  ""  fffdxdydz  ' 

Ces  int^;rajes  triples  s^éyaluent  entre  les  limites  connues ,  en  se 
serrant  des  équations  données  des  surfaces  courbes  qui  terminent 
la  masse  dont,  cm  obérée  le  centre  de  graTÎté.  Ces  calcuk  s'exé- 
cutent selon  lej  inémes  principes  que  ceux  qui  servent  k  déter-* 
miner  les  volumes  des  corps.  {K  Cours  de  Alatb.,  n®  812). 

Si  le  corps  n'est  pas  bomogène  y  on^n'est  pli^  en  droit  de  sub- 
stituer le  volume  à  la  masse  :  soit^  la  densité  de  la  molécule 
qu'on  a  considérée,  ç  étant  une,  fonction  connue  de  ses  coordon- 
nées XyyjZ\  dors  il  lalit  admettre  baut  ^t  bas  dans  nos  formules 
le  facteur  f  sous  les  signes  /. 

Soit  proposé  de  trouver  le  centre  de  gravité  du  volume  d'unCo- 
noîde  }  cet^  surface  est  engendrée  par  le  mouv^nent  de  la  droite 
QlVt  (fig.  38)  qui  se  meut  sans  cesser  d'être  parallèle  au  plan  xy, 
et  en  glissant  le  long  de  l'axe  des  z  d'une  part  y  et  sur  un  cintre 
DMC  de  l'autre.  Nous  regarderons  cette  courbe  comane  ellip- 
tique^ et  en  désignant  p^  a  et  â  les  dqnf  demi-axe^  QD  et  OG, 
et  AO  par  c,  l'équation  de  cette  surface  (*)  est 


i;*J  Cûr,  les  châtions  du  clnlrc  DMC  sont  jr=c,et  a»y«-f  *•«»  ±=a»5«; 
celles  d'une  gëne'raUrîce  quelconque  sont  r  =:  *x ,  a  =  C,  En  ^^Jiminant  Xjyt% 
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86  tfrATiçioE* 

a^€^  4*  ^^s*  =  a*fr*s*.    La  ymlemr  X  esl  ici  9&aSe  nécenaire. 
CherdMH»  d'aboi^  le  ythane  dn  oorpt  oa  le  dénmniiiateiir  ^ 
riolégration  par  rapport  à  s  donne  adsdyi  les  limites  sont  oet' 
le  ff  de  la  surface;  ainsi  on  mettra  poor  s  sa  Taleor  tirée  de  l'é- 
quation et  on  intégrera  par  rapport  à  ^aeol  la  quantité 

rfrArfr  =  ^ /♦>(»•*•- cy), 

on  fera  pour  cela  |/ (iV  —  cy)  =/ (^*  +  çy)  j  c'est  la  trans- 
formation ordinaire  ;  die  donne 

bx    I  — <*       ,  _4*f         ^ 


^=— riîrs»  ^ 


par  là  le  radical^  ou  *  {bx  +  <y),  devient       ,       j  de  sorte  qu'oui 
doit  inté^er 

% 

or,  si  on  intègre  .  rr  par  parties  ^  on  obtient . 

/*      dt ^ /* edt 


Qn  fera  successivement  n  ^al  à  i  et  à  2  ;  et  retranchant  du  se- 
cond résultat  la  moitié  du  premier,  puis  réunissant  en  une 
seule  les  deux  intégrales  qui  ont  (  i  4*  ^^  )*  au  dénominateur  et 
réduisant;  on  obtiendra 


z  encre  ces  quatre  Cautions,  on  a  /z*c*«*«^&*C*=a>&*  qni  exprime  qne 

la  droile  est  uAe  génrjcairice  :  il  ne  s'agit  donc  pins  qne  de  mettre  pour  «  et  ^ 

Y 
leurs  valeurs  *- et  a. 
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DES    CENTRES   DE   GAAVITi.  89 

Cdk  posé  9  pour  avoir  le  yolume  qui  ett  en  dessus  du  plan  ^^ 
il  hxLÏ  prendt^  Pint^ale  depub  la  plus  pSetite  yaleur  de^  jus- 
que la  plus  grande  :  on  les  trourepar  la  théorie  connue^  et 

bx         . 
z  =  o  donne  ^  :=  ±  — •  On  intégrera  donc  depuis  çy=— 6s 

jusqu'à  cy  =  4*  bx.  Or  la  yaleur  ^=  1/  (  ,    ,1,       )  donne 

pour  limites  t=:  00  et  t=  a  Ces  deux  hypothèses  réduisent  à 
zéro  les  deux  i*'*  termes  de  notre  ii^tégralej  la  ti^ngente  qui  entre 
dans  \t  3*  est  infinie  dans  un  cas  et  nulle  dans  l'autre;  l'arc 

est  donc  -  et  zéro.  Ainsi  notre  intégrale  devient  f  une  part 
=  I  -,  et.de  l'autre  =  0  :  retranchant  le  i^  résultat  du  a* , 
on  a  —  -g,  qui,  substitué  ci-dessus,  donne 

j  i*  j          ahwxdx 
dxfzdy  = . 

On  intègre  de  nouveau  depuis  xzrzo  jusqu'à  :i^  =  c ,  et  on  double 
pour  avoir  le  volume  total  du  corps,  qu'on  trouve  ainsi 
fzdxdy^^  i  àbox:  c'est,  comme  on  voit,  le  produit  de  l'aire 
elliptique  du  cmtrïB,  ou  alm  ,.par  la  moitié  de  la  hauteur  c. 

Pour  avoir  l'intégrale  du  numérateur,  qui  revient  d'abord  à 
celle  de  xzdxdy ,  il  faudra  de  même  substituer  à  2  la  valeur  tirée 
de  l'équation  de  la  surface,  puis  intégrer  relativement  à  y  seul  ; 
ce  qui  se  réduit  à  multiplier  par  jple  résultat  d^à  trouvé  ci- 
dessus  :  donc 

xdxfidy  :sz  ,  d'oà //iawfcw^  ===•§  aftrc*, 

et  enfin  X  sa  |  c  ;  résultat  simpk  et  remarquable. 

79*  Appliquons  à  un  exemple  ce  qui  a  été  dit  (  52 ,  4^.)  pour 
trouver  le  tentre  de  gravité  d'un  système  de  corps.  Cherchons 
ççlui  du,  secteur  sphérique  engendré  par  le  secteur  circulai  rç 
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go  aTATiQmu 

MAC  (6g.  33)  Ml  loonMiit aulcNtf  ëe  AC.  Ce  ¥o1iuim efteom- 
po«é  d'iih  êe^moki  sphérîqae  et  dPun  é^ae;  soieiii  1  etL  leori 
centres  4e  grâTHéreqkctifs;  en  à  tu  (77)  qu'es  désignant  AP 
par  Sy  et  AC  par  a,  on  a 

Staîs  comme  les  positions  de  I  et  de  L  ne  sont  pas  rapportées; 
an  même  point  A  ^  on  remplace  la  seconde  de  ces  Talems  par 

AI#n  AP  4^  PLss:  s  +  i  .(a  —  i)  «i  (3s  +  «).> 

Olaposé^  oonceyons  les  yolumes  de  ces  denx  eorps  réunis  en 
leurs  centres  de  granité  I  et  L  :  on  connaît  ces  Yolumes  par  la 
Géométrie,  et  on  sait  que  (G>ur8  de  Math.,  n®  3 1 3) 

Le  secteur     =  |  ir  a** , 

Le  segment  =  yirip*(3a—  *), 

Le  cône        =  J  ît  (  2ax  —  **)  («  —  *)• 

En  pirenant  les  momene  par  rapport  au  point  A ,  on  a  pour  le 
sèment 

Four  le  cône 

J^.(ia*  -  «*)  (  a~;r  )H3*  +  «). 

Enfin  diTÎsant  la  somme  des  momens  par  la  somme  des  masses  y 
qui  est  k  v^olume  du  secteur ,  on  a  (56)  pour  la  distance  du 
point  A  au  centre  de  gtavité  cherché ,  en  ôtant  le  facteur  com- 
mun -J  .  TTAT, 

X  _  .^  ^^^ , 

et  en  réduisant 
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DES  CENTA^   IDE  ORAYITK.  ^t 

ce  qi^fl  s^Agissatt  dd  trotiver. 

Vf.  Méthode  de  Guldin. 

86.  La  méthode  àèr^robarique  (^),  découterte  fat  Pappwj 
est  «tm  a^t^lée  règle  dé  Ghldinj  parce  ^ttd  ce  satant  en  a 
M%  àeA  a]^licatb)li8  Utiles  :  elle  eonâiste  en  uh  procédé  fittt 
simple,  pour  trouyer  Faire  on  le  vcduttie  engendré  par  la  ré- 
Tolntion  d'une  courbe  quelconque ,  qUaUd  <m  conUait  Pé^Ua- 
tien  y  cft  le  centre  de  gratité  dte  la  li^ë  OU  dé  Taire  génératrices 
void  en  qU6i  éoUÂiAe  cette  Uiétfaade. 

On  fient  écHre  lés  se<!ondé8  équations  {ïï)  et  (E')  ainsi 
qu'tlsuît: 

^_f^^yd8      ^^    y  _  fwy*dK 
asM     '    .  ^wfydx^ 

La  première  de  ces  deux  équations  exprime  l'ordonnée ,  dans 
le  sens  de  l'axe  des  y^  du  centre  de  granité  d'une  ligne  :  elle 
donne  tstY^s  =  fa.'Tryds.  Or  ajrT  est  la  circonférence  dont  T 
est  le  rayon  ;  c'est  celle  que  décrirait  le  centre  de  gravité  au- 
tour de  l'axe  des  »,  si  l'on  faisait  tourner  la  courbe  sur  cet 
axe  :  de  plus  f^%yds  est  l'expression  de  l'aire  de  la  surface 
qu'engendrerait  l'arc  de  courbe  s  par  cette  révolution  :  donc 
Vaire  engendrée  par  la  résolution  dfune  courhe  donnée,  autour 
d^un  axej  est  égale  au  produit  de  la  longueur  de  l^arc  généra-- 
teur  par  la  circonférence  décrite  par  eon  centre  de  grapité. 

La.  seconde  des  deux  formules  ci-dessus  exprime  l'ordonnée 
dans  I<3  jBeus  des  y  du  centre  de  gravité  de  l'aire  d'une  couilie  : 
elle  donne  %7fï,  ^fydx -^si  fvy^dx»  Or  si  Ton  fait  tourner  la 
courbe  autour  de  l'axe  des  x^  l'aire  dont  l'expression  est  fydx^ 
engendrera  un  corps  dont  le  volume  sera  f%^d«\  et  le  centre 
de  gravité  de  l'aire  décrira  une  circonférence  =  2srY.  Donc  le 
volume  que  Vaire  d'une  courhe  plane  engendre  par  sa  résolu- 

(*)  XiVTfoï,  centre 'y  B*^oç,  poids* 
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9^  STATIQUE. 

tion  autour  ]fi^un  axe^  êst  /<  produit  de  Voire  génératrice  j  par 
la  circonférence  que  décrit  son  centre  de  gratuité*  ^ 

Cette  dernière  proposition  a  lien  même  lorsque  Faire  généra- 
trice est  comprise  entre  detu^  courbes  ;  ou  entre  deux  k^anches 
d'une  même  courbe.  En  eSéi,  la  seconde  formule  (F')  donne 
^T  X  /(  ^  —  /)  dx=  fw  ( j^  — y*  )  û?» ,  qui  conduit  à  la 
méjBB^  conséquence^  pui^quç^  fiy  —  y!ydx  est  Faire  généra- 
trice,  et  que  ffr{y^ — y^)dx  est:l'expres$ion  du  Tolume  en- 
gendré par  la  révolution  de.  o^te  aire.  . 
.  8i.  Par  exemple  ;  pn  peiit  regarder  Faire  d'un  cercle  comme 
çngje;idrée  par  le  mpuyement  de  son  rayon  autour  du  centre  ; 
la  ligne  génératrice  est  le  rayon  R  dont  le  centre  de  gravité  est 
au  milieu  :  la  ligne  décrite  par  ce  centre  est  une  circonférenoç 
dont  le  rayon  q^t  î  R  ;  ainsi  elle  est  =  srR  :  donc  la  surface 
du  cercle  est  xR^. 

Si ladroonférence  FBDE  (fig.  iSjtourne  autour  de  Faxe  A^r^en 
faisant  le  rayon  MB  ==  a,  et  la  distance  MH  du  centre  ii  Faxe 
=  ô,  on  a  pour  Faire  qu'elle  décrit ,  cir.  a  X  cir.  b  =  /^ir*ab  : 
et  comme  cette  valeur  est  double  de  là.  voûte  annulaire  dé- 
crite par  la  demi-circonférence  DEF,  Faire  de  cette  voûte  est 

De  même  le  volume  engendré  par  Faire  du  cerde  est. ...  r . 
=  cerclç  MB  X  cir.  MH  =  25r'a*&.  Si  a  =  ^ ,  c'est-à-dire  si  le 

cercle  tourne  autour  de  la  tangente  en  F ,  Faire  décrite 

=;:  (2îra)* = le  carré  qui  a  pour  côté  la  circonférence  a  j  le  vo- 
lume =  :i7t^c^. 

Si  le  rectangle  ABDC  (fig.  35) ,  tourne  autour  du  côté  BD  y 
il  engendrera  un  cylindre  :  soit  AC=A,  CD==r,  le"  côté 
AC  a  son  centre  de  gravité  au  milieu  I ,  qui  décrit  une  circon- 
férence dont  le  rayon  est  r^  donc  la  surface  engendrée,  ou 
faire  du  cylindre  =  ^vrh.  Comme  le  rectangle  a  son  centre 
de  gravité  à  l'intersection  G  des  deux  diagonales,  le  volume 
du  cylindre  est  .  ' 

ÀC  X  CD  X  cir.  i  CD  =  ^hr\ 

Enfin  ^  le  triangle  rectangle  ABH  (  fig.  37  ) ,  en  tournant  au- 
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DEâ  CENTWrS  DE  GRAVIT^.  ^3 

tour 'ducàté  AB  engendre  un  cône;  faisons  AH  p:;  a  ^  BHnzr, 
et  AB  :=:  h.  Comme  le  centre  de  grayité  de  AH  est  an  milku.F, 
il  décrit  mie  circonférence  dont  le  r^jxm  est  KF  =  ^  ry  l'aire  du 
cdne  est  donc  srra.  Soit  I  le  milieu  de  BH  ;  prenons  sur  la  droite 
AI  une  partie  AC  =:  3 .  AI  ;  G  sera  le  centre  de  grarité  du  trian- 
gle AlBH^  et  le Volume  du  c&oe  sera  eir.C£xBHxî«AB:  or 
CE=|BiJ=s^BH;donccir.CE=f.irr>  et  le  Tolulne  du  oôqe 

Ces  résultats  9  déjà  connus^  ne  sont  mis  ici  que  pour  mieux 
développer  la  méthode  centrobarique  ;  on  pourrait  cPailleur^ 
l'appliquer  également  au  cône  tronqué ,  à  la  spbbrè ,  etc. 

8a.  On  sait  dnic  trovr^  la  surâice  aig^ndrée  par  la.réfdu- 
tion  d'une  courbe  donnée  /ou  le  Tolume  engendré  par  celle  de 
•son  ^e,  loi^^*on  connaît  te  centre  de  gravité  de  la  courbe  eu 
de  Faire  génératrice  y  toutes  les  &às  que  la  courbe  ^sora  soumise 
à  4caàe  Iwt'dbnnée  par  une  équation*  Si  cette  courbe  ne  faisait 
pâssuaie  vévcdutîon  entière  sur  soii  axe,  il  serait  aisé  detrouver 
encore  l'aicje  ou  le  volume  engendré,  car  on  a  évidemment  tette 
analogie  :  l'aire  ou  le  vblunrie  engendré  par.  une  révolution  en- 
tière est  à'une  circonférenoe  q;uelconqne,  comme  Paâne ou  k 
volume  engiendré  par  une  portion  de  révolution  ^  ^  a^Farc  de 
cette  circonférence  qui  lui  sert  de  mesure  angulaire.  Donc  Paire 
ou  le  volujhe  engendré  par  une,  réi^olution  entière  ,  ou  par  une 
portion  de .réifolution  ^  est  égal  au  produit  du  chemin  quefaiù  le 
centre  de  graçité  par  la  courte  ou  l'élire  gé^ratrice. 

83,  Eéciproquement  aussi^  on  obtient  la  circonférence  décrite 
pas  le  centre  de  gravité  d'un  arc  de  courbe  dans  sa  révolution  au- 
tour d'un  axe,  en  divisant  la  surface  qu'engendre  cet  arc  par  sa 
longueur  même  :  donc  pour  avoir  la  distance  du  centre  de  gra^ 
vite  d'un  arc  à  un  axe,. il  faut  le  faire  tourner  autour  de  cet  lae, 
et  diviser  la  surface  qu'il  engendre,  par  la  circonférence  qui 
aurait  pour  rayon  la  longueur  dç  cçt  arc;  ioe.tbéorème  peut  ser- 
vir dans  un  grand  nombre  de  q^.à  trouver  le  cefitre  de  gravité 
d'un  arc  Par  exemple,  pour  trouver  le  centre  de  gravité  de  l'arc 
MAM'  (fig.  33),  on  le  fera,  tourner  aut;our  de  Cy  perpendicu- 
laire au  rayon  AC  =  a  q^i  divise  cet  arc  en  dcui^  parties  égales  \ 
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coxBM  Uiwpftf  taglBitfp  far  Pare  sttra  HBemanesphériqne» 

dleMrax=Bft9a. mf  s  èndî^^t  oéftte  T^^ur  par  U  ciroéAfé-* 

Muœqui  aMAMpcMimjoii;  «apar  sir.Màil'i  oo  • 

A  MM' 
*   -^^  pour  la  distance  X  du  centre  cherché  à  Cy.  Sî  Parc  est  la 

demt-circûnférence^  elle  eogeadre  «aie  mvtiàce  sfhéri^ixti^^n;^ 
<ft  ^BMELé  l'are-  ginératoi&r,  =:gm,  on  a  p#ur  la  «ircontt:^ 
rence  décrite  par  le  centre  de  gravité  autour  de   C^.'.^. 

2  irX  =  ^r —  =s  ia  :  d'où  irX  =  aa.  Tout  ceci  Raccorde  ayec  ce 

.     ira        ^  (  •   '  .  ;      ^ 

qu'on  a  vu  (66).  »■. 

fie  même  en  dÎTisaut  le  aolide  engondnô  dans  k  révolution 
d^uae  aire  autour  4fuM  axe,  par  ùMe  aire  et  par  a^r,  on  aura  la 
dJataJMwdu  centre  de|pravité4efette  aurai  Tate.  Aia^i  àBDG 
{Bg^iS),ea  tournant  autopr  dd  VD,  engendre  un  0|rIt|ièveiloiit 
le  Tolume  esteT^i^;.  Taine  AJBDC  p;;  bttç  en  àufiwotiàtmowt^i 
par  rhx  2ir,  on  a  ir  ponr  la  diftancè  du  leentrb,  de  '^liÉ^ 
de  ÀBGBl  kKgne  BD.  On  aanût  dn  nlénie.  i A  p<uir  la  di^ 
stance  de  oe^point  k,  la  l^paç  CD..(  ,F<yiEf«  Àdtt  égard  .un 
MéBKNDêde  f^angHOH^nuéàé  fannijceux  de  VAcêd^paie^  pwar 
Fannéài:7K4*)  .    i.  ..•-..      . 


CHAPItRE  m. 


84*  ^  appelle  Machines  des  cor^  retenus  par  des  oiiatiK^ , 
tek  que  des  points  ou  dés  axes  fixes,  let  k  V^iie  desquels  les  forcée 
àgissefût  lés  unes  contre  les  autres.  'I/indostrie  et  le  besonaont 
produit  de  concert  ces  inventions  mécaniques^ ^me&distkiguis 
de  simples  et  de  composées.  Hin^  a  que  trois  niaeliifie^'Mnipie&> 
les  Cordes^  lePkuh  încUné  et  le  Lei^ier:  il  ne  â^agit  pour  fo]*« 
mer  des  machines  composées  que  de  réunir  en  un  méfue  »y-« 
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àiime,  ^mmurimuiAAtMBÏmïplé^fiin  ht  fitimit:  cmmiiuinquer 
entré  ellei^r^  hia%  éâaèn^Md'iiiaitmkobiaeeit  de  oh»iiger  lagran- 
4^wti  la  dîreoliaD  des  farcefr,  de  *  sorte  ^pe  tout  oe  qi^oti  doH 
dire  des  maehi^ei  a'^st  cp'une  saite  d'ap^ltcatiost  dets  f)i*dpei{- 
tî0»s  dénofitKées  précédonmettt. 

Itonsatteiis  tftifter  «épouénmit'de  cfaaqwtBafdiîne  ^iti^Ae/èt 
des  mafibineft  43fÊfùfmdeaie^fkm»  q^^mfB,  çot  ftitant  d^abord 
flMf^^m  det  fdfaâtacks  4111  fnmêtmpiA  4e  la  nature  des  ma*- 
tii^m^*<^J«BikjiQiettde}aÊK^CQnsk^ 
Itmeatj,  la.Goidem* ^bs  nordes^  ékc,  mm»  réserfart  d^  aroir 
IgfirdparJafiiike. 

I.  !Des  Systèmes  jflexibleif  j  ieïs  que  les  Cordes^  la  Chçjnette  9^ 
les  Lames  élasHques.  . 

£5é  Les  QaÊaisÀmmtd0e4iffem^msé^H>Éni  àtrànàm£ttrëfaé^ 
tÙH^  (leejbràâs  eu  Urmat^ê  point  if^  Mn  êoni  oiàurJtM  West 
.patJQèAsarâoâr&qaèles  ocr^dî|Eb;c«t  des  va^  rî^dés ^  que 
.l0s/|>ttissaù^  pcmrent  iiidyfépmaMiebt  pous^  oa  titet:  les 
eœdestUohes  m  noa  tôndaes^  tfeBoaft  pi»  deislai<y^en8  de  traûâ^ 
misibiiides  farces  t  dan»ce  qoe^éus  alkms  .d^/tidiis  éënsîdére- 
ronfles  eordts  oqapime.parftiitSttiêâtlbeidHes/si^  et 

réduites  à  leur  axe  y  à  moins  q«i6  >  âblui  n^ârrartissidns  é^essé- 
•9iant  idAi  o<Hdarairé.  On»  itpoïiiie-^itiâsri  Jes  eorAe^  dbs  Bfatftines 
funicubit^s, 

Mom  appieUdreo^  TjESfuim  9^i^  cordon.  la 'force  qui  agît  à 
fmtm  dft  ses  èxIséoMtés  qoaad  l^tre  est  fixe  i-  lorsqi^n  a  deui 
jpiBsaMEneès  i^aks  et  opposées,  «f^Hqiiécte  à  uik  ccÂrdbh,  îl  y  a 
éqsàlibre)  «t  l'oit  pmrt  regarder  F  ttité  des  ^Mréi^tés  eotome  fixe  ^ 
la  tension .e^JBuDie  des  ibrea^qm. agissent  svir  'ce  cordon.  Mais 
si:iyifK3ihren!a  paalîev,«e  q«i  arrî?e  larMfue  W  deux  puis- 
sances sésitinégaliBs,  la  tendoK  ^ 'lapins  petite  des  deux  for-^ 
eqs  :  ioar  £efti  de  la  plus  graiide  est  di'anéa^ir  la  plus  petite^  et 
de  T^ntaràinecibns  fe  ^sens  4le  sa  propre  direotioù  ^  eomme  le  fe* 
ratt  une  iictaroe^égale  4  Vexcië»  delHine  sur  l'autre  '.  or  cette  der^ 
mëmpaoki^  de  TidGat  nepéot  OMSty&teier  4  la  tension ,  qui  sera  ]a 
même  qoe Vil  n'y  aïoit  que  la  plfis  petite  des  dettx  farces  qui  agit/ 
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86.  Soient  trois  forces  P^Q  et  R ,  soUioitant  un  point  nuiCé- 
rielMy  ^il-aidede  troboordes  AM  yCM^  BM  (fîg.  42)9  unies  par 
on  Qoeud  en  M  :  comme  on  peut  remplacer  les  cordes  par  éts 
Tecges  ri^des;  il  est  TÎsiUe  ^'il  n'y  aura  équilibre  entre  les 
forces  VjQyHy qu'autant  que  1» proposition  ( 20  )  aura  lieu; 
ainsi  le  théorème  du  parallâogramme  des  forces,  et  toutes  les 
'T|$ritésqui  s'y  rapportent  reçcnvent  ici  leur  application  immé* 
diate.  En  général,  qudqne  ncmibre  de  forces  que¥on>consid^ 
agissant  h  l'aide  de  cordons^ironr  point  matériel ,  les  conditions 
de  l'équilibre ,  ou  la  résultante ,  seront  données ,  sacwir  :  par  lés 
équations  des  n®'  20  et  24 ,  si  les  forces  sont  disposées  dans  le 
même  plon^  çt  par  celles  des  n^  23 ,  27  et  28,  si  elles  ^nt  dans 
des  plans  différehs. 

87.  Mais  lorsque  toutes'les  puissances  ne  sont  pas  réunies  en 
un  même  nceud,  alors  le  cordon  qui  transmet  leur  action  mu- 
tuelle des  unes  au^  autres,  ^end  la  forme  d'un  polygpné;  por- 
tons notre  attention  sur  fs^ polygone  fiaùchlcme.  Suit  PABG. ..« 
(  fig.  40)1  ce  polygone  retenu  en  équilibre  par  des  forces  P^  Q, 
R . . . .  jNous  ne  suppoi^earoxis  chaq^  nœud  tiré  que  par  une  seule 
force>  parce.quç  ^jd  y  «n;  a.vait  plusieurs,  on  les  réduirait  à  leur 
résultaote*  Les  ncçudis  qui  teianiiient  le  polygone  des  deux  part« 
sont  di^uji.  tirés  par  deu^iforoesi»        .        ; 

Ik^  d^x  premier^ spti^seances P,  Q>  tirent  le  nioeud  k  comme 
le  ferait  leur  résultante;  le  cordon  AB  est  donc  tiré  par  cette 
dernière,  et  l'était  supp^^  d'équilibre  exige  que  toutes  les  autres 
forcèsR|  S.  •  •  transndettent.leur  action  au  nœud  B  de  mamère 
à  tira:  le  cordon  AB  en  3eus  contraire  ayec  la  même  énergie  e^ 
la  même  direction  que  la  résultante  de  P.  et  Q.  Substituons  donc 
ài?,et,Q  cette résiidtante dirigée  selon  Awi-, et. concevons^la ap- 
pliquée en  B.  Jjà  cordon  BC.  sem  donc  iiré  par  là  résultante  de 
cette  force  et  de  3>  1  c'est-a-diro  par  la  résultante  dés  trois  forces 
P^  Qi  R,  considérées  comme  transportées  parallèlement  et  ap- 
pliquées en  B;  et  cet  effort  sur  le  cordon  BCsera  dirigé  sel^i 
cettç  droite,  et  df§truit  par  une  action  égale  et  contraitepro^ 
duite  en.  C  par  la  traiismission  de  l'effet  des  autres  puissances.- 
£)t  ^insi  de  ^tet  jusqu'il  ce  que,  arrivant  enfin  au  dernier 


Digitized 


by  Google 


•   Cordes.  ^ 

noeud  D  la  réiniltantef  finale  «oit  égale  et  opposée  à  celle  àç$  deux 
dernières  forces  T  et  V.  Gonclttons  de  ce  raisonnement  fort 
simple  qne  daiM  tout  polygone  funiculaire  en  équilibré 

l«.  Il  faut  que  81  l'on  transporte  toutes  les  forces  parallèle- 
ment  à  leurs  directions  pour  les  appliquer  en  un  même  point  j 
elles  soient  en  équilibre,  ■ 

2**é  Pour  trouper  la  direction  de  Vun  des  cordons  et  là  tension 
qi^il  épromfej  il  suffira  de  transporter' pàraUkUrhent  toutes  les 
forces  qui  agissent  depuis  un  bout  du  polygone  jusqvf  à  Vun  des 
nœuds  terminant  le  cordon^  et  chercher  la  résultante  de  ces  forces, 

3®.  Deux  c6t4s  contigus  à  un  noeud ,  tels  que  BC^  CD  et  la 
force  S  qui  tire  ce  nœud ,  sont  toujours  dans  un  plan, 

'  4®.  Si  les  forces  P,  Q  e*  R  sont  dans  un  plan^  la  partie  PAB 
du  pofygoney  sera  alM^f^puisque  C6  plan  est  celid  de  la  résul- 
tante des  fiirces  P  et  Q  et  dé  ÂB.  Si  toutes  lesTorces  sont  dans 
i}n  piéme  plan ,  le  polygone  entier  y  sera. 

88.  Si  l'oti  trace  trois  axes  rectangles  dans  l'espace^  et  qu'on 
désigne  les  /orces  et  leurs  directions  par  la  notation  dii  n®  27/ 
on  devra  donc  aToir  les  trois  équations         ' 

S(Pcos(»)  =  o,2i(Pcos/à)  =  o,S(Pcosy),=  o.-.'(A*)5 

et  quand  les  forces  sont  dans  un  plan^  "   ' 

X(Pcos«t)  =  b,X(P^in.a)=o (B*). 

Lorsque  ces  équations  ne  sopt  pas  satisfaites,  il  ne  peut  y 
aToir  équilibre,  quelque  forme  qu'on  attribue  au  polygone;  umis 
si  elles  ont  lieu ,  cet  état  existera ,  pourvu  qu'on  donne  à  la  fi- 
gure une  disposition  favorable ,  que  détermine  la  .construction 
SuiTonte.  La  résultante  m,  des  forces  P  et  Q,  donne  la  direction 
du  cordon  AB  et  la  tension  t  qu'il  éprouve  ;  la  résultante  t  et 
de  R,  ou  celle  des  trois  forces  P,  Q,  R  appliquées  en  B,  donne  la 
direction  et  la  toision  /du  cordon  BC ,  etc.  :  et  arrivé  au  dernier 
côté  DV,  on  trouvera  que  sa  tension  est  égale  et  contraire  à  V. 
Chaque  nœud  est  d'aiUeurs  soumis  à  la  même  action  que  si  Von  j 
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tramportait  parallëleiiient  les  forces  qui  agissent  depuis  an  bout 
du  polygone  jnsqpi'à  cet  angle. 

Lorsqu'en  prolongeant  deux  côtés  quelconques  PA ,  Y D ,  ils  se' 
rencontrent  en  un  point  O ,  ce  qui  arriye  aitx  poljgpi^  plans,  la 
résultante  des  tensions  des  deux  cordons  prolongés  est  détruite 
par  celle  de  toutes  les  forces  intermédiaires.  Si  donc  on  applique 
celle-ci  au  point  O  de  concours,  chacune  de  ces  trois  forces  est 
représentée  par  le  sinus  de  l'angle  formé  par  les  directions  des 
deux  autres  {p?  20). 

On  a  pour  les  divers  nœuds  ces  équations,  oii  ayb,c,  dési-r 
gnent  les  angles  respectifs  formés  par  les  cordons,  comme  on  l'a 
indiqué  dans  la  figure,  et  /,  /,  /^  •  •  I^s  tensions  des  cordons  ; 

sin  b      sin  c       sin  a  '      sinô'        sine'      sina'^ 

Ces  équations  serviront  à  calculer  les  élémens  du  poljrgone  funi^ 
Culaire,  avec  les  données  du  problème.  Si  n  est  le  nombre  des 
noeuds,  on  a  2n  équations;  £1  y  entre  2/1  angles  (  parce  que 
les  trois  angles  de  chaque  nœud  yalent  36o°  ), 71  -f"  ^  forces, 
7»  —  I  tensions  des  côtés;  en  tout  4»  -f*  >  quantités ,  dont 
2/r  -{-  I  devront  être  données ,  et  271  inconnues. 

Et  si  un  polygone  funiculaire  donné  n'est  pas  en  équilibre , 
on  l'y  réduira  en  introduisant ,  où  l'on  voudra ,  une  force  qui 
satisfasse  aux  équations  (A") ,  puis  on  donnera  aux  côtés  du  po- 
lygone des  directions  conformes  à  la  règle  prescrite. 

Observez  que  si  les  angles  a  et  b  autour  du  nœud  A  sont 
égaux,  c'est?à-dire  si  Q  divise  par  moitié  l'angle PAB ,  on  a  P=^; 
et  si  les  forces  R,  S  . .  •  sont  dans  le  même  cas,  on  a  de  même 
^ï=/=^....=:V»^:  la  tension  est  donc  constante  partout 
et  égale  à  l'une  dés  forces  extrêmes,  lesquelles  ont  même  in- 
tensité* 

Lorsque  les  forces  Q,R,  S  ...  sont  parallèles,  le  polygone 
est  plan,  puisque  le  plan  qui  contient  P,  Q  et  AB ,  contient  aussi 
Q  et  R ,  etc. ...  En  outre  les  sinus  des  angles  b  et  a  sont  égaux , 
ainsi  que  ceux  de  b'  et  a^,  etc«  Nos  équations  deviennent  donc 
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P $ina=  'siaa' z=:  t* sina''  =î  etc«Xe«  tensions  àontdonc alon 
réciproques  aux  sinus  des  angles  qu'elles  forment  oifec  lesjbrces 
parallèles.  Et  quand  celles-ci  sont  yertîcales^  comine  il  arrive 
(£g«  4^)  .lorsque  les  angles  sont  tirés  par  des  poids ^  alors 
a,  a' y  , .  «  stint  complémens  des  angles  h^  h! ^  *  •  •  des  cordons 
a? ec  l'horizon,  et  on  a      * 

sin  a  =  ços  A  =  -r-r ,  etc.  d'oà  -r-r  =  -r-T^  =    ,     i^ietc* 
sécA.  sec/*      séçA       séc  A*' 

les  tensions  sont  proportionnelles  aux  sécantes  des  angles  qu'elles 
,  fini  apec  l'horizon, 
i  89.  Soit  un  cordon  PABC  .  •  (fig.  4<>)  dont  l'une  des  extrémi- 
tés y  est  retenue  par  un  point  fixe  ;  l'autre  extrémité  P  j  ainsi 
<[ue plusieurs  points  de  ce  cordon,  sont  sollicités  par. des  forces 
quelconques  P,  Q,  H, . . .  données  en  grandeur  et  en  direction  ;  il 
suit  de  ce  qui  Tient  d'être  dit,  que  l'équilibre  s'établira,  etque  le 
polygone  funiculaire  prendra  une  figure  ABG  ...  qu'on  con- 
struira facilement.  €ar  l'effort  exercé  sur  le  point  fixe  V  est  la 
tension  V  du  cordon  retenu  par  ce  point  5  on  peiit  par  consé- 
quent remplacer  le  point  fixe ,  dont  on  suppose  d'ailleurs  la  té-< 
sistance  suffisante,  par  une  force  Y  qui  sera  facile  k déterminer; 
puisque,  étant  donnée  par  les  équations  (A*),xeUé  sera  expri- 
mée en  grandeùt  et  en  direction  par  la  résultante  de  toutes  les 
forces,  supposées  transportées  parallèlement  et  appliquées  an 
point  fixe  V. 

A  plus  forte  raison  si  les  deux  extrémités  du  cordon  sont 
fixes i  l'équilibre  aUra-t-il  lieu,  et  le  problème  de  la  construo- 
tioii  du  polygone  sera  alors  indéterminé,  à  moins  toutefois 
qu'on  ne  donne  en  outre  quelque  condition,  telle  que  la  lon- 
gueur de  la  corde,  etc.  Si ,  par  exemple ,  les  directions  des  cor- 
dons extrêmes  sont  données,  on  prolongera  ces  cordons  extrêmes 
PA,yD,  d9nt  la  direction  est  connue,  jusqu'en  leur  point  de 
<H]ïtlc6urs  O,  auquel  on  supposera  toutes  les  forces  appliquées 
parallèlement  à  leurs  directions  (87);  ensuite  on  cherchera  leur 
^ultante,  qui,  décomposée  suiyant  les  directions  des  cordons 
extrêmes  ;  iera  connaitre  les  pressions  P  et  Y . 

7.. 
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t)e  même  si  an  cordon  A.£B"(  fig.  4'  )  r  ^^^  6ir3eux  points 
A  et  B»  a  tOtt&8és  points  soUksijtés  par  des  forces  quelconques 
dëns  un  plan,  il  prendra  la  eourbare  AEB  ;  ohèrolions  le  point 
de  cqneoiirsO  des  deux  tangmtes  AO  et  BO^  et  transportons 
€êsf(E»>ees  parallèlement  à  leurs  directions  pour  les  appliquer 
en  O  ^  en  décomposant  leur  résultante  Q  en  deux  autres  forces 
dirigéesn^uivant  AO  et  OB  (  86  ) ,  on  obtiendra  l'eSort  exercé 
sur  chacun  des  points  fixés  A  et  B. 

90.  Ce  cas  s'applique  visiblement  à  la  pesanteur ,  puisque  cette 
forée  exerce  son  action  sur  tous  les  points  dn  oordon,  actions 
qui  peuvent  être  assimilées  à  des  poids  distribués  dans  toute  la 
longueur  de  la  corde  pesante;  la  courbe  qu'elle  £oarme  a  été 
aomnaëe  CéUénaiwej,  Chaînette  ou  Courbe  Funiculaire*  U  est 
YÎsiUe  que  cette  courbe  est  plane  (p.  98);  les  points  fixes 
A  et  B  (fig.  41)  supportent  le  poids  entier,  de  U  corde  ;  les  près* 
sions  qu'éprouvent  ces  poiats  sont  (49)  les  deux  forces  P  j  V 
qu'il  faudrait  employer  dans  les  directions  des  tangentes  eu 
A  et  B>  au  lieu  des  points  fixœ.  On  peut  supposer  que  la  corde 
perde  sa  flexibilité.et  conserve  la  forme  AEFD;  et  puisque  P  et  Y 
détruisent  le  poids  de  la  corde  y  la  résultante  des  efforts  exercés 
par  la  gravité  passe  par  le  point  O  de  concours  des  tang^ites 
extrêmes.  Donc  le  centre  de  gravité  de  A£FB  est  sur  la  verti^ 
cale  OE.  De  plus,  si  Pon  place  en  O  un  poids  Q  égal  à  cdui  de 
la  corde  ;  et  qu'on  la  suppose  non  pesante  et  soute«iiie  par  demx 
fils  inextensibles  et  sans  pesanteur  AO^  BO;  les  pointa  A^  et  Baer 
ront  tirés  de  la  même  manière  qu'ils  Tétaient  par  le  poids  de  la 
corde  y  donc  les  eibrts  P,  V,  exercés  en  A  et  fi,  sont  piK^rtiotir 
nels  aux  sinus  des  angles  BOE  et  AOdS  (  20  )  ^  et  on  left  déduit  de 

Q P         _        V 


sin .  AOB        sin  .  BQE        §in  .  AŒ  * 

Cfia  doit  loême  avoiir  lieu  >  qoi^  que  soidoAle^  poîi^  Aet  B 
pris  où  l-ûB  voudra  sur  la  chitiietftey  pmî^iie  l'^t^t,4'^W^^^ 
peionet  de  considévec  cpmfm.  ^^  4(V^  9m^  9l9l^}QQ4^eB  ^is 
sur  le  cours  de  la  ccmrbe^  Si  doi»q  on  ref^rd^  le  po^tt  F  <yuome 
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fixe  aa  lied  du  point  B,  le  reste  AEF  de  la  courbe  ne  changera 
pas  de  forme;  de  plus  là  tension  P  exercée  en  A' sera  encore  là 
Tnéme.  Pour  nous  en  conTainore  y  rema^qnontf  qu^il  eat  pennié  d» 
supposer  dans  la  fig*  4^ ,  que  le  point  G  est  fike^  sans  rien  cba1I*^ 
ger  i  l'état  d'équilibre  dn  système:  ainsi  le  pol^one  ABCD  •  • . 
conserrera  la  même  forme  :  de  plus  l'introduction  du  point  %im. 
en  C  équivaut  à  celle  d'une  force  qui  produirait  l'éqiiflibre; 
cette  force  agirait  donc  dans  la  direction  BG ,  et  puisqu'elle  doit 
équiyaloir  aux  forces  S»  T,  V^  qu'on  a  snpflrimées^  elle  dbit  Aire 
éprouTcr  à  ce  cordon  la  même  tension  i  :  d'où  il  suit  que  /^  t 
et  enfin  P  sont  restés  de  mêmes  grandeurs. 

"  91.  Cherchons l'é^tion  delà  c6uri>e  AMCB  (fig.  44) i  ^^^mèe^ 
par  une  corde  inextensible >  uniformément  grosse,  fixée  en  deux 
points  donnés  A  et  B,  et  sollicitée  dans  tous  ses  points  par  h 
graTÎté.  Prenons  l'origine  en  A,  l'axe  déd  «.sur  l'horizontale  ks^ 
et  celui  des^  sur  la  yerticale  :  pour  un  point  M  quelconque^ 
AP  =  X,  PM  =^  et  AM  =  s.  Les  tensions  exercées  eh  A  et 
^Q  JMT  ^uiTaiiit  les  tongentiens  AD  et  MD  donntent  (90  )   ~  -,. , 

'  poids  de  AM sift  ADM^  s 

tension  en  A       ^n  IDF        a 


9 


car  le  poids  de  l'arc  AM  est  proportionnel  à  sa  longueur  »,  et  la 
tension -eki  A  est  une  4^ianfiîé  Constante  ibôontrae  a.  Or 

sin  IDF  ±=  $,  cos  IDF  =  ^: 

-A  ds  , 

désignons  par  0. l'angle  I AD,  nous  aurons 

Donc  sdx  1=  a  sild  frdSt  -v-  a  C09  â  ^  .  • .  (1). 

Tel^ç  «st  l'équation  différeiitfel)e  de  la  chaînette.  Pour  élimir 
ner  une  des  yariables  x^y  et  s^  on  difiiérencie  en  prenant  dx 
constant  ]  —  dsdx  =  b^^,  en  faisant  5  =  a  co9  9.  On  déduit  âé 
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là, en meltant  \/{dx^+cfy^)  pour ds,^dxdy=  —^l^—- 

or  dk  étant  constant,  f intégrale  da  a*  membre  est  yîsiblement 
J|/(d[K*+rfy*)  ;  celle  du  premier  membre  est — yd^,  et  ajoutant 
à  cette  dernièpe  pour  constante  cdx  (à  cause  de  l'homc^énéité  ) , 
on  a  (o— ^)  û&F=iV/(ûtB»+ûBK*)- 

Or  ^  étant  la  tangente  de  Pangle  que  forme  avec  l'axe  dès  x 

la  toui^ianteà  la  courbe  en  chaque  point,  si  l'on  fait  j^  =  o,  on 

.   dy 
derra  aToir  -^  ^  tang  ê  :  cette  condition  donne  ......... 

e3&&|/(i+tang*0^^8fc';d'o&cr=a.Donc 

Pour  int^er  cette  équation  on  fait  a  —  j^  =  ^^  et  on  i^ 
^  =  '  ,  ,  i  '•'w.x  2  on  rend  cette  fraction  rationnelle  en  posant 
^(a» — &>)=ss-r#(Gpur9deMath.n^775);  on  en  déduites  et 
fib  en  fonction  de  iy  et  substituant^  dx  =  — }  donc 

^  =  ô,Jog*  +  A=ri.lQgC«-V^C«*-&*)]+A5 

ooenfin 

*=i^.log[a— j.  — V/Qa— j.)«-6*3+A. 

Cette  équation  renferme  les  trois  constantes  A,  a  et  i^  or 
f^  s  :?:  p  quan4y  =0  >  d'où  résulte  la  valeur  de  A ,  et 

a*'.  Si  l'on  tiré  de  (a)  la  valeur  de  ^-  pour  la  substituer  dans  (i  ), 
on  aura  l'équation 
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B  —  asm  ^  — ^/[(a'— ;y)»—  b'] (4), 

qui  donne  la  longueur  de  l'arc  correspondant  ii  une  ordonnée 
connue.  Ainsi  la  chaînette  est  une  courbe  rectifiahle.  Si  l'on  met 
les  quantités  données  ÂMQB  et  OB  pour  a  et  y,  cette  équation 
devant  être  satisfait^  y  donnera  une  relation  ^tre  o^et  ^« 

3**.  Enfin ,  si  Ton  met  AO  pour  :p^  et  OB  pour  y  dans  (3)  ,  on 
,aura  une  nouvelle  équatiqn  entre  a  et  ^.  Ainsi  on  pourra  trourer 
les  Taleurs  de  ces  deux  constantes.  L'éiquation  (3) ,  dans  laqueHe 
les  constantes  sont  maintenant  connues ,  est  celle  de  la  chaînette  : 
elle  s'étend  à  tout  le  cours  de  cette  courbe  considérée  comme 
prolongée  de  part  et  d'autre  Tcrs  A'  et  B'. 

D'après  ta  théorie  des  maxima^  on  trouve  le  point  B  le  plus 

bas  de  la  courbe  en  posant  -^  =  o  :  cette  hjrpothèse ,  fa^ite  dans 

les  équations  (2 , 3  et  4)  >  donne^=  HQ=  a^^b;  puis  l'abscîisse 
AH  de  cepoint;  et  pour  «,  AQ  =  a.  sin  0.  Il  suit  de  là  que^  pour 
les  valeurs  de  s  qui^  telles  que  AQC',  sont  plus  grandes  que  AQ', 
on  devra  dans  les  équations  (4  et  3)  faire  précéder  le  radical  du 
signe -f-  •,  et  que  pour  deux  points  C  et  C  placés  de  part  et  d'autre 
de Q,de  manière  que  CK=CK',onaKH  =  K'H',QC=Q(r, 
et  les  Taleurs  de  AC  et  AC  ne  difièrent  que  par  le  signe  de  ce 
radical. 

Si  dans  l'équation  (1)  on  change  «  en  a  sîn  é — /,  x  en  AH— j^*; 
y  en  HQ  —  j/,  l'origine  sera  transportée  au  point  Q  le  plus  bas 
de  la  chaînette^  les  x'  étant  verticaux  ;  on  aura  l'équation 
/dy'  es  a  cos  6  d:/  =  bd:/.  Un  calcul  semblable  au  précédent 
donne 

8^  =  x^+!ibx 


bdx  ,,      x  +  b  +  Vjibxj^x' 

^y^V{^bx+x^y  ^=^^ b ' 

C'est  une  des  propriétés  les  plus  remarquables  de  la  chaînette^ 
qu'elle  est  de  toutes  les  courbes  de  même  longueur  et  fixées  aux 
extrémités  A  et  B^  cette  qui  ait  son  centre  de  gravité  le  plua. 
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bas.  Nous  ne  ^démontrerons  pas  ici  cette  propriété ,  fondée  sur 
le  calculnlès  vatîaticmi  (Côiirs  'de  Màth.y  n^  869.)  Mais  il  s'en- 
suit aussi  que  si  l'on  fa^t  tourner  l'arc  de  chaînette  AGC'B  autour^ 
de  l'horiKontale  Ax ,  elle  engendrera  par  sa  réyolution  une  sur- 
face plus  grande  que  celle  cj\ù.  serait  produite  par  toute  autre 
courbe  de. même  longueur  terminée  iaux  mêmes  points  A  et  B. 
En  effet ,  le  centre  de.grayité  étant  dans  la  chaînette  le  plus  bas 
possible  9  ja  circonférence  que  décrira  ce  eentre  sera  aussi  la  plus 
longue  I  et  la  règle  de  Guldin  donnera  (80)  pour  la  surface  courbé 
une  plus  grande  quantité. 

Concevons  une  voûte  en  équilibre  composée  de  petites  sphères 
qui  se  touchent,  et  joignons  les  centres  de  ces  sphères  par  des 
lignes,  droites.  Imaginons  ensuite  que  la  direction  de  la  pesan- 
teur de  ces  sphères  change  tout-à-coup  et  se  fasse  en  sens  con- 
traire i  ettjueles  sphères  soient  liées  ensemble  par  dés  fils  ou 
autrement  y  de  manière  qu'elles  ne  puissent  pas  se  séparer  pour 
obéir  à  l'impulsion  verticale  de  cette  pesanteur  ^  il  est  visible  que 
l'équilibre  ne  sera  poipt  troublé >  puisque  des  puissances  qui  sont 
en  équih'bre  continuent  d'y  être  ^j^rsque,  sans  changej^ ces  puis-, 
sances ,  on  pe  ftit  que  leur  donner  à  toutes  des  directions  con- 
traires. Il  est  visible  de  plus  que  dans  ce  cas  la  voûte  devra  for^^ 
mer  une  chaînette,  que  lespieds-cfroiis  de  cette  voûte  seront  les. 
points  fixés,  et  quMl  n'y  aura  d'autre  différence  que  dans  le  ren- 
versement de  la  figure-,  donc  la  voûte ^  pour  être  en  équilibre, 
devait  avoir  la  figure  de  la  chaînette. 

92.  Il  résulte  de  ce  qu'on  a  dit  précédemment,  qu'on  ne  peut 
tendre*  une  corde  pesante  en  ligne  droite,  si  oe  n'est  verticale^- 
ment  ;  car  le  poids  de  la  corde  peut  être  assimilé  à  une  force  ap- 
pliquée au  centre  de  gravité:  or,  soit  ADC  (fig.  4^)  le  cordon 
retenu  par  les  deux  forces  P  et  Q  ;  soit  R  le  poids  de  ce  cordon^ 
on  a       . 

'  P  _  èin  .  BDC 

R  ~"sin.  ADC* 

Qr,  plus  la  corde  est  tendue,  plus  l'angle  ADC  çst  grand,  et 
plus  aussi  BDC  approche  de  l'angle  droit  ;  de  sorte  que  pour  que 
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la  cordô fût  teiidti(B.bOii«ml|ilei$efit  efl  ligoe droit!©;  il  fiwidrait 

Pi  ^  .  ■  - 

qu'on  eftt  g-  =  -,  ou  P  =i  6b ,  taht  ^e  R  n'est  pas  nul/  Amsi 

quelque  petite  que  soit  la  force  B,  elle  ^va  :oo«rber  la  corde. 
Cest  ce  qtie  l'expérience  eoiifiniie  tous  les  jours^     .: 

93.  Soit  un  cordoil  ADG  filé  en  sesestrémitéa  A  et  Q  (fig.  ^f, 
et  passétdl^ns  un  anneau  D  mobile  le  long  de  ce  c<Hdop.  On  voit 
que.  cet  dmieau  eU  assuj^ti  à  décrire  une  clUpse  KDL  dont  A  et. 
C  sdnt  les  foyerâ,  et  AD.4-  DC  Iç  grand  axe  KL:  ^  donc  une 
puîs^nee  R  agit  sur  l'anneau  à  l'aide  da  cordon  BO ,  elle  deriraf 
être  normale  à  cette  ellipse  (97)  j  ppur  que  TéquiUfare  ait  lieu,  ; 
'c*e«t-i-dire  que  BD  .d^rra  diki$çr  Va^le  AJPC,  J<Kfflîé.par  las, 
rayons  recteurs  y  içn  deu&  partjy^^ égides  ;  d'oùÂl^it que  las  teo^ 
sions  P  et.  Q  des  cordons  AB  et  DC  doivent  étrQfi^losr  $'k  <loaa 
à|&^^i  fotc^B  P  et  Q  ag^nt  à  l'eiitisémité  4'ua  cordon  AOC|  passé 
dm^  H^  anneau  ou  msi^d  coulant  P ,:  retenil  peiT/ime  foroe,  Bj 
voici  les  cooptions  de  leiir  équilibre  :  iMa  droite  DB  doit  divi*.. 
ser  l'angle  ADG  en  deux  égalem&iAj  et  a"",  les  ibrce«  P  et  Q  doi^ 
vent  ^e  ^^^*  Il  irésuUe  de  là  que  ^i  une  corde ,  auxextrénûtéa: 
d^  la^^elle  deux  fbrc^I^  et  Y  agis«eiit^  estoourbée  $t^  mn  po*^ 
Ijgone  wlide  PABCP»  ^ . . .  *,{%  4^)^  ij  faut,  pour. qu'il;  y  ait 
équilibre  A  q;ue  ce^  dff^x  foro^  soient  ^ideft>  car  on  peuit'  re^ 
ga^rder  les.aagles  A,  Bj-ft-r...  du  polygone  oosm^e  4Utaftt  d'îa«^ 
neaux  fixes.  F',  cequ'on  a  ditp^'gg/.  :   , 

Soient  A  et  B  (%5  4?)  ^  ^^  pointa  de.âMpenston  d'mi. 
cordon  AEB  auquel  qst  éttaebé;ui»  P<>îdA  Q.>  ayant  un  ndoud 
ooiidaptî  ou  un  anneau  m  .so«  point  d'attacfae  £  avec  le  â>D« 
don  :  chei^oboe^  les  conditions  d'équîfibre  d*  nej8yâlè«it,^B^ 
on  trouve  un  exemple  dans  les  Réverbères  destinés  à  éclairer 
les  rues. 

Menons  Thorizontale  AC  et  la  verticale  CBH,  AC  et  ÇB  sont 
connus^,  ainsi  que  la  loùgueur  AEB  du  cordon  =  ^.  ï^uisquo 
QEO  partagé Pangle  AEB  en  deux  parties  égales,  les  ançîes  H 
et  GEB  sont  égaux:  àïnst  ie triangle EBH  est isoscèle,  et  HB—EÎB, 
enfin  AH  ==  Ai.  Donc  si  de  A  comme  centre  et  d'un  rayon = A, 
on  trace  un  arc  de  cercle ,  il  coupera  CH  au  point  H,  tel  que  la 
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perpendiculaire  EF,  éleyée  sur  le  milieu  de  BH^  détermSnera  le' 
point  E  de  suspension  du  poids  Q:  cette  construction  résout 
donc  graphiquement  le  problème  proposé.  On  peut  en  trouyer 
aisément  une  solution  analytique. 

<94«  Passons  maintenant  à  la  recherche  de  la  courbe  formée 
par  une  lame  élastique  rectangulaire  ÂB  (fig.  4^)  9  dont>  une 
extrémité  B  est  fixée  ^  et  dont  l'autre  A  est  tirée  par  une  force 
donnée  F  :  la  courbe  est  la  section  longitudinale  de  la  lame.  Si 
cette  force  F  cesse  son  action ,  la  lamé,  cédant  à  son  élasticité, 
revient  à  sa  direction  primitive  rectiligtie  BC ,  tangente  en  B  ; 
mais  cette  force  se  transmet  sur  les  divers  points  de  la  lame>  ^ 
qu^elle  infléchit  selon  la  courbe  Am'mB  dont  on  demande  l'équa- 
tion. Praions  pour  ax^s  coordonnés  la  t^angente  Ky  et  la  nor- 
male k%  au  point  A ,  et  faisons  l'angle  FA:p  t=  «. 

Dana^tont  système  en  ^uilik^e,  on  peut,  sans  changer  cet 
état,  rendre  îojt  telle  partie  qu'on  veut;  supposons  que  l^rc  Bi» 
soit  solide,  en  sorte  que  la  flexibilité  de  la  lame  ne  commence 
qu'au  point  m  5  et  même  remplaçons  l'effet  de  la  force  F  sur  l*é- 
lén^nt  d'arc  mni^  par  une  puissance  Q  perpendiculaire  à  la  tan« 
gente  m't  et  opérant  la  même  inflexion  #ll^<^  On  conçoit  que  la' 
force.  F  se  transmet  de  manière  à  produire  en  rri  le  même  elRet 
que  la  fcnrce  Q ,  et  que  si  celle-ci  cessait  aon  action ,  nti  revien- 
drait comcider  avec  mU  Or  ces  puissances?  P  et  Q  ne  peuvent  pro- 
duire la  même  inflexion  tmi  qu'autant  qu'elles  seraient  capables 
de  s'entre-dé^ire  dans  leurs  actions  sur  l'élément  mwl ^  si  l'une 
était  dirigée  en  seiis  contraire-,  ainsi  les  momens  relativement 
au  point  m  sont  ^aux  :  et  comme  les  composantes  de  F  selon 
lesaxessontFcosfietFsin  «yènajomzrsj^,  hpzizxy 

îj'  oos  <t  —  Fof  sin  «  =  Q  X  rno,  -  > 

Mais  d'un  autre  côté  ^  cette  force  Q  produisant  la  flexion  angu- 
laire imt'-n:  ô ,  comme  cet  angle  varie  ave&les  divers  points  de  la 
courbe ,  Q  doit  changer  avec  x  eX.y\  la  £orce  F  se  transmel^  donc 
inégalement  le  long  de  la  lame:  quand  celle-ci  a  une  épaisseur 
et  une  élasticité  uniforme,  l'usage  est  de  regarder  la  force  Q 
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comme  proportionnelle  à  Fangle  0  qu'elle  prodait  >  ou  Q  =  oS . 
Maïs  les  normales  en  77»  et  17»'  Ibnt  aussi  l'angle  0 ,  et  se  coupent 
en  i  au  centre  de  courbure  ;  ainsi  Rô  =  mm! y  R  étant  le  rayon 
£771  du  cercle  osculateur.  Partaiit  (^  =  a  X  77*771'.  Qiassant  Q 
de  notre  équation,  elle  devieiit  donc 

'    F(j^oos4i— :r  8Îni^.l^  =  a  X77»J»'X  wiots  t, 

b  étant  une  constante  ^  attendu  qu'on  peut  concevoir  la  courbe 
diyisée  en  arcs  ée^ux  dans  tputle  raisonnement.  Il  faut  mettre 

ppur  le  rayon  de  courbure  R  sa  valeur  —  ■    ■     „ (  Cours  de 

Matli.  n^  733)9  et  intégrer.  Noos  pré^^nsici  le  signe  ^-^  parpç^ 
que  y"  est  négatif,  attendu  que  la  cooibe  est  ooncave  Teirs  Paxe    , 
des  X  :  aipsi  ' 

F  {y  cos  •  —  a?  sin^)  (i  +/*)  »  =  —  ^ ? 
y  et  y"  étant  les  coeffîciens  différentiels  de  l'équation  chercbée 

Supposons  que  la  force  F  agit  selon  Ao;  normale  en  A,  «  =  o 
donne 

multiplianioette  équation  par^  =y!£8v, 

On  n?a  pas  ajouté  de  ooiiitanté  à  l'int^rale^  parce  qu'au  point 
Aona^=oety=ôo.  Il  reste  à  intégrer  cette  équation  du 
i^  ordre ,  savoir 

<y~       iFy»       -S'  ^-i/(46»-Fy)- 

Ici  Fint^ation  ne  pjsul  étrç  faite  qu'approximativement  et 
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par  les  séries;  la  constante  sera  déterminée  en  faisant^  et  x  nuls. 

ensemble.  Comme  on  a  A  tir  dx^{i  +y*)  =i=  -^-r  >    <[«atid* 

l'équation  de  la  courbe  sera  tn>mYée  en  x  eiy,  on  pourra  élimi- 
ner dx  et  intégrer  ;  on  obtiendra  ainsi  9  en  fonction  dej^.  Si  donc, 
on  met  pour  j^  l'ordonnée  /  du  point  initial  B,  on  aura  l'arc  total 
AmB  :  or  «cette  longuèvr  est  égak  à  Qjslle  de  la  kmentièide  ayant 
d'être  courbée ,  et  est  donnée;  ainsi  on  aura  une  i'*  relation 
entre  cette  longueur  et  les  constantes  inconnu^  b  et  A  Faisant' 
ci-dessus  j^  =  /  et  y  =  la  tangente  deFangle  BCy  que  faisait 
avec  Ay  la^  lame  aVant  d'être  courbée^  angle  donné ,  on  aur^  une 
2^  relation  entre  leth.  Ces  constantes  seront  doncdélermin^  et 
le  pro^^ènie  aéra  résolu  complètement 

'Xôarsqse  la  iiteie  e«t  très  peu  oonrlriey  la  tai^^Bn|e  en  toi»  leti 
points  est  fort  peu  inclinée  sur  l'axe  des  x  y  et  y^  est  né^îgpabk» 
derant  i  ;  l'équation  différentielle  da  2*  ordre  se  réduit  alors  à 
Fy  zzzr^by,  d'où  Fy(fy=z—fy'Jy\  et 


on  en 


metn  ét^nt  dea^  çonstan]^  arbitraire*  (  F.  h^Méc&Àique  de 
M.  Poisson ,  n**  160.  ) 

Snpposbi^s  maintenant  1^  la  force  :P  soit'uà'poids^^on  égiasé^ 
atbnrUtvefiicflle  AD>  oàaict.s  •^.^''^dfoè:  \ 

Fx  =     "^    3  ,     Fxdx  ==  --^ — ^  ; 


d'où  Fx'^—^b^ 


I/O  -f  y-)" 
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On  a  déterminé  la  constante  par  la  condition  que  ;r  r=  o  et 
y  =  00  ail  point  A.  On  résout  p^  rapport  à  y',  et  Pon  trouye 


ïintégràle  ne  peut  être  obtenue  qjue  par  les  séries. 
.  Dans  cette  courbe,  nous  ayons  yu  que  le  rayon  de  courbure 
est  proportionnel  à  V abscisse  :  lî  Fon  tournait  la  figuré  de  ma* 
nière  à  placer  l'axe  des  x  Tcrtical,  et  que  Fespace  BAa;  fàt  plein 
ïTeau,  la  pression  sur  les  divers  points  de  la  courbe  serait  pro- 
portionnelle à  la  hauteur  af ,  c'est-à-dire  au  rayon  de  courbure. 
La  courbe  Btt^A  de  la  lame  élastique  tirée  par  un  poids,  eA 
donc  la  moitié  de  celle  qtî'afibcterait  un  linge  parfaitement 
flexîblê  et  suspendu  par  ses  deux  bouts ,  et  qu'on  aurait  rem- 
pli d'eau.  .  • 

Si  rextrémité  B  de  la  lame  n'est  point  fixée,  mais  seulement 
butée  contre  un  arrêt,  pour  que  F  soit  détruite,  il  faut  que 
cet  obstacle  soit  sur  la  direction  de  eette^  force,  qui  agît  alors 
selon  là  corde  AB  de  Parc  ;  de  plus  la  tangente  C6  doit  être 
normale  à  la  surface  de  Pobstacle  (n®  97).  En  prenant  la  corde 
pour  iaxe  des  x  et  reproduisant  tous  les  raîsonnemens  qui  pré- 
cèdent, on  trouye  que  l'équation  différentielle  de  la  courbe  est 
FR^  =  •—  ôj  ainsi  le  rayon  de  courbure  est  réciproque  à  If  or- 
donnée de  chaque  point:  l'intégration  rentre  dans  ce  qui  a  été 
dît  cî-dessus;  et  si  la  lame  est  très  peu  fléchie,  en  sorte  qu'on 
puisse  négliger  y^  jievant  i ,  on  retrouve  Péquation  Fy = — iy*', 
déjà  traitée. 

On  Verra  dans  le  Cours  de  Math. ,  n*  898  /  que  de  toutes  les 
courbes  planes  de  longueur  donnée  entre  deux  points^  celle  qzd 
engendre  duns  ^a  résolution  en  tournant  sur  faxe  Ax  (  fig,  ^S) 
la  plus  grande  aire^  è^t  l'élastiqui  dont  le  rayon  de  courbure  est 
inpers^  de  ^ordonnée. 
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11^  De  V équilibre  d*un  corps  qui  ne  peut  se  moupoir  que  sur  une 
surface  y  et  en  particulier  sur  un  Plan, 

95.  Il  est  évident  qu'une  force  N  (  fig.  48  ) ,  de  direction  per- 
pendiculaire à  un  plan  AB,  sollicitant  un  point  matériel  y  est 
entièrement  détruite  par  la  résistance  du  plan,  puis^Ml  t!j  a 
pas  de  raison  pour  que  ce  point  se  meuve  dans  un  sens  plutôt 
que  dans  un  Autre.  Réciproquement ,  pour  qu'une  force  unique 
sollicitant  un  point  matériel  sur  un  plan  le  laisse  immobile  ,  il 
faut  qu'elle  ait  sa  direction  perpendiculaire  à  ce  plan  ;  car  sfî 
cette  force  était  comme  P ,  dirigée  obliquement  y  on  pourrait  la 
décomposer  en  deux  autres  y  l'une  dans  le  sens  même  du  plan^  et 
l'autre  de  direction  perpendiculaire  au  plan  ;  la  première  pou- 
vant produire  entièrement  son  effet ,  le  point  obéirait  à  son  ac- 
tion, ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Donc  un  corps  pesant,  placé  sur  un  plan,  n'y  peut  être  etx 
équilibre  que  lorsque  ce  plan  est  horizontal,  puisque  la  directioa 
de  la  gravité  est  verticale. 

Donc  aussi  pour  qu'un  système  de  forces  retienne  un  point 
matériel  en  équilibre  sur  un  plan ,  il  est  nécessaire  et  il  sufBt 
que  la  résultante  de  ces  forces  soit  perpendiculaire  à  ce  plan. 
Si  donc  on  prend  ce  plan,  pour  celui  des  x/,  et  si  l'on  cherche  la 
résultante  de  toutes  les  forces,  comme  il  a  été  dit  (^27),  les 
équations  (I)  de  la  résultante  devront  être  réduites  à  x  ='î'  et. 
y'=^y'  :  ainsi  il  y  a  deux  conditions  d'équilibre,  X  =  o,  Y  ;=  o . 

Comme  on  n'a  le  plus  souvent  que  deux  forces  P'  et  P,  il. 
convient  d'examiner  ce  cas  en  particulier  ;  on  voit  d'abord  que 
ie  plan  des  forces^  doit  être  perpendiculaire  du  plan  donné  ^ 
puisque  leur  résultante  l'est.  De  plus,  si  l'on  décompose  chaque 
force  en  deux ,  l'une  dans  le  sens  du  plan ,  et  l'autre  qui  lui  soit 
perpendiculaire,  il  faut  que  les  deux  composantes  dans  le  sens 
du  plan  soient  opposées  et  égales.  De  ces  deux  conditions,  la  pre- 
mière est  satisfaite ,  puisque  le  plan  des  fc^ces  est  perpendicu- 
laire au  plan  donné  :  quant  à  la  seconde,  le  plan  de  la  fig.  4^ 
étant  celui  des  forces ,  et  AB  son  intersection  avec  le  plan  donné  \ 
nommons  6^  et  S  les  angles  que  forment  les  directions  des  forces 
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F  et  P  ayod  ce  plan  :  les  cûmpoaantes  qui  lui  sont  perpendica- 
laîres  (19)  sont  P'  sin  ^  et  P  sin  fl  ;  on  a  pour  ks!  compQsantes 
dans  le  sens  du  plan  P'  cos  8'  et  P  cos  8  ;  donc 

P'cose'  =  Pcos8 (€•). 

<    '  / " 

Ainsi  il  faut  deux  conditions  pour  1^ équilibre  de  nos  deux 
forces  ;  la  première  exige  que  Jeur  plan  soit  perpendiculaire  au 
plan  donné j  la  seconde  est  renfermée  dans  Féquation  (C). 
Quant  à  la  pre^sibn  qu'éprouve  le  plan,  elle  est  la  somme  des 
composantes  qui  lui  sont  perpendiculaires  :  soit  N  cette  pres^ 
sion ,  on  a  . 

N  =  P'  sin  y  +  P  sin  fl. 

En  mettant  pour  P  sa  valeur  — « — r— -,  et  observant  que 

^  cos  9  * 

sin  8  cos  ô"  +  cos  8  ain  ^  =  sin  (8'  +  8) ,  on  trouve  pour  la  va- 
leur de  la  pression  dans  le  cas  d'équilibre 

N  =  P'.!i^i^ .'.  (D-).     . 

cos  8  ^     ' 

96.  Appliquons  cette  théorie  à  la  pesanteur.  On  appelle  PxjAN 
INCLUSE  celui  qui  forme  avec  l'horizon  un  àûgle  quelconque^  et 
l'inclinaison  se  mesure  par  cet  angle  :  c'est  celui  que  forment 
entre  elles  deux  droites  menées  dans  chacun  de  ces  plans  par  un 
point  quelconque  de  leur  ligne  d'intersection ,  perpendiculaire^ 
ment  à  cette  ligne.  Puisqu'on  suppose  que  l'équilibre  a  lieu,  nos 
deux  conditions  sont  satisfaites  :  la  première  exige  que  le  plan 
des  forces  soit  perpendiculaire  au  plan  incliné  ;  et  comme  l'une 
des  forces  est  verticale,  leur  plan  l'est  hii-méme»  Donc  cdlté 
condition  se  change  en  celle-ci  :  il  faut  que  la  force  qui  retient 
un  point  pesant  en  équilibre  sur  un  plan  incliné ^  soit  située 
dans  le  plan  quij  passant  pax  àe  point  y  serait  vertical  et  per^ 
pendiculaire  au  plan  incliné  ^  c'est-à-dire,  serait  perpendicu- 
laire au  plan  incliné  et  au  plan  horizontal. 

Quant  à  la  seconde  condition ,  comprise  dans  Féquation  (C); 
ireprésentpns par  la  figure  48,  le  plan  des  forces,  dont  l'une  P' 
est  verticale^  il  coupera  suivant  AB  et  AG  le  plan  incliné  et 
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le p^an  horâontal.  Soit  i  l'angle  BAC  de  pcs  deux  plans;  comme 
•P-  est  peppenillcttkire  Wr  ÂC/  on  a  eos  V  =  «hi  i,  et  Iné- 
quation (C)  devient      ;        .  ' .    - 

P'  sin  I  =  F  oos  fl  ' (E"), 

telles  sont  nos  deux  conditions  dans  le  cas  de  la  grayité. 

Parmi  toutes  les  directions  qu'on  peut  donner  à  la  force  P, 
qui  retient  un  point  pesant  en  équilibre  snr  un  plan,  il  en  est 
^eux  qui  conduisent  à  des  résultats  remarquables. 

i^.  Si  P  agit  horizontalement^  on  a  6  =  i,  et  l'équation  (G'') 
devient  P'  sin  i  =.  P  oos  f .  On  a  donc     1 

P  =  F  tang (P) 

2^  Si  P  d^iidanB  lesens  même  du  plan^  d  =  o,  et 

P  =  F  sin  •  ....  (G"). 

Outre  la  condition  que  ces  équatiqps  expriment  dans  chacun  de 

ces  cas  ^  il  faut  encore  que  celle  que  nous  ayons  énoncée  d'abord 

^oit  satisfaite,  puisque  ces  relations  tiennent  seulement  lieu  de. 

réquation  (C). 

Si  d^un  point  quelconque  B  de  la  ligne  ÂB ,  on  mène  la  Ter- 

ticale  BC ,  elle  s^a  contenue  da^s  le  plan  BAG^  et  ira  couper 

l'horizontale  AG  en  un  point  G  ;  on  nomme  AG  la  bcue^  BG  la 

hauteur  j  et  AB  la  longueur  du  plan  incliné.  Ces  dénctminations 

servent  à  énoncer  les  équations  (F"  et  *G)  d'une  autre  manière  : 

RP  HG 

car  le  triangle  BAC  donne    tang  t  =t  -jr^,  sin  •^=  "T^>  4'où 

F_AC         P'^AB 
P  ~BC'       P  ~BC' 

suivant  qu'il  s'agit  de  l'un  ou  de  l'autre  des  deux  cas  particu- 
liers que  nous  ayons  traités.  Donc  le.  poids  d'un  corps'  est  à  la 
firce  employée  à  le  retenir  en  .équilibre  sur  un  plan  incliné, 
X^.  comme  la  hase  de  pejplan  est  â  sa  hauteur^  si  cette  force  est 


Digitized 


by  Google 


punr  sMiNÉ.  ai 

si  cette  force  agit  (hMàkiêfn»  dm  plah. 

Quant  à  la  pression  qu'éprouTe  le  plan  indiné  dans  le  cas  ^e 
Uffmiè,  l'éqtfitiw  (X)^  éerient 

N^^Xcos(.-l). 
En  rapprochant  cette  expression  de  réqnatiôn  CE') ,  on  a 


cos  9      sm  t      cos 


F=î5  ■■ 


(HO. 


Ainsi  ilf>  pàickjf  lapttkkcmd  êf  Af  pteêgi&n  éérit  respèttUfemewt 
proportionnek  aux  coêinua  des  onglée /brméa  par  la  direction  de 
ia  pAiê^ànMàpet  té  pbttt  indUrtil^  pàè  éettdn  dpec  ta  vefUcdle^ 
é&pêtf  tàp^éanàé  ai^  r%6Hi6riJ  La  foiMnle  (fi^)  ttent^ieu 
éè  àiMsL  4«^!fiôVis,  ét<Fdtk  ^ît  ^ ,  Setptiï  &S  ^ï4n*cip^  d^A^^- 
brd/  iùnt  Oortnéee  Mis  dés  àhiq' quahtÙêê  étiU^nies,  le  poids ^ 
lapuis8t»u^y  éd  di^tiofij  Idpréaéiôn  et  ^itiétincUéàn  Jûptan^ 
éi^péui^MLfdH^trâùliferléédeàxdUtrea. 

^.  dt  l^^tttiltf  iribBSé  est  ivtc  une  ébiirbè  du  sûr  une  surface 
(5ott^bè^  tsâ  ttiHaiétàni  la!  tangente ,  dû  te  plap  tangent  meûé  au 
pbM  tik  le  niolilb*  é^t  plaéé'^  oû  p^ût  ^  appliquer  ce  qu^on  à 
dît  (9^^  èSûst  Ik  fbrcé  qui'  sol£cîl!e  un  point  mobite  ne  peut  le 
hSÉsëfeti  éqtrïTibife  sûr  cette  édûrt)e  ou  sur  éetïe  surface  courbe^^ 
qtfé^&tkiW  ^etté  est  dirigée  surent  là  normale.  Ayant  de  trai- 
ter TéquQibre  sur  une  surface  courbe  y  ou  sur  une  courlîe  à  oou- 
'  ble  CQUjHb«re^«ialftip0nakeasd'ûné^:#v^pI«qel 

Soit  une  courbe*  plane  DMZ  (  fig.  49)  >  dont  y^-fx  est  Fé- 
qtiatfoil;  ÂP:^x,  PWf:^  jr;  et  un  point  H  solicité  par  un 
Àctôtitè  qû^lcdllqâé  ietotéés:  clieitlîons  les  conditions  d'éi^i* 
lilnre.  Nommons  X  et  T  les  sommes  des  composantes  respecti- 
iiéMétki  patfaàèies'  àtaî  aises  dei  x  et  des  y  (21^).  La  tangente  en 
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et  le  cosinui  y  s  représenUpt  l'arc  4e  courbe  j)M.  Or  ]  .un  a  pauir 
les  composantes  de  X  et  Y  dans  le  a^ni.àe  . 

la  tangente X.^,    Y.^, 

la  normale. ....  ^    ^•;^>     ^'^* 

Il  derra  y  ayoïr  égalité  enti;e  les  composantes  dans  le  sens  de 
la  tangente,  et  la  pression  V  sera  la  sinmne  d^  deux  autres 
composantes  :  donc  ' 

Xdx=zYd:y,  etT!id8=lLd:y  +  Ydx  .....  Çl"). 

La  première  de  ces  équations  fera  connaître  l'une  des  forces 
Xet  Y^.oii  donnera  l'éqitfitipn  différentielle  de  la  courbe  DZ 
lorsqûje  ces  forces  seront  connues,  pour  que  l'équilibre  ait  lieu 
en  un  .point  quelconque  M.  Si  la  courbe  DZ/  est  donfiée, 
ainsi  que  les  forces  X  et  Y ,  cette  équation  entre  x  et  ^  ser- 
vira à  trouver  les  coordonnées  du  point  où  l'équilibre  a  lieu 
sur  la  courbe.  Ainsi ,  soient  des  puissances  données  sollicitant 
un  point  matériel  enfermé  dans  un  canal  curviligne;  d'un 
/  point  k  l'autre  la  tangente  variant  d'inclinaison ,  les  cov^- 
santés  dans  le  sens  de  cette  tangente  doivent  aussi  varier  :  l'é* 
quation  précédente,  combinée  avec  celle  de  la  courbe ,  servira 
a  faire  connaître l'^nr  et  Vy  du  point  de  cette  courbe  oh,  l'éqni- 
libre  doit  avoir  lieu. 

Si  l'on  met.pour  ^  «t  da  leurs  valeurs ,  =:  et  l/(iÉc*  +  4y% 

;       •„  ClX       ^^,  X         , 

dans  la  seconde  équation,  on  trouvera  N  =  \/(X*  +  Y* )  , 
ce  qui  est  d'ailleurs  évident ,  car  (13)  telle  est  la  résultante  de 
X  et  de  Y.  '  ^       .     \/J  ,: 

Si  Pon  prenait  pour  ^équation  de  la  ligne  DZ  celle*  d'una 
ligne  droite ,  c'est-à-dire  y=:ax  +  by  les  équations  pré- 
cédette^Tfamknt-trottver  de  nouveau  les  théôrèéiéÀ  gS  ;et  ^  ; 
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VMms  ne  noas  arrêterons  pas  à  Satire  ces  c^dcnlf ,  qîii  n'ont  au'^ 
cune  difficulté.  , 

Il  conTient  pour  F  intelligence  complète  de  cette  théorie  iFen 
faire  quelques  applicationi;  nous  prendrdlu  le  cas  du  cercle. 
Lorsque  le  centre  est  à  Torigine^  et  que  le  rayon  est  r^  on  a 

«*+j/^  =  r*,  d'oJi  d*  =  — '-ûfy,  ce  qui  change  la  première 

des  équations  (1^  6n  Xy + Yar  =  o. 

Si  donc  un  poids  g  est  placé  dans  un  canal  circulaire  et 
qu'on  demande  le  lieu  où  il  sera  en  équilibre  lorsque  la  gra- 
nité seule  agira  sur  lui^  on  trouve  que  X  =  Oy  Y=— ^ 
(lorsque  Taxe  des  y  est  vertical):  d'oi — ^  =  o;  ainsi  le 
point  cherché  a  pour  coordonnées  «=so,^=:±r;  ce  qui 
signifie  qu'il  n'y  a  que  les  deux  extrémités  du  diamètre  yer'- 
tical  qui  conviennent  à  l'équilibre  :  vérité  conforme  h.  ce  qui 
est  d'ailleurs  connu. 

Soit  en  M  (fig.  5o),  un  mobile  pesant  retenu  par  un  fil  CM 
au  point  fixe  C>  et  repoussé  par  une  force  agissante  en  A  sui- 
vant la  direction  de  la  corde  ÂM^  en  raison  inverse  du  carré 
de  la  longueur  de  cette  corde.  Le  mobile  ^  dont  g  désigne  le 
poids^  est  assujetti  à  rester  sui*  la  circonférence;  CP=:«^  PM 
est  vertical  et  =^.  Soit  F  l'intensité  de  la  force  répulsive  lors* 

F"  ' 
que  la  distance  AM  est  l'unité;  die  sera  -^  lorsque  AM=s: 

cette  force  fait  avec  Paxe  des  *  un  anj^e  dont  le  triante  AMN 
donne  le  cosinus  =  -  et  le  sinus  = ^  ;  ainsi  les  compo- 
santes sont  Xss-p^,  Y  =5  V"T^r.^g^  et  l'équation...;.. 
Xy- "if*  Y.ap  =  o ,  devient 

Fr  =  ^. 

Puisqu'on  a  «*  =  «*  +  (r— j^)*s=ar(r— j^), on  pourra  en 
conclure  les  coordonnées  «  et  ^  du  point  où  Je  mobile  devra 
s'arrêter;:  mais  il  est  <^ir  quePéquation  Frrrs^  sidit  k  ott 
objet;  puisqu'elle  donne  s  en  fonction  de  grandeurs  connues. 

8  . 
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Si  l'on  ^30ilfUlëre  oit  ûvtye  force  F'  appliquée  au  siéiiie  ap^^ 

F  «*  .  . 
reil ,  elle  donnera  FV  =zgz^,  d'oi  p  =  -75 ,  ainsi  les  forces  ré- 
pulsives aoiit  entre  dies  eonnne  let  cubes  des  distanoci^  aux- 
quelles dks  soutiennent  le  poids  du  mémeeorps.  La  seeende 
des  équati<ms  (!')  donnerait  de  même  la  tension  N  qu'éprouve 
le  fil  CM. 

On  a  un  exemple  de  ce  système  dans  VÉleetrortiètre  :  on  sait 
que  si  A  et  M  sont  deux  corps  électrisés  de  la  même  manière > 
ils  éprouvent  Faction  d'une  force  répulsive  d'autant  j^s  grande 
l|u'il  j  a  plus  d'électricité  accumulée  en  A.  On  pourra  donc^ 
à  Faide  de  Fanal jse  précédente  ^  déterminer  par  expérience 
^finrtensité  de  la  force  F  pour  chaque  cas,  et,  par  consé- 
quent^ comparer  des  expériences  faîtes  avec  des  élcctrottiètres 
dîCêren$« 

Supposons ,  pour  dernier  exemple^  que  dans  le  système  pré- 
cédent le  corps  M  (ièg.  5o)  soit  sans  pesanteur ,  maïs  que  la 
force  répulsive  de  A  soit  détruite  par  une  puissance  qui  ten- 
drait à  ramener  M  vers  A^  et  qui  serait  pro|)ortionnelle  à  un 
arc  Mff  compris  entre  un  point  fixe  B  et  le  lieu  M  oit  l'équi- 
libre Rétablit.  Cest  ce  qui  arrive  lorsque  le  corps  M  non  pe- 
sant, est  en  repos  au  point  B ,  et  qu'ensuite  la  force  répulsive 
de  A  tend  à  le  porter  ea  t),  tandis  qu'un  resiort  pressant  CM 
tend  au  contraire  à  le  ramener  vers  B  :  en  vertu  de  ces  deux 
actions  combinées,  le  mobile  se  tient  en  équilibre  au  point  M; 
le  xesseri  étant  d'ailleurs  supposé  une  f<»rce  pcoportionndtte  k 
l'arc  décrit  BM. 

.  HouBOOÉserveroiM  hs  dénominations  précédentes;  ^  plus, 
nous  ferons  ACM  =  8 ,  ACB  =  g ,  et  npus  i*eprésenterons  par 
T  Fintensité  de  la  force  du  ressort  pour  un  arc  dont  la  Ion*  • 
gueur  serait  =;  i  :  du  reste  ce  ressort  est  assimilable  à  une 
force  qui  agit  suivant  la  tangente  en  M,  laiquelle  fait  avec  Faxe 
âes  X  Fangle  9  =^CA,  et  cette  force  =T(9  —  1).  Gomme. . . 

co6f=s:'^etnn  i^sx-*^  les  composanles  sont  T(l *«-*»). ^etr... 
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Il  peat  arriver  que  le  point  B  coïncide  avec  A  >  c'est-à-dire 
que  A  soit  le  point  même  oit  la  force  du  ressort  est  nulle  \ 
alors  <  =:  o^  et  on  a  simplement 


/ 


X 

l^ous  nous  bornerons  à  ce  dernier  cas ,  qui  est  celui  qu'on  em-* 
'plo^  ordinairement.  Il  convient  d'éviter^  dans  cette  foftnule, 
Féquplol  de  plnsieur»  Tariables  :  ainsi  nouA  remarqnepràs  q«e 
dai^  le  trhmgle  CMN^  on  a  jt  zse  rAn^eX  y  =  r  cé^ê,  &6h 
ji^aœ  ar(y  — ^)=t  2j^i  —  icosl)  ou  a  cr  2r  sin  {ê  :  de  sorte  que 
(Cours  de  Matliém. ,  M>  n^  35^) 

Une  autre  force  F^  comparée  à  x:elle-ci  donne  donc 

F   _  9  sin  I  9  .  tang  j  ft 
F  "^  e^sin  i  y.tangîT* 

On  applique  cette  smalysè  à  là  Balance  éhctriqué  de  €oulomb, 
dotit>(»ci  l'usage.  Le  p)an  de  la  fig.  $0  est  horizontal  iCU  est 
ime  aiguille  suspendue  à  im  ill  métallique  viefftîciAy  c^est^àrcbre 
perpendiculaire  ent  C  à  |a  figvire  :  cette  aiguille  poiteen  Bfun 
disque  métallique  isolé  ^  sur  lequel  ^git  le  flinde  éleétriiipBd  oon^ 
dense  en  À  >  et  de  même  nature  que  celui  du  disque  \  ainsi  il  j  a 
répulsion,  ce  qu?i  fofce  TaiguiUe^  originairement  ex^  BC,  de 
tourner  autour  de  C,  et  par  conséquent  de  tordre  le  fil  vertical  C, 
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juMia'à  ce  qme  la  forée  r^pvkÎTe  âUnt  dimtmiée  par  Vmjt^meA' 
talion  de  la  distance ,  et  au  contraire  la  force  élastique  du  fil 
métailique  étant  augmentée  arec  la  torsion,  Péqnililve  s^étddisse 
en  CM.  Or  Pexpérienoe  prouye  que  cette  dernière  force  est  pro- 
portionUdle  à  Fangle  de  torsion,  c^est-à-dire à  l'angle  BCM 
décrit  par  l'aiguille  CU.  Ainsi  les  formules  précédentes  peuyent 
être  appliquées.  On  s'en  sert  pour  yérifiér  si  en  effet  la  force  r^- 
pulsiye  décroit ,  comme  on  l'a  supposé,  en  raison  du  carré  de 
la  distance;  c'est  du  moins  ainsi  que  Coulomb  s'est  assuré  de 
cette  yérîté  importante;  seulement, comme  il  n'avait  fait  ses  ex- 
périences que  sur  des  arcs  très  petits,  la  formule  s'est  simplifiée  ; 
car  les  sinus  étant  égaux  aux  arcs,  jv  =  s  =  Ir ,  et  on  a  simple- 
ment, suiyant  que  B  est  d'abord  distant  de  A ,  ou  confondu  ayec 

^       F        (fl Ofl»  ô^ 

cepomt,  TÔT*  =^ /ST^^fiTi  ^^  ^^m*  Nous  ne  pouyons  déve- 

loppar  davantage  ici  ces  théories  pour  lesquelles  nous  renyOjons 
aux  Traités  de  Physique*  Nous  ajouterons  seulement  que,  quoi 
que  nous  n'ayons  envisagé  que  le  cas  de  la  répulsion ,  cepen^ 
dant  celui  où  les  deux  corps  auraient  des  électricités,  différentes, 
et  par  Conséquent  s'attireraient ,  y  est  implicitement  compris» 

g8.  Analysons  maintenant  l'état  d'équilibre  d'un  point  ma-* 
tériel  qui  est  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  surface  courbe 
donnée  par  son  équation  z  =/*(  x^  y).  On  verra  de  même  que 
ci-devant  (n^  gS)  que  la  condition  d'équilibre  consiste  à  exprir 
mer  que  la  résultante  de  toutes  les  forces  soit  normale  à  ïa  sur^ 
face\  en  sorte  que  la  réaction  détruisant  cette  résultante,  le  mo- 
bile soit  réduit  au  repos.  Ainsi  on  petit  remplacer  la  surface 
par  une  force  normale  N  égale  à  cette  réaction  inconnue,  et 
l'équilibre  devra  subsister  entre  toutes  les  forces  données 
P ,  Q,  eta,  et  cette  force  N  introduite  pour  tenir  lieu  de  la  xb* 
sifllance  opposée  par  la  surface.  On  sait  (  Voy.  Cours  de  Math, 
n^  547)  que  si  Ton  pose  dt  =/k&  -f-  qdy\  pour  l'équation  difr 
férentielle  de  la  surface  proposée 

^^dz  dz 1 
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0  est  le  cosinus  de  1  angle  que.  le  plan  taiigent  à  la  sorfure  au 
point  ^yj^  y  s,  fait  aTecléplan  xy-j  la  normale  fait  avec  les  axes 
respectif  des  angles  *,  fi,^Yf  tel»  qu'on  a  oos«  ss»^,^, 
008^=:  — q^y  C08y=;f  ,  en  supposant  que  la  snrfiB^'est  cvw** 
cave  Yers  les^r  et^  positifs.  Donc  flans  le  cas  d'équilibrte  «a  « 

N/xp  =  X,  Njr(p  =  T,  N<p  +  Z  =  0.       '      ,_ 

En  éKmioant  Nf  ,  on  trouve  ces  trois  équations  qui  n'équi  Va- 
lent qu'A  d^x  et  qui  exîprinent  les  deux  conditions  nécessaît'ès 
à  l'équilibre 

pY  ^  qXy  Zp  +  X  ;=:  o,  Z^  +  Y  =i  <|.:.  ;    >;\,. 

Tout  est  ici  connu  ^  et  si  en  effet  ces  équations  sopt  s^i$faîte^> 
l'équilibre  aura  lieu  :  quand  le  pbint  (pe,y,z)  n'est  jpsis  donné,  et 
qu'on  deoiande  }e  lieu  ^de  la  ^urfsice  où  les^foroes  P|  Q* .  .\ 
retiennent  le  mobile  en  repps,  U.£aut  a4ioindre  à  ces  dètix 
équations  celle  de  la  surface ,  «=/(*>J')j  po*"^  ^^  conclure 
par  le  calcul  les  coordonnées  cherchées* 

L'une  quelconque  des  équations  ci-d|essus  donne  ensuite  la 
valeur  de  N ,  pression  exercée  sur  la  surface,  ou  résultante  bàr- 
maie  de  P  ^  Q, . . .  Mais  il  faut  observer  que  le  point  mobile  doit 
élTe'pressé  à  là  surfkce  convexe  ou  concaye,  selon  qu'il  est  exté- 
rieur bu  intérieut',  ce  qui  dépend  du  sens  suivant  lequelagit  N^ . 
ou  de  'son  signe.  Il  faudra  donc  que  Np^ ,  N^^  et  T^f  aient  '  les 
signes  ^respectifs  de  X,  Y  et  Z,  en  attribuant  au  d=  du  radical 
de  f  le  signe  convenable.  .♦ 

Par  exemple  ;  pour  un  point  mobile  assujetti  â  rester  à  une 
distance  constant  R  de  Porigine^  c'est-à-dire  h  demeurer  sur  la 
snribce'  d'une  sphère  dont  l'équation  est  «*  +^  -|-«*==Il*, 

on  trouva  en,  difiermitiai^,  p  =  --.--,  ^=^  —  ^',  f:r=;ç;,  «t 

nos  équMil^s  deviennent 

Njt  +  RX  =  o,  Njr  +  RY  =  o,  N«  +  RZ  =  o;    . 

Éliminant  N ,  on  obtient  les  deu^  conditions  d'équilibré 
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Ci  ie  peint  mobile  eai  assujetti  à 'rester  sur  une  oouriie  résis- 
tiate ,  dMnée  par  les  deux  6^ nations  des  s urftîces  dont  eHe  est 
yîiiiewectîo»,«=s/X«jjO>«=^(*iy)>  en  décomposant  dhaque 
force  en  deoxi  l^M^  tan|^;en|^  et  l'aigre  |>erpen^jypulaire  à  la 
tionrbe  9  les  premières  devront  s'entre-détruire  dans  le  casd'é- 
gytilibD^^  etlçs  i^]i^|lf^  ^srp)^  ^édoctftita  MçiJ^  ?^fWrtî WWMf 

fu»m4e(9>ttf  ijif^^    d|^t^))i|w  jftT  )9imr«SKtj9MlAtf^p4ii»r 

>sons  donc,  au  lieu  de  la  courbe ,  deux  forces  R  et  IT  mrJfodei 
diables  de  produire  P^uilibre  dans  le  système,  et  nous  an- 
row ,  en  -Raisonnant  càmme  ci-derant , 

ilxeiUrat  «limÎBer  TiféiW^  pour  en  tirer  féqua^ion  dé  càOf^ 
dilion  d'é^ilîbre  dn  point  mdbUe  sur  un  aboA  curviligne  , 

p*^^*  çt  f'  sont  tirés  4e  F  (fi^y)  içmm^  hw^  ^^^^yfi^ft  f 
jBt|pIe^nt4e/'C«,J^). 

^  §qîent  fleux  pinU  ifti^téf i^  W;  ^^  djt^^f  WW  4» 
p^94  Wlinéi  «ûfo^^«  AÇ^  CR  |C AÎW  W'W  ï^  Wt  fifr  t»0>  rt^ 
ij^i^  par  i9j^  fil  ;n«i^tensi)||lç  n^'j  P^V^  d«fs  la  gors^  #ui>ç 
ppi4ie  Ç  4  Q»  deny^df)  l^  pppjiitjku^s  ^'é^Uf)>re  de  4ûWX  Ici^rcps 
Kf  Vj  agissant  sur  ces  points ,  et  formai^t  '^yjqç  \^  plains  Al^  /ft; 
BÇl^an^^^efjS'. 

ïf^J?^?9^9^ffÇ^^ttrte»fbW<iQ»^^^ 
j^iotfl^  P  sip  /)^F  «pi  (T ;  ]»w  #«•  »e  ^êiwWitf  ft» 
oomme  préc^emment.  ^ur  qu'il  j  ait  équilibre  à  Paide  de  la 
fpoi^Ci  d'fprès  ce  ^'op  verra  (iP7)>  il  fiiut  que  les  compo- 
santes dans  le  sens  des  cordons  soiei^;  ^grf^  ^  g  Aol^f 

Sikalbre^ff  et  P'aottt  yerliealeS;  en  nommant  <  et  l' les 
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angles  formés  p^r  Içs  pkos  aTçc  la  b^e  horizontale  AB,  on  a 
oos9:=8in i^et cosS'  =  8ln  i',  ainsi  P  .  sîn  i  :=  P'.  sîn  i',  ou 

^  ^  ÏC  -  ^  ^  CB  '  ''''  '^^  ?'  =  CB  • 

Ce  casaïièu  quand  les  forces  P  et  F  sont  les  poids  des  deux 
fmv^.m^  m'f  Mm  fkmjmi^  m  i^mti^r00wr  iem.pk»^  in- 

^çH>f  fiPÎWt  4^w ppidf  »,  mff  plfMîé»  mm  les  ooorbes  AF  et 
lS9i@9g**fi^)9  i^  KtUvAéf  (14  fi  mCm'  fàMiiÀ^  la  gjf>ig#de  1» 
poulie*  infiniment  petite  C,  ctierchons.  dmx  courbes  AF  et  £9 
teUes  que  Féquttibre  subsiste  entre  ces  poids ,  quelles  q«e  foiflot 
d'ailleurs  leurs  positions  respectives  sur  ces  courbes. 

Menons  la  Tertica}^Ç9  f^  Iç  point  C;  et  supposons  que  les 
équations  des  deux  courbes,  rapportées  à  cette  ligne  conmie  axe, 
flpienl  jf  ssfif  pour  la  coprbe  AF ,  y  =  F/  ppur  la  courbe  EB  : 
le  point  Ç  étant  d^aiQeurs  pris  ppur  orjgine  commune  des  x  et 
des  4^.  Cela  posé,  pQpipioi)s  fi  la  longueur  mÇrn  du  fil;  faisons 
Cm  ~  9  9  Cm*  =  z'  ;  nous  aurons 

mb;  en  représentât  p^^p^i^AïKQ^  fii»mb$fà  formant  (ao)  k 
«|ififlâk8P?fx«PQ^  V¥fhf  ^Q  s^rt  i^nmi^M  m  deux  fiutces^ 
J'9li|^ag^ffAil$^jlMr}9  J0Pf  d»iil  Cm;  fastm  ino  dirigée  datip 

4^ptînM«B|kf  t4in{^Mm)^^ 

£n  opéraiift  ide  k  même  manière  pouv  te  fQÎip  m',  on  a 
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n^dx 
,v    pour  sa  composanfe  dirigée  suivant  Cm  :  ces  deux  comr 

posantes  doivent  être  égales  dans  le  cas  d'équilibre  (107).  Or 
Péquation  «  -f-  «'  =i:  «  donne  &  ==  —  cfc'  ;  donc 

mdx  +  m'dx'  =  o,  on  m»  -|-  mV  =*A. , . .  (a) . 

Ce  résultai  fait  voir  que^llielque  position  que  l'on  fksse  prendre 
aux  poids  m  et  m'y  le  centre  de  gravité  de  leur  système  doit  tou- 
jours rester  sur  la  même  ligne  liorisontale  :  car  d'après  les  équa- 
tions (  Il'j  p.  67  )  /  là  distance  de  oè  centre  à  Phoricontaîe  GH  est 

— — 7— ,  valeur  qui ,  2î  cause  de  l'équation  [%) ,  deyient 
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7  ^=  constante. 


Lorsque  la  courbe  ÂF  sera  donnée ,  et  qu'oa  voudra  trouver  la 
courbe  ÉB  ,  propre  à  Féquilibre ,  il  ne  s'agira  que  de  joindre 
aux  équations  (i)  et  (2) ,  celle  de  AF ,  et  d'éliminer  çntre.cinq 
équations^  qui  contiennent  les  six  variables  x  yyy%^  x\  y,  z\ 
afin  d'obtenir  u|ie  relation  entre  J  ety .  La  constante?  ad^traire 
A  sera  déterminée  d'après  la  considération  du  point  £  où  la 
courbe  BE  retlcôntipe  la  verticale  CN*;  ota  d'après  la  ik>sttion 
donnée  d'un  point  quelconque  de  cette  courbe. 

Si  9  par  exemple,  laKgne  AF  est  droite  ^^  si  la  pouBeC  eA 

placée,  comme  dans  la  figureSi^  aii  pointdereneonire  aVeélaver^ 

ticale  CD,  en  nommant' 1  l'angle  que  cette  ligKe  ûiiitavêcl'hori- 

son, l'équation j^  •=^fx  devient  ici^.tang  1  =  «.  Pour  éliminer, 

'    .  '    \  '   '  ._''..  .  • .       '    ,     'V  'k 

repreilons  les  deux  premières  équations  (i)i  et  mettons  - — ^ 

pour  j'j  elles  donneront  «  =  «— i^>et«  =  •"-—  ;  ^àkiiit'  ces 

deux  valeurs,  on^  en  tire  a?  ==  (  a  —  i/  )  siUi«  f  ce  qui  change  la 
valeur  (2)  en  m  {a  —  s'  )  sin  t  +*7i»V  =  Av^i l'on  veut  que  la 
courbe  cherchée,  passe  en  C ,  il  faut  que  x'  et  /  soient  nuls  en 
même  temps,  ce  qui  donne  A  =  70a  sin  t  \  donc  on>a ^   :     -  - 
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Enfin  élevant  au  carré  ^  et  mettant  «'*  4"  y*  p<M4r  «'^  on  troate 

•^    \        ifr*'sin*  t         / 

ponr  Péquation  de  la  ligne  cherchée.  Elle  conduit  d'ailleurs  au 
résultat  énoncé  n**  gg  :  car  il  est  clair  que  cette  ligne  est  droite; 
et  comme ,  en  nommant  /  l'angle  gu'^e  fait  avec  Phorizon ,  son 

équation  doit  étrey  ï=  x  .  -; — j  ;  en  comparant  cette  équation 

à  la  précédente  9  on  en  déduit  m  sin  i  =  w!  sin  /. 

loi.  Un  point  matériel  est  en  équilibre  sur  un  plan  lorsque 
la  résultante  des  forces  qui  le  sollicitent  est  perpendiculaire  à  ce 
plan  :  mais  s'il  s'agît  d'un  corps  /cette  condition  n'est  plus  suffi- 
sante; en  effet  une  force  perpendiculaire  à  un  pîlaïi  n'est  détruite 
que  parce  qu'on  la  suppose  appliquée  en  son  point  même  de  ren- 
contre avec  ce  plan.  Lorsqu'il  s'agit  d'un  corps ,  cette  hypothèse 
n'est  permise  qu'autant  que  ce  point  fait  partie  du  corps  (i3) , 
c'est-à-dire  est  un  de  ceux  de  sa  base  de  contact  avec  le  jrfan.  Si 
le  corps  ne  pèse  que  par  quelques  points ,  comme  une  table  pbr- 
tée  par  des  pieds,  pour  que  la  for<îe  perpendiculaire  soit  dé- 
truite,  il  faut  qu'on  puisse  la  décomposer  en  d^autres  qui  hiî 
soient  parallèles,  qui  passent  par  ces  points  et  qui  agissent  dans 
le  même  sens  ;  ce  qui  exige  visiblement  que  le  point  de  renoontJ^ 
de  cette  force  avec  lé  plan ,  tombe  dans  Fintérîeur  du  polygone 
qu'on  forme  en  joignaut  ces  points  par  des  droites  i  car ,  sans 
cela,  on  ne  pourrait  la  coucevoir  décomposée  en  d'autres  qui, 
agissant  dans  le  même  sens  qu^ellC;  passeraient  par  les  angles  dû 
polygone. 

Il  suitdelàque, 

l.IfOr^qu^ un  corps  n^a  qu^un  seul  point  de  (nmiaci  tu^ec  un 
planj  Ufaui  deux  conditions  pour  qu^U  y  ait  équiUbre;  i^.  que 
(a  résultante  desjbrces  qui  le  sollicitent  soit  petpendicuUUre  aw 
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plauj  et  2?,  qii,^elU  passé  par  ce  point.  S*  il  s'agit  d'un  corps  qui 
n'est  soumis  qu'à  Taction  de  la  pesanteur  ^  il  £aut  que  le  plan  soit 
horizontal^  et  que  la  verticale  abaissée  du  centre  de  grapité 
passe  par  le  point  de  eontqct.  Cest  ce  que  nous  éprouYons  tous 
les  jours  ;  lorsque  nous  manchons  ;  le  centre  de  gravité  de  notre 
corps  est  traniporté  altentatiTement  a««^deâiitts  de  chacun  de  nos 
pieds  I  ce  qui  donne  à  notre'  marclie  un  léger  balancement.  Un 
corps  pe«ant  est ^pnc  d'autant  plua  près  de  sachute^  que  la  ver- 
ticale ubaissée  de  ^n  centre  de  gravité  sur  le  plan  horizontal 
qui  le  snpporte  ^  approche  davantage  du  contour  de  sa  bo^a  4c 
ccmtact.  C'est  pour  cela  que  les  murs  les  moins  élevés ,  et  dont 
les  fondations  onttme  phtsjgrande  ëpaisseut^  sont  ceux  qui  ont 
le  plus  de  solidité* 

.  H.  Lorsque  deux  forcei  sollicitent  un  corps  posé  su»  un  plap,  il 
faut  pour  l'équilibre  quatiib  conditions  j  i**.  que  ces  forc^  soient 
dftiis  un  même  phA^  c'est-à-dire  qu'elles  se  rçncbntrent  ou  soient 
parallèle^  t  '  d^.  que  leur  plan  soit  perpendiculaire  au  plan 
donnéî  3^  que  la  résultante  ne  laisse  p^s  tous  les  appuis  d'un 
mâipe  côtéj,  ou  que  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  de  ren- 
c^tve  des  forcer  sur  le  plan  tombe  sur  la  base  j  4**«  *'  ^^^^  qu'en- 
fta  l'équalion  (G")  ait  lieu. 

in.  (lorsqu'une  do  ce9  deux  forces  est  la  pesanteur ,,  ces  quatre 
oonditiona  se  changent  en  çell^s-ci:  i**.  il  faut  que  la  force  qui 
retient  le  corps  pesant  en  équilibre  soit  dans  un  plan  vertical 
Perpendiculaire  a^plan  incliné;  a**,  qu^elle  rencontre  la  verti" 
^(^  qui  passe  par  h  centre  de  ^rapité  du  corps  ;  3**.  que  la  per- 
pendii^ulairf  menée  de  ee  point  de  rencontre  sur  le  plafi>  incliné 
mi  laisse  pasi  ses  appuis  d'un  même  côté;  ^^.  enfin  qu'on^it 
l*4quafi(on  (Ç").  h^  deux  théorèmes  qu'oi^  en  a  déduits  (p.  i  w) 
pi^t  égaf^eva^rd  lieu  ici,  suivant  que  la  force  qui  retient  le  corps 
sur  le  plan  incliné  est  horizontale  ou  agit  dans  le  plan. 

102.  Lorsque  des  forces  retiennent  un  corps  en  équilibre  sur 
un  plan  incliné,  leur  résultante  P,  perpendiculaire  à  ce  plan^ 
cxeveamlie  pression  qui  se  distribue  sur  tous  les  points^  de 
coutaot  du  ce«^  avec  le  plan  :  on  peut  assimiler  P  à  un  poids 
qui  presse  le  plan  horizontal  sur  lequel  il  repose.  S'il  y  a  /» 
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pDÎnU  <ie  ooaiUct,  polir  trouter  VéScfrt  exercé  sur  diaiian 
d'eux  ;  il  faut  dédomposer  cette  tésulttnte  P  en  i»  puisMnoes^ 
qui  lui  soient  parallèles  et  qui  passent  par  ces  points  de  cou-' 
tact  Soient  doilc  «%  /;  x%  y^  ....  «<">,  ^");  les  ooordmnées 
de  ces  points;  xety  celles  du  point  où  la  force  P  rencontre 
le  plan  ;  enfin  soient  p%  /i%  . . . .  />(")  les  composantes  de  P  :  les 
expr^sions  (O,  n*  36)  deviendront 

.     p  =  ip',  Vs  =t=  s(pV) ,  Ty  =  HpY). 

Ces  équatioi|s^  les  seules  auxquelles  les  forces  i/>  /»%...  •  p^') 
doivent  satisfairei  serviront  k  déterminer  ces  pressions  lors- 
qu'il n'y  aura  que  trois  points  de  vContact^  car  il  j  aura  dans  ee 
cas  autant  d'équations  que  d'inconnues.  Mais  s'il  y  a  plus  de 
trois  points  de  contact ,  le. problème  sera  indétarminé.  U  le 
sera  encore,  si  le  corps  et  le  ))lan  ne  se  touchent  que  par 
trois  points  en  ligne  droite;  car  en  regardant  cette  droite 
conmie  axe  des  x  ou  des  j" ,  l'une  des  équations  ci'dessu»  devient 
inutile. 

Béciproquement  >  si  l'on  donnait  les  pressions  p\  p"f*  V^^ 
prouvent  les  points  de  contact  et  leur^  situations  respectives  « 
ces  trois  équations  feraient  connaître  leur  •  résultait  P  et  sosi 
point  d'application,  qu'on  nomme  le  centra  depr^ajùon* 

I  o3.  Soit  un  corps  pesant  placé  en  équilibre  sur  deux  plaoi 
inclinés  :.  cet  état  ne  peut  exister  qu'autant  que  la  résistance 
de  ces  plans  détruit  le  poids  du  corps  :  si  donc  chacun  d'eux 
ne  rencontre  le  corps  qu'en  un  point ,  pi  si  on  élèv^»  en  ces  points^ 
des  perpendiculaires  aux  plans ,  elles  devront  se  couper  en  un 
des  poiîits  de  la  verticale  passant  par  le  centre  de  gravité ,  afin 
que  le  poidst  du  corpal  puisse  être  décomposé  en  deux  autres 
forces  de  directions  perpendiculaires  aux  plans  :  les  compo-- 
santés: seront  les  pressions  exereées  stir  ces  plans.  Il  résulte  de 
là  qtie  le  pian  qui  passe  par  les  àpptds  et  par  le  centre  de  gra- 
¥itê^  àùii  être  vertical^  et  de  plus  perpendiculaire  cmx  deux 
plans  inclinés j  ou  à  leur  intersectwnj  qui  êerçi  par  conséquent 
hf>rizontale. 
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Toat  ce  que  nous  tenom  de  dire  n'est  pas  particulier  au  éâ» 
d'un  corps  sollicité  uniquement  par  U  grarité;  et  s'il  y  arait 
dans  le  système  des  forces  quelconques ,  il  faudrait  dire  de  leur  ^ 
résultante  ce  qu'on  rient  dPexposer  sur  la  verticale  passant  par  le 
centre  de  grarité. 

Pour  obtenir  les  pressions  que  les  plans  indinés  éprouTent,  il 
faut  décomposer  le  poids  P  du  corps  en  deux  forces  qui  soient 
dirigées  sur  les  deux  points  d'appui.  Le  plan  de  la  fig.  53  est 
supposé  être  celui  qui  passe  par  ces  points  d'appui  R  et  I  et  le 
centre  de  grarité  G  ;  ce  plan  est  yertical  et  perpendiculaire 
aux  plans  inclinés ,  qu'il  coupe  suiTant  AB  et  BC  Les  pressions 
ont  pour  directions  KO  et  OI  perpendiculaires  k  AB  et  BG; 
elles  concourent  en  O  sur  la  verticale  OP  qui  passe  par  le 
centre  de  gravité  G  du  c<Mrps  ROI  :  UZ  et  HI  sont  des  ho- 
rizotitales. 

Beprésentons  par  ^  l'angle  que  les  plans  forment  entre  eux  ; 
par  fi  et  i  ceux  qu'ils  font  avec  l'horison  ;  enfin  par  Q  et  T  les 
pressions,  qui  sont  les  composantes  de  laforoe  verticale  P,  diri- 
gées suivant  OK  et  OI  5  et  comme  ces  lignes  ne  sont  pas  perpen- 
diculaires entre  elles ,  on  doit  avoir  recours  an  théorème  (n^  20), 
qui  s'applique  à  ce  cas.  Or  les  forces  P,  Q  et  T  sont  perpendicu- 
laires aux  cétés  du  triangle  HBI  ;  on  peut  donc  remplacer  les 
angles  que  ces  forces  forment  entre  elles  par  ceux  de  ce  triangle» 
c'est-à-dire  par  4^,  1  et  6  ;  ce  qui  donne  ' 

_P_:;=_Q_=     T       

sin^'      sin  1       sin  fi ' ^     ^  * 

d'oii  l'on  tire  les  valeurs  des  pressions  Q  et  T. 

Si  le  corps  GKI  touchait  les  plans  en  plusieurs  points  >  Paire 
comprise  contiendrait  le  centre  de  pression  pour  lequel  la  tl^iéorie 
ci-dessus  a  lieu.  G'est  ce  qui  arrive  pour  l'équilibre  des  parties 
d'une  voûte,  et  pour  la  pression  qu'exercent  les  J^ouasoin  les 
uns  sur  les  autres.  /^.  à  cet  égard  VArchiUcture  hydraulique  de 
Prony  et  ce  que  nous  dirons  sur  le  Coin  (122). 
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IIÏ.  Du  Leifier, 

io4-  un  appelle  Levisr  un^xHrps  assujetti  «  tourner  autour 
d'uii,  axe  ou  d'un  point  fixe  auquel  il  est  attaché ,  et  sollicité  par 
des  forc^  quelconques  :  tout  ce  qui  a  été  exposé,  n®  ^5,  reçoit 
dans  ce  système  son  application ,  et  résout  le  problème  du  le- 
vier dans  l'état  le  plus  g^éral.  Mais  comme  on-  rencontre  plus 
ordinairement  les  systèmes  qui  ne  sont  soumis  qu'à  l'action  de 
deux  forces  y  nous  examinerons  ici  en  particulier  le  levier 
formé  siç:iplement  d'une  verge  inflexible  y  sollicitée  par  deux 
puissances  P  et  P',  et  retenue  en. un  point  fixe.  Il  e^  clair  que 
ces  forces  ne  peuvent  ètrie  en  équililu^  qu'autant  qu'elles  ont 
leur  résultante  détruite  par  la  résistance  de  l'appui^»  ce  qui 
exige  que  ^i^.  ces  puiaaances  soient  dans  le  même  plan,  ainsi 
que  le  point  fixe  j  et  tP*  que  leur  résultante  passe  par  ce  point. 

.Cette  double  condition  est  nécessaire  pour  l'équilibre^  or 
la  dernière  peut  être  exprimée  analjtiquementi  car  on  sait  (a6) 
que  le  moment  de  la  résultante  R  des  deux  forces  P'  et  P  doit  être 
égal  à  la  somme  des  momens  de  ces  forces ,  ou  Rr = P/?  4-  PV  *^ 
Si  donc  on  prend  ces  momena  par  rapport  au  point  fixe  qui  est 
sur  là  direction  de  la  résultante ,  r  =  0  donnera  P/?'  +  Pp=o; 
les  momens  devront  donc  être  ^aux  et  de  signes  contraires. 
Donc  l'équilibre  du  leyier  exige  tbois  conditions;  i^  que, les 
deuxjorces  et  le  pointât  appui  soient  dans  le  même  plan;  2®.  que 
les  forces  tendent  à  faire  tourner  le  levier  autour  de  son  appui 
dans  des  sens  différens ,  et  3®.  que  leurs  momens  soient  égaux  par 
rapport  à  cet  appui. 

Ce  théorème  est  général  quelles  que  soient  les  forces ,  leurs 
directions  et  }eurs  dispositions  par  rapport  à  l'appui.  Soit ,  par 
exemple,  le  plan  de  la  fig.  54,  celui  des  deux  forces  P  et  F;  abais- 
sant de  l'appui  A  du  levier  BAC  les  perpendiculaires  AAf=/7y 
AN  c=:p'j  on  aura  l'équation  ^ 

pour  exprimer  l'équilibre;  puisque  les  deux  autres  conditions 
sont  remplies  par  l'état  supposé  du  système  ;  d'où  il  suit  qu'a- 
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lors  la  résultante  passe  par  Tappui  û%9*  Coimme  on  appdle&ros 
de  lepierhi  distance  d'une  force  àl'appui^  on  peut  donc  dire  aussi 
que  kl  Ibvœs  kmt  en  tcAèm  itipétiltêê  léiéré  ifiU  détéifkti 

Si  lea  âMTces  aont  pMrâiHïles ,  ta  principe  d-Aâs^^  peut  MliM 
l^appfiqtter,  puisqv^ôn  tait  ^s^tfWs  (34)  fotbétMrèttM^A^ttttibHiê 
a«ncore  Heu.  Seidement  loÀq««  lé  terier  e^  une  t6f|^  âH>i«6 
K6(fig.  M>,cottime  le»  distancer  BC,  ei>  dfts  M«és  W  péhjt 
file  F  sont  propoUionucines  atiz  KkigtttfiM  £F  et  F&,6tt  péM 
fvettdrecés  longueurs  pour  fes  iMs  de  k^ier. 

ïhi  reste  on  peut  regarder  eomtnef  infeonnoé  fane  dèk 
pàascttM5è^i  ou  Pan  dtis  bras  de  \én^ ,  et  FéquiifiôÀ  Vp'  t±itp 
seit  fc  rÀMdre  les  dit^e^  prol^lMiéé  ^'bn  peut  iê  ftùfCÉsét  k 
cet  dgàrd« 

Quant  à  la  pri^ien  etercée  sur  Pale  tîte^  éUe  est  là  raid'- 
tante  11  dielisfbtces^  F  et  P  que  cet  appui  détruit  (49).P<yiir  c6tt* 
naître  là  pression,  il  ÙM  donc  étaludr  ûette  rÀrûltatttei  céqni 
tt^offircf  atieune'  di£ScuRé  ^après  ce  qu?ou  a  déjl  ixt.  Etî  ébA, 
^ent  «  et  J  les  tndinstisons  de^  forces  F  et  P^  sur  leur*  résul- 
tante Ri  on  a  (nf*2o) 

sintf        sin«i.       ain(«4''^/ 

On  peut  donc  tirer  de  ces  êsax  Àpiatibns  la  valeur  d'é  deut  des 
qeeantités  P,  F,  R ,  ce  et  af.  Ainsi  dece^  cinq  quantités  ,  la  puîs- 
sance  motrice  F,  la  rigisiantfe  P,  la  chaîne  R  de  f  appui j^  et  les 
êirecttone  de  ces  forces  ,  trois  étant  données^  on  pourra  toujours 
trouver  les  deux  autres* 

Quelquefois  le  levier  n^est  que  posé  sur  PaXé  fixe  :  alors  pout 
«  qt^  ne  glisse  pas  sur  ctî  axe ,  Jl  faut  que  ta  résultante  sôit  nor- 
male au  lerid^  (gS). 

On  dfsthigue  trois  espices  de  letîers  Suivant  les  dispositions 
respectives  de  l'appui ,  de  la  puissance  et  de  la  résistance.  - 

Dans  les  leviers  du  premier  genre,  Vappui  est  entre  la  puissance 
et  la  résistance;  telles  sont  les  tenailles,  les  balances,  la  romaine^ 
1^  cJMitui,  ete. 

BSiift  les  l^iers^  dtt  d^ut^ntiê  è^^>  ^  iréijîstance  e^  entre 
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Vappurel la  force  motrice;  on  en  trouve  des  exemples  dans  le» 
barres  employées  à  soulerer  les  pierres ,  dam  les  rames  de  ba« 
tesfu  y  qui  trouvent  leur  appui  dans  l'eau  >  etc. 

Enfin  la  puissance  est  entre  l'appui  et  la  résistance  dans  les 
leviers  qu'on  nomme  du  troisième  geniB;  les  pince^ttes  en  Mmt 
iin  exemple  ^  aussi  bien  que  nos  organes  de  mouvement  ;  les  mu»« 
des  en  se  raccourcissant,  rappirochent  leurs  points  d'attache, 
qui  ^ont  voisins  des  articulations  autour  desqu^es  il  y  a  Un 
mouTcment de  rotation.  .       ^  , 

De  toutes  les  machines,  le  levier  .est  la  plus  simple >  la  plue 
utile  et  la  plus  fréquemment  employée.  La  distinction  qu'on  a 
faite  des  leviers  en  trois  espèces ,  n'est  d'ailleurs  d'ancunei  im- 
portance en  théorie;  et  ces  trois  sortes  de  machines  n'en  ior*' 
ment  réellement  qu'une  seule,  puisqu'au  fond  rien.n'raspèche 
de  considérer  la  puissance  motrice  d'un  levier ,  la  résistance 
et  la  charge  de  l'appui,  comme  trois  forces  différentes,  dont 
deux  luttent  contre  la  troisième;  et  quand  une  fois  l'équilibre 
est  établi  entre  elles ,'  qui  pourrait  empêcher  de  regarder  l'un 
quelconque  de^  trois  points  d'application  G,  A,  B  comme  l'appui  ^ 
puisqu'ils  sont  tous  fixes? 

io5.  Ayons  maintenant  égard  au  poids  de  la  verge  qui  sert 
de  levier:  les  poids  Q  et  Q'  de  ses  branches  AC  et  AB  (fig.  54  ), 
sont  deux  nouvelles  forcés  appliquées  aux  centres  de  gravité  1,1' 
de  ces  branches^  Soient  q  et  q'  les  distances  de  Pappui  A  aui^  vectî-' 
cales  menées  par  ces  centres  :  en  raisonnant  comme  précédent-^ 
ment,  on  verra  que  le  système  est  composé  de  quatre  forces 
dont  les  momens ,  par  rapport  au  point  fixe  A  ^  doivent:  être 
égaux  :  la  coùdition  d'équilibre  est  pa;r  conséquent  exprimée  par 

l'équation  

F/  +  Q^î'=Pp  +  Qg....CM")  '.     ' 

Si  les  poids  des  deux  bras  de  leviers  sont  en  équilibre ,.  sans 
le  secours  d'aucune  force ,  alors  Q  3^^=  Qj' ,  et  notre  équation  se 
réduit  à  Py==  P/> ,  la  même  que  si  le  levier  n'était  pas  pesant. 

La  balance  appelée  Romaine  (fig.  55),  est  composée  tl' un 
fiiau  retenu  par  uù  axelîxe  Â  *,  elle  sert  à  peser  les  corps  qu'on 
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iQipsRd  à  l'un  M  8c«  bras  B ,  à  l'aida  d:  «o  poids  coostani  P  qu'otl 
pest  iEim  gUfl^  le  long  de  f autre  inrat,  pour  rattcoer  à  une 
difttaDce  convenable  de  L'aie.  Ces  aortes  d'initmineiis  portent 
èm  diablaot  à  k  brandie  sur  laquelle  ^tsae  le  poids  constant, 
)wqiM  ce  que  le  fléau  soii  borùiental;  et  l'aspect  deioesdirâioii$ 
fiât  juger  8iir4«<champ  du  poida  dutxurps  M  qui  est  suspendu  à 
radtea  bra& 

Ces!  de  J'éqmiikm  préoédente  qu'on  se  sert  pour  marquer 
ces  divisions  sur  le  bras  le  plus  long  ,  qui  porte  le  poida  MO- 
bilist  Soient  M'i  M'....  (fig,  55  dis),  les  divers  poids  qu'on  sus- 
peodaiioDessfTementen.B;  m.p'i  p"*  •  •«  leur  distance  à  l'axe, 
el deUca  du.poida  constant  P  qui  leurfatt  éqttiUbffe;Q^|  Q"  les 
poidsi^  bras  du  fléau  ;  q\  9%  les  distances  de  Icttra  centres  de 
§r»«s|é]a  FascL I/équatîon  (M^  donne 

M*m  +  QT/  =  Pp^  4.  qy,  eta 

En  nétranehenl  snoeessivenient  te  i*^  de  ces  équattomdefai  a" , 
la  a*  de  la  3%etc.,  on  a 

P  (p*  - /)  =  (M^  _  M  0  X  I» ,  etc. 

Sidea  poidA  hL\ft aont  en  prognessiott  arithmétîqtta ,  on 

a  M"^  M'»  M"-^  M"  =  eta,  d'ouzo"  — p'  btjp^  ^j^^aa  etc., 
les<ditistoiu*aDnt  donc  ^pdesenire  ellec  :  et  ai  l'on  v«ut>qu^dHes 
soîleit  ^  plus  égales  au  plus  petit  bras,  e'est^Nlireszt  m,  on 
«iKia  p"  ^p  ^m^  d'oji  P^azr  M*  *^  W-^  alors  P  n^eit  plue  ar- 
bitraire. .  . 
On  cons(r«it,>ordinaSremwt  oet  iustruBient  de  manière  à  ce 

qu'il  soit  en  équilibre,  sans  les  poids  M' P.  On  a  alors 

(y/ïsiy j^5  d'oïl  l'on  condut  HTm  t:^  Tp';  et  dans  le  caœ  oh  Pou 
veut  que  las  divisions  soient  =£:  m  =j9',  on  a  M'=^P=:^ftr' — RT; 
d'où  M^'îis:  uW.  Ainsi  jle  poids  constant  P  ftera  âucces^v^ement 

éc^uilibre  à  des  poids  M',  aftT,  iW puisque  If  est  la  raison 

de  la  progression. 


Digitized 


by  Google 


unrmu  if3i 

•  id6«  lia  J?a Amer oïdinaire  (fig*56)  estiiale?ierdapreiitier 
genre,  dont  les  deux  bras  €m  fléaux  AE,  BB  aônt^anx;  let 
forces  en  équilibre  doivent  donc  aussi  être  égales.  L'an  des  bas- 
ons C  porte  la  substatiee  qu'on  veut  -peèer-y  l'autre  contient  le 
poids  D  qui  lui  fait  équilibre.  Une  aiguille  gy,  perpendiculaire 
à  k  direotioti  du  levier,  est  :fixée  au-dessus  de  l'axe  de  suâpebsion; 
cet  axe  est  lui-même  soutenu  par  deux  couteaux  «  éty^  sur  une 
chape  M^yerticale  ;  les  directions  de  PaigulHe  et  ^e  la  diape 
doiTènt  comdder  dans  le  cas  d'équilibre.  Il  est  inutile  d'insister 
sur  UBe  maèkine  seusdi  simple ,  et  d'un  usage  aussi  fa'mflief  r'mais 
H  est'  à  obserter  que  si  les  bras  de  levier  ne  sont  pas  ^aux  ^  les 
poids  ne  p^xvent  pas  l'être  non  plus,  et  la  balance  est  fausse.  Il 
est  Aisé  de  recomiattrela  supercherie  -,  car  en  changeant  les  poids 
de  bassin,  celui  qui  est  le  plus  iaiUe  aura  un  bras  de  levier  plus 
court,  et  il  n'y  aura  pius  équilibre. 

Qubiqil'uBe  telle  balance  paraisse  peu  propre  à  peser,  on  peut 
cependant  s'en  servir  irvec  avantage  ;  et  l'un  des  moyens  que  nous 
dions  indiquer  à  cet  effet ,  doit  être  employé  dans  toutes  les  opé- 
rations oii  l'4>n  veut  obtenir  des  résultats  très  justes,  mêmelorsque 
les  balances  sont  exactes ,  parce  qu'on  sent  assez  que  cette  exac- 
titude n'a  lieu  xfu'à  peu  près.  F.  le  Dict  de  Technolc^e  au  mot 

Soit  T  le  poids  inconnu;  on  le  mettra  en  équilibre  avec  un 
aftttre  poids  B;  pui^  Atant  Y  du  baJssin  on  lui  substituera  uupoicb 
Q  qui  fssse  aussi  équilibre  à  P;  on  aura  donc  Y=2Q.  On  peut 
eisceffê)^érer  connme  Usuit  :j  et  pétant  les  deux  bras  dé  levier, 
on  devra  avoir  Ty = Pp.  Si  l'on  change  les  poids  débassin,  c*est- 
àHiisede  bras  df  leviar,  il  faudra  employer  un  nouveau  poids  F 
pouff  mettre  Tieti  équilibre,  et  on  aura  encore  Ypi^Vy.Le 
prodpit  deoesdet]UL  équations  donne  Y»  ==  Pt',  ou  Yrsy/^PP')  j 
e'est*à-dii«.jrii^  le  poidêohêrché  est  moyen  proportionnel  entre 
¥etV. 
f  IV,    De  laJPeidie. 

*  107.  La  Poulie  (fig.  £7  et  5g)  consiste  en  une  espèce  de  roue 
ou  de  cylindre  Pépaisseur  arbitraire,  retenue  par  uii  axe;  on  la 
finit  orditiaîrement  circulaire,  et  c'est  dans  cet  état  que  nous* 
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l'examia^rons  ici.  La  surface  courbe  de  cette  roue  est  creusée  en 
gorge  et  en  partie^  cnteloppée  d'une  corde.  Dans  le  cas  ou  \» 
poulie  a  son  axe  £xe ,  les  puissances  P  et  P'  sont  appliquées  aux 
4eux  extrémités  du  cordon  :  voyez  fig.  Sg.  Quand  la  poulie  est 
mobile  9  comme  dans  la  fig.  Sy,  le  cordon  a  Tune  de  ses  extré- 
mités F  fixe  j  et  la  seconde  puissance  Q  agit  sur  l'axe  même. 

Comme  on  peut  remplacer  le  point  fixe  par  une  force  de 
grandeur  et  de  direction  convenables ,  que  la  poulie  soit  fixe  ou 
mobile ,  on  peut  la  regarder  conmie  soumise  à  l'action  de  trois 
forces  P ,  F  et  Q  (fig.  58) ,  dont  deux  P,  et  F,  agissent  aux  extré- 
mités de  la  corde  FGIHP  ^  qui  embrasse  la  poulie  ^  ^t  dont  la 
3*,  Q,  retient  l'axe  E.  Si  la  poulie  est  fixe ,  Q  est  la  pression  que 
les  forces  P  et  P'  exercent  sur  l'axe;  si  elle  est  mobile ,  P'  est  la 
pression  causée  sur  le  point  fixe  par  l'effet  des  forces  P  et  Q. 

D'après  cela  l'équilibre  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que  ^la^ 
résultante  de  P  et  P'  est  détruite  par  la  force  Q.  Cette  ré- 
sultapte  doit  donc  passer  par  l'axe  E^  ce  qui  exige  que  les  mor 
mens  par  rapport  à  cet  axe  soient  égaux,  ou  P  =  P%  à  cause  de 
GE  =;=  EH.  Mais  cette  .équation ,  qui  exprime  seulement  que  la 
résultante  de  P  et  F  passe. par  l'axe  E,  ne  suffit  pour  l'équilibre 
qu'autant  que  cet  axe  est  immobile  :  et  on  Toit  qu'il  ne  faut 
qu'uNB  sEiTLE  CONDITION  pour  l'équilibrc  de  la  poulie  fixe ,  qui 
est^  que  les  forces  qui  agissent  aux  deux  boy^ts  ck  la  corde  soient 
égales  entre  elles.  En  sorte  qu'on  peut  faire  passer  un  cordon 
sur  tçint  de  poulies  fixes  qu'on  veut ,  sans  que  la  tension  cbange  : 
seulement  cela  fait  varier  la  dii*ection  de  la  force  à  laquelle  ce 
cordon  est  soumis. 

IVIais  si  la.  poulie  est  mobile  >  il  fs^ut  en  outre  que  la  résultante 
de  P  et  P',  qui  déjà  passe  en  Ç ,  soit  é^le  et.  oppqsée  à  la,  force 
Q.  Or,on  a  vu  (  n®  17  )  que  la  résultante  de  deux  forces  égales^ 
P  et  F  coupe  en  deux  pai:ties  égales  l'angle  GAS.  qu'elles  for- 
ment entre  elles,  et  est  =  aP  cos/8 ,  j8  désignant  la  moitié  de 
cet  angle  ;  ou  EAH.  La  force  Q  devant  ayoir  la  même  direction 
et  la  même  grandeur  que  cette  résultante,  ils'eusi^H  qu'il  faut 
DEUX  coNpiTioNs  pour  l'équilibrc  de  la  poulie  mobile  j  savoir , 
i^.que  la  force  Q  qui  agit  sur  Vaxe^  rencontre  VarcGUlenir. 
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braasJ par  le  cordou  en  son  milieu\\  2*^.  que  son  intensité  soit 

,      Q  =  aP  oos/3 (N")> 

Ce  théorème  détermine  en  outre  la  valeur  et  la  direction  tle  la 
pression  Q  exercée  sur  Taxe  de  la  poulie  fixe. 

On  peut  donner  à  cette  équation  ttn<e  autre  forme  :  car  dans 
le  triangle  GEO,  on  a  GO  =  GE  X   oos  fi,  d'où.... 

.  2  cos  fi  =  77=  =  ^  •   Donc  la  puissance  ^  est  à  la  force  Q 

appliquée  à  V axe  j  comme  le  rayon  de  la  poulie  est  à  la  corde 
de  l'arc  embrassé  par  le  cordon. 

Si  la  poulie  mobile  était  pesante >  il  faudrait  regarder  le  poids 
Q  comme  formé  de  celui  dont  elle  est  réellement  chargée,  aug- 
menté du  poids  de  la  poulie. 

108.  Concevons  maintenant  un  système  de  plusieurs  poulies 
mobiles,  cotnme  on  le  voit  dans  la  fïg.  60.  La  poulie  CTne  peut  se 
mouvoir  sans  entraîner  la  suivante  C*,  et  ainsi  des  autres  ;  le 
poids  R  montera  donc  par  Faction  de  la   force   M.  Soient 

t^t" <C«)  les  tensions  des  cordons  j  atf',  2^ 2^*)  les 

arcs  qu'ils  embrassent.  Il  est  clair  qu'on  peut  supprimer  du 
système  la  force  M ,  et  toutes  les  poulies  excepté  C,  pourvu 
qu'on  introduise,  suivant  le  cordon  CC,  itne  puissance  ^  qui  le 
tirerait  avec  le'ménîe  effort  que  la  puissance  M  exerce  sur  lui  : 
l'équilibre  existe  donc  entre  les  puissances  .t*  et  R;  On  raison- 
nera de  même  pour  chaque  poulie,  et  en  vertu  de  l'équation 
précédente ,  on  trouvera  pour  l'équilibre,  savoir  :  \ 

/-  C R  =  2^'  cosC, 

.      \  €".........*'  =  ^t"  008 C", 

autour  de    \  ^ i^^a/'cos^, 

là  poulie     \  ^j^ 

(     CC»X. ....  ^«-0  =  2iC«)  cos  ce»)  =  2M  cosCC»). 

Ces  n  équations  sont  autant  de  conditions  nécessaires  à  l'équi- 
Kbré  :  elles  doivent  servir  à  déterminer  n  des  quantités  R ,  M , 
/,  t",...  ff',  C*. . .  :  d'ailleurs  chaque  équation  doit  avoir  une 
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inconnue.  Nonssapposerons  que  h  figuredu  système  est  donnée^ 
ou  que  C^C...  sont  connues  :  bien  entendu  que  chaque  cordon, 
appliqué  à  l'axe  delà  pioulie/doit  toujours  couper  en  deux  par- 
ties égales  Parc  qu'embrasse  le  cordon  suiyatit  Alo^s  ai  Ton  niid- 
tiplie  entre  elles  les  deux,  trois,  etc«,  premières  de  ces  éqoaliofts, 
on  déterminera  aisément  t\  f,  ete. ,  ci'est-A-dire  la  tenaicm  de 
chaque  cord6n;  si  on  les  multiplie  toutes ,  on  aura  pour  la  réla-' 
tion  entre  les  deux  forces  M  et  R  ^  Péquation  (fig.  60) 

R=2-XM(oo3f.oosC'.cosC*....cosCC»)) (O*). 

11^  suffit  donc  de  connaître  les  directions  des  cordons  pour  troa- 
ver  le  rapport  entre  les  forces  R  et  M. 

109.  Lorsque  deux  forces  parallèles  fe  et  M  sont  appli- 
quées aux  deux  extrémités  d'un  cordon  passé  sur  une  poulie 
fixe,  leur  résultante  est  éffiek  la  aomme  des  forces,  ou  plutôt 
au  double  de  l'une  d'elles  (3i)  ;  la  formule  (H")  s'applique  encore 
à  ce  cas,  en  faisant  ^  =  o.  Il  est  même  visible  que  lorsque  la 
poulie  est  mobile ,  la  force  M  a  alors  la  direction  la  plus  favo- 
rable pour  retenir  en  équilibre  la  force  R ,  puisque  M  est ,  dans  ce 

cas,  la  plus  petite  possible. 
.  Si  Ton  a  un  systèmii  de  poulies  mobiles  dont  les  cordons  soient 
para^èles  (fig.  6i) ,  alws  co8^=  cos  C=  etc.  =  1 ,  et  l'équation 

((y)«^réduitkRt=ii»M-,d'o&!'ontireg-  =  ^j  la  forcent  à  la 

réèiatance  comme  VuniU  e$t  à  la  puissance  de  2  marquée  par 
h  nombre  des  poulies  m^obiles* 

On  emploie  soutent  ce  système  de  poidies  pour  aider  les  forces 
a  faire  équilibre  à  de«tésîstànces  Considérables;  ainsi  qu'on  peut 
le  voir  d'après  l'équàtîon  R  :=  ii"l»f .  Mais  on  doit  observer  que 
la  dernière  poulie  C  ne  peut  monter  de  a,  sans  que  les  deux 
cordonè  qtri  en  embrassent  la  gorge  ne  se  raccourcissent  eux- 
mémep,  chacun  d'une  pareille  longueur;  ainsi  il  aura  dà  passer 
49ms  «ette  gorge  une  longueur  de  corde  =;:  2«  :  l'avant-dernière 
pouli^  C  dbvra  donc  monter  4e  aa,  pomr  que  la  dernière  s'é- 
lève seulement  de  a.  Par  la  même  raison ,  les  cordons  de  la  po»- 
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lie  C*  doittnlie  raeoonreirdiainHido  aa,  pour  que  eelladarf 
nière  C^  i^élève  a«tti  de  k  bamtear  2a;,  ce  qui  foroert  U  poi»- 
lie  G"  de  monter  de  a*  .a^  et  «tnet  de  snti^,  Denci  pour 
que  le  poids  H  fl^élèv^  d'«ne  faaiileiup  a,  il  finut  que  b  p«i«h 
•anoe  déveloi^  utte  loiigoear.  de  corde  s::^  ik^^j  de  Iprte  que  ee 
qu'on  e  gagné  du  oftlé  de  la  puifiaiioe  eat  pordu  du  ^t4  dm 
tempe. 

On  appelle  Moufie  (fig.  62)  une  machine  eomposâe  de  pld^ 
aieun  poulies  portées  pu*  une  mène  chape  ;  on  aseiMnbW  ane 
mouffle  mobile  avec  une  mouffle  fiie)  de  aorte  qu'un  même  cor- 
don f  tiré  par  une  force  M,  embraise  tour  à  tour  les  ponlieito  lia 
moufle  mobile  porte  un  poids  qu'il  laut,  ajouter  i  cekû  de  la 
mouffle  même  :  soit  R  la  somme  de  cas  deux  poidSt  qui  le 
distribuent  sur  les  poulies  mobiles  >  de  manière  que  chacune 
eu  porte  une  portion.  Quant  aux  poulies  de  ta  mouffle  fixe  > 
çlles  ne  servent  qu%  changer  la  direction  des  cordons,  sans  mo- 
difier la  force  M  (107),  qui  tend  tous  les  cordons  avec  ta  même 
intensité  (  ^  p*  98  )•  D'après  cela,  cherchons  les  conditions 
d'équilibre  entré  tes  forces  M  et  R. 

Supposons  d'at)ord  que  tes  cordons  soient  parallèles  (fig.  62)^00 
qui  n'arrive  que  lorsque  les  rayons  des  diverses  poulies  croisseni 
en  progression  j  dont  la  différence  est  le  raygn  de  la  plus  petite 
poulie.  Soit  V  le  poids  que  port^  la  poulie  A  :  il  est  visible  qu'on 
peut  supprimer  du  système  toutes  les  parties^  excepté  la  pou- 
lie A  ^  le  poids  P/  et  les  deux  forces  M  qui,  agissant  suivant  les 
cordons  a-  et  e^  produisent  l'équilibre:  on  a  donc  R'  =s2M, 
Pareillement  le  poids  R^  que  porte  la  poulie  B  est  soutenu  par 
deux  forces  M,  qui  agissent  selon  les  cordons  b  et  d\  d'où. .  • . 
R''::=:;2M,  Enfin  te  point  i  d'attachç  du  dernier  cordon  porte  le 
poids  R'%  d'où  M=R*'.  Ajoutant  ces  équations,  comme. .... 
R'  4-  R"  +  R*  +R^'  =  R ,  il  vient  R  =  7M.  En  général  le  poids 
est  égal  à  la  puissance  multipliée  par  le  nombre  des  xordons  qui 
aboutissent  à  la  moijffle  mobile;  ou  R  =  /iMy  /i  désignant  qe 
nombre  de  cordons. 

Quand  les  directions  des  cprdons  sont  quelconques,  il  faut 
décomposer  chaque  tension  en  deux  forces,  l'une  horizontale^ 
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l'autre  Yertîcale  :  ces  compofantes  doivent  se  détruire  séparé  ^ 
ment.  Soient  m  ,fi,  y. , ,  .les  angles  que  forment  les  cordqns 
arec  llioriflon;  en  raisonnant  comme  ci-deyant,  on  trouve  pour 
la  condition  qui  exprime  que  ces  composantes  se  détruisent^ 
Rz=.M.(sîn fit 4-sini8-f* siny. ...).  Quant  aux  composantes 
bortzontales ,  on  y  aura  ^^d  )i  part  :  elles  se  détruiront  >  par 
exemple;  si  les  deux  cordons  qui  embrassent  chaque  poulie  mo* 
bile  sont  également  inclinés  sur  Tborizon  (fig.  60  bis). 

On  Toit  que  la  disposition  la  plus  fayoraUe  à  la  force  M^  est 
IcHrsque  les  cordons  sont  yerticaux.  Cest  pour  cela  qu'on  em- 
ploie plus  souvent  les  mouffles  dont  les  cordons  diffèrent  peu 
du  parallélisme;  et  alors  on  les  regarde ,  en  effet,  comme  pa- 
rallèles dans  les  calculs  approximatifs. 

V.  Du  Treuil, 

j  110.  Le  Tiixum  ou  Tour  (fig.  63  à  67)  est  une  machine 
composée  d'un  cylindre  et  d'une  roue  qui  ont  le  même  axe^  et 
qui  font  corps  ensemble  :  cet  axe  a  ses  deux  extrémités  placées 
sur  des  appuis  ou  tourillons;  une  corde  est  enveloppée  autour 
du  cylindr&i  et  est  attachée  à  une  résistance,  ou  supporte  un 
poids.  On  imprime  à  la  roue  un  mouvement  de  rotation  sur 
l'axe;  elle  fait  tourner  le  cylindre,  la  corde  s'enveloppe,  et  par 
là  pn  surmonte  la  résistance,  ou  o^  élève  le  poids.  Ce  mouve- 
ment de  rotation  est  donné  à  la  roue  soit  à  l'aide  d'une  corde 
qu\  est  enveloppée  sur  cette  roue ,  et  qu'une  puissance  solli- 
cite  ;  soit  en  garnissant  les  jantes  de  cette  roue ,  de  chevilles 
auxquelles  on  applique  des  forces,  ou  sur  lesquelles  des  hommes 
montept  en  agissant  par  leur  poids  (fig*  63.) 

Quelquefois  au  h'eu  d'une  roue  on  se  sert  de  deux  leviers  qui 
traversent  le  cylindre  (fîg.  64  ) ,  ou  de  Marwelles^B^,  65  )  ; 
mais  les  effets  sont  les  mêmes;  la  révolution  est  seulement 
moins  uniforme;  la  machine  a  d'ailleurs  l'avantage  d'être  peu 
embarrassante.  Au  reste,  pour  les  conditions  d'équilibre,  toutes 
ces  dispositions  sont  indifférentes.  L'axe  du  cylindre  peut  être 
horizontal,  comme  dans  le  treuil, la  Boue  de  carrière  (fig.  63), 
la  Grue  (fig,  66)  qui  sei^t  dans  le^^bâUmens,  etc^  11  est  verticîjl 
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dans  le  Cabestan  (fig.  64)  >  machine  dont  on  se  sert  pour  ame^ 
ner  peu  à  peu  dés  fardeaux  considérables. 

Dépouillons  le  tour  de  tout  appareil  extérieur  inutile;  AB 
(  fig.  67  )  est  l'axe  du  cylindre  que  nous  supposons  horizontal , 
A  et  B  sont  ses  appuis;  FCD  est  la  roue  perpendiculaire  àPaxe 
ABy  D  son  centre  ;  le  plan  de  la  roue  coupe  le  cylindre  suiyant 
le  cercle  LDM.  La  force  P  est  appliquée  à  l'extrémité  de  la  corda 
FP  tangente  à  la  roue  au  point  F,  et  dans  le  plan  de  cette  roue; 
la  résistance ,  que  nous  représenterons  par  un  poids  Q,  est  atta- 
chée à  la  corde  QIH  qui  enveloppe  le  cylindre;  le  plan  perpen- 
diculaire à  l'axe  passant  par  cette  corde,  coupe  ce  cylindre  sui- 
vant le  cercle  GHL 

Cela  posé,  au  point  M ,  où  le  plan  horizontal  conduit  suivant 
l'axe  du  cylindre ,  vient  couper  le  cercle  LDM ,  et  de  l'autre  côté 
de  cet  axe  relativement  au  poids  Q,  appliquons  deux  forces  ver- 
ticales Q'  et  Q",  opposées  et  égales  à  Q  ;  l'état  du  système  demeu- 
rera le  même.  Or^  les  forces  Q  et  Q'  sont  en  équilibre  puisqu'elles 
sont  égales  et  à  la  même  distance  de  l'axe  :  c'est-à-dire  que  leur 
résultante  8  =  2Q,  rencontre  l'axe  au  point  K,  situé  au  milieu 
de  GD.  Il  ne  reste  donc  plus  que  les  forces  P  et  Q*,  qui  sont 
dan»  le  plan  de  la  roue  ;  ces  forces  sont  dans  le  cas  du  levier  ^ 
elles  doivent  tendre  à  faire  tourner  en  sens  contraire  >  et  leurs 
momens  relativement  au  point  D  doivent  être  égaux  :  ceux.de 
Q  et  de  Q"  le  sont  d'aiUeurs  aussi  (3i)  :  donc  :  il  faut  deux  con- 
ditions/Toz^r  l'équilibre  du  treuil;  1°.  que  les  forces  tendent  à  le 
faire  tourner  en  sens  contraires^  et  2.^.  que  leurs  momens  par  rap~ 
port  à  Va^e  soient  égaux  :  ou  ce  qui  revient  au  même,  que  la 
puissance  soit  à  la  résistance  comme  le  rayon  du  cylindre  est  au 
rayon  de  la  roue.  On  peut  donc  regarder  comme  inconnue  l'une 
qtiekonquedeces  quatre  quantités  >  et  résoudre  tous  les  problè* 
mes  relatif  au  treuil. 

III.  I9ous  ferons  ici  quelques  remarques  imp<M:tantes^ 

La  corde  dont  on  se  sert  dans  le  treuil  est  communément 
d'un  diamètre  qu'on  ne  peut  négliger.  L'action  des  puisisances 
se  transmet  par  l'axe  de  la  corde  ;  il  est  évident  que  son  rayon 
doit  être  ajouté  d'une  part  à  celui  du  cylindre,  et  de  l'autre  à 
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cdm  de  la  rouf .  La  «eoonde  ooodîlîoQ  d'équilibre  détient  donc  : 
la  puissance  est  à  la  résistance  qui  lui  fait  équilibre  (kms  le 
TùuTj  emrnne  la  somme  des  rayons  du  cylindre  et  de  lu  corde, 
estàla  somme  des  re^ns  dé  la  corde  et  delà  roue* 

S!  done  U  corde  feA  evielappée autour  du  cylindre,  et  es  a 
couTert  entièrement  la  surfiMse,  pour  qu'die  oontinue  dé  s  éorr 
rouler,  elle  doit  fermer  un  leoond  rang^  ainsi  on  doit  augmenter 
la  puissance. 

La  puiaMinee  qui  agit  sur  la  roue  d'un  treuil  a  d'autant  plus 
d'arantage,  que  le  diamirtre  de  cette  roue  eat  plus  grand  \  mais  la 
direction  de  cette  A>n»  est  entifaremeQt  arbitraire  t  il  suffit  que 
la  corde  qui  transmet  son  action  soit  tangente.  Du  reste  cette 
roue  peut  être  placée,  partout  oh  Pon  Toudra  sur  la  longueur  du 
cylindre  sans  que  Péquilibre  en  soit  troublé  ;  et  même  si  le  }dati 
FC  de  la  roue  se  confond  avec  celui  du  cerde  HG  qui  porte  la 
résistance  Q,  la  condition  d'équilibre  demeure  encore  U  même 
puisque  la  machine  est  réduite  à  un  simple  Wier. 

Dans  le  cabestan  (fig.64)>  l'axe  du  treuil  est  yertical  ;  on  sou* 
lèTé  d'abord  avec  des  leviers  le  corps  que  cette  machine  est  des  - 
tinée  11  traîner,  de  manière  &  pouToir  introduire  des  rouleaux 
dessous,  afin  de  diminuer  le  frottement  (F.  le  n^  i3i ).  On 
met  ensuite  en  jeu  les  leviers  du  cabestan  /  et  la  masse  entre  en 
mouvement.  Cest  ainsi  que ,  iqalgré  tout  le  frottement  qu'il  faut 
vaincre,  nous  voyons  si  souvent  remuer,  sans  de  grands  efforts, 
le^s  masses  les  plus  lourdes. 

La  gme  (  fig.  66  )  qu'on  emploie  dans  les  grands  édifices  a  une 
longue  piëce  de  bois  I  oblique  à  l'korizon  :  la  corde  qui  soutient  le 
poids  à  élever  passe  sur  des  poulies  fixes  b,d,e  qiie  ce  madtier 
porte,  et  de  là  sur  le  cylindre  du  treuil  QN.  Tout  FassemUage  est 
mobile  hornBonlalement  autour  d'un  pivoi,  sur  lequel  il  est  en 
équilibre  ;  de  façon  qu'ayant  élevé  le  fardeau  à  une  c^rtainf; 
hauteur,  on  peut  le  faire  tourner  aisément. 

112.  Quant  aux  pressions  exercées  sur  les  deux  ap{<uis  Â  ^  B 
(  fig.  67  ),  il  importe  de  les  calculer^  elles  sont  produites  par  Its 
composantes  en  A  et  B  des  forces  P  et  Q  du  système,  lesquelles 
équivalent  à  d'autres  qui  doivent  rencontrer  Taxe  :  savoir,  d'une 
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partàSy  et  de  Fantre  à  la  résultante  de  P  et  Q^^  nous  allons  nous 
occuper  en  pakticulîtr  de  ctiaeune. 

iyabord>  la  force  S,  décom^^osée  en  d^ux  antres  tertieales  en 
A  et  By  dônile  (  /^ le  n^  3i  ) ,  les  pressions  saitasiies,  saToir  : 

VY^-  'Aie 

P5  X  S  en  A,  et  -r^X  Sen  B.  Soient  donc  AD=^,  GB=y , 
Ait  Ao 

DG S3S0>  et  AB  z£3 a^ d'où  st as^ -4^  y  4*«  »  ceaone  K  est  au  nil^ 

lieu  de  DG,  on  a  KB  =  ^  c  +  b%  et  AK  =  ^  c  -f»  ^  s  ainsi  las 

pressions  qtri  proviennent  de  S  :!=  2Q  sont 

io.  en  A..-2-i^-XQ,    i^etiB....îil— XQ. 

La  résultante  des  forces  P  et  Q'  est  déterminée  d'après  ce  qui 
a  été  dit  (  n®  24)>  prenons  donc  deu^  axes  dans  le  plan  de  la 
roue  y  l'un  horizontal  et  Fautre  vertical)  las  composantes  paral- 
lèles à  ces  axes  seront  Poos«  et  Psbitf-^Q,  en  désignant 
par.  f(  l'angle  connu  que  P  fait  avec  Fbori^on.  Ainsi ,  on 
trouve  9  en  raisonpant  comme  ci-dessus  »  que  les  composantes 
verticales  soxit 

>^  e»  A...r^.^^^^^X(Psin«  — Q), 

a»»  en  B -     X(Psinct  — Q), 

dl6s  deitefit  être  ajoutées  ^nx  préoédenteê. 
iied  composantes  horiiftoQtales  sont 

i^  en  A.;.— ^^^XPcosflC,  2^en8. .  .-XPcosa; 

'    ■       ■     .  .    0  a 

on  dura" donc fn  A  ^  en  B  de\ix  forces  vertioales/A  et  a'^  et 
d/mx  boriM)ntaleS|  fê  et  jM^  jL'effort  exercé  eu  A  étant  la  résul^ 
tattte  4e$  fafoes  a  et  /t*,  sera  î=  V/(a* +/•'),  (n*  19)-,  Veflbrt 
en  B  sera  V/(a'*  +A*'*)  •  et  les  tangentes  respectives  des  angles 
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formés  par  ces  efforts  avec  l'horizon  sont  -  et  -7.  Or  1  comme 

les  quantités  A,  a',  ^  et  ^'  sont  données ,  on  connaîtra  la  gran- 
deur et  la  direction  des  efforts  exercés  en  A  et  B.  On  c^ser- 
vera  seulement  que  lorsque,  le  mouyement  de  la  machine  à 
lieu,  comme  le  point  K  change  sans  cesse >  ces  deux  choses  ya- 
rient  à  mesoreque  la  cohlè  s'enroule:  mais  il  n'est  ici  question 
qioe  d'équilibre.. 

Le  poids  de  la  machine  ^  contribue  encore  à  la  pression  :  on 
peut  le  regarder  comme  une  force  T  appliquée  sur  l'axe  au 
centre  d^  grayité  du  treuil.  On  doit  donc  augmenter  les  va- 
leurs ci-dessus  de  A  et  a',  des  deux  composantes  du  poids  T. 

VI.  DeB  Roues  dentées. 

1 13.  Vue  Roms  nENTis  (  fig-  68)  est  un  cylindre  md>ile  au- 
tour de  son  axe,  et  dont  la  surface  est  munie  de  filets  paral- 
lèles à  cet  axe  :  ces  filets  ou  dénis  s'engagent  dans  ceux  qu'on 
forme  de  même  sur  une  autre  roue  dentée,  et  cet  Engrenage 
est  tel ,  que  dès  que  l'une  est  mise  en  mouvemeàt  autour  de 
son  axe ,  l'autre  tourne  en  sens  contraire  ;  les  largeurs  des  dents 
et  les  intervalles  qui  les  séparent ,  doivent  être  égaux  dans  les 
deux  roues.  F,  la  fig.  68. 

Sur  l'axe  de  chaque'  roue  dentée,  on  en  adapte  ordinaire- 
ment une  autre,  qui  fait  corps  avec  elle,  et  est  d'un  diamètre 
moindre  :  cette  roue  s'appelle  Pignon;  les  dents  se  nomment 
^^«.  Alors  chaque  roue  dentée  engrène  dans  le  pignon  de  la 
roue  suivante,  comme  on  le  voit  fig.  68.  Si  une  force  M  Éait 
tourner  la  première  roue  A ,  le  pignon  a  fera  mouvoir  la  roue 
6  ;  de  même  le  pignon  de  celle-ci  mènera  la  roue  G ,  etc.  Enfin 
on  adapte  à  la  dernière  roue  E,  au  lieu  de  pignon,  un  cylin- 
dre non  denté,  autour  duquel  est  enroulée  une  corde  qui  sou- 
tient un  poids  R,  ou  qui  est  sollicitée  par  utie  foi*ce  R.  Cher- 
chons les  conditions  d'équilibre  entre  la  puissance  M  et  Id  ré- 
sistance R,  aussi  bien  que  les  efforts  et^rcés'sur  les  dents  deà 
roues, 
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Pour  assigner  le  rapport  de  la  puissance  k  la  résistance  dans 
Celte  macliine ,  on  observera  que  chacune  de  ces  roues  et  son 
pignon  ne  sont  s^utre  chose  qu'un  treuil  :  on  a  donc  ici  k  con- 
sidérer un  système  de  treuils.  La  manière  dont  nous  allons  ré- 
soudre le  problème,  n'appartient  pas  seulement  aux  roues 
dentées ,  mais  Fesprit  de  la  méthode  doit  être  appliqué  k  toute 
machine  composée ,  comme  nous  aurons  occasion  de  le  voir  par 
la  suite ^  et  comme  nous  l'avons  déjà  fkit  (io8). 

La  roue  A  entraine  son  pignon  a,  celui-ci  mène  la  roue  B; 
désignons  par  F  la  pression  exercée  par  les  ailes  du  pignon 

contre  les  dents  de  la  roue  :  soient  de  même  P*,  P*, les 

efibrts  des  ailes  des  pignons  b,  c,^ , . .  sur  les  dents  des  roues 

C ,  D De  plus  soient  r,  r" . . . .  r^") ,  etc. ,  les  rayons  des 

roues;  «'/s", . .  - .  «^"^  les  rayons  des  pignons  j  l'indice  ^O  est 
relatif  à  la  dernière  roue.  Généralement  les  rayons  sont  Ue 
distances  respectives  de  chaque  axe  au  poipt  de. contact  de  la 
dent  avec  l'aile  du  pignon  d'engrenage  ;.  mais  comme  ce  point 
varié  à  mesure  que  le  système  se  meut,  on  peut  prendre,  par 
approximation ,  une  distance  moyenne  :  nous  entendrons  donc 
ici  par  rayons ,  les  longueurs  comprises  entre  les  axes  et  le  point 
qui  est  au  milieu  de  la  longueur  des  dents. 

Gela  posé,  M  et  P'  sont  deux  forces  en  équilibre  autour  du 
treuil  A;  leurs  directions  sont  tangentes  li  la  roue  et  au  cylin- 
dre y  de  même  pour  les  autres  :  on  aura  donc  pour  la  condition 
d'équilibre  autour  de  la  roue 

A  '       B  C  dernière 

]yi/;=P'«VPV  ==:?"/,   PV=P»«"'...    PC»-0^C«)5s;a5C">J 

Multiplions  entre  elles  les  deux  premières  équations ,  ou  les 
trois  premières  >  etc.,  nous  aurons,  en  réduisant 

M/r"  =  PV/ ,       MrW  -  F'a'fi V ,  etc. 

Ces  expressions  servent  à  déterminer  les  pressions  P',  P\, . . . 
la  dernière  donne  le  rappwt  entre  les  forces  M  et  R.  Elledert, 
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d'afprès  les  principes  de  l'Algèbre^  «  résoudre  ce  proUèite: 

toute»  les  quantité!  qui  y  entrent  éiant  donnée»,  ^ousepté  Pana 

^dîh^j  trouTcr  cdle^ci:  on  déduit  ensuite  les  cessions  i  s'il 

est  nécessaire.  On  peut  au  reste  prendr^^pour  la  résistance ^JW 

ou  R  indifféremment;  il  suffit  de  remarquer  que  ces  forces 

agissent  sur  les  deux  roues  extrêmes,  M  sur  la  circoniSêrence  et 

Esurlepgnon. 

Si ,  par  exemple^  pu  Teut  retenir  en  équilibre  un  poids  de. 

3oooo  kil*  k,  l'aide  d'une  i^rce  de  60^  en  divisait  ci|s  daux 

R  ^ 

nombres ,  on  trouve  =j  =  5oo  ;  ainsi 


--çg.=  6oo. 


Lt  problème  consiste  à  trouTer  le  nombre  des  roués  et  leurs 
grandeurs^,  ainsi  il  est  indéterminé.  Si  donc  on  partage  5oo  en 
divers  facteurs,  tels  que  4>  5  ^5 et  5,  fls  pourront  être  pris  pour 

p^  T7 Ainsi,  entre  autres  manières  d'établir  l'équilibreur 

on  prêtera  quatre  roues ,  dans  Fune  desquelles  le  rayon  du  pi- 
gnon sera  le  quart  de  celui  de  la  roue;  il  sera  le  cinqiiiëme  dans 
les  trois  autres.  ' 

L^équation  (P*)  s'énonce  ainsi  :  ta  force  et  la  résUtamce  sont 
emtre  elle»  comme  lé  produit  des  rayons  des  pignons  est  au  pro- 
duit des  rayons  des  roues.  Ainsi  deux  forces  très  iu^iailes  peu- 
vent être  mises  en  équilibre  k  l'aide  d'un  système  de  roues den-. 
téesy  et  les  efFets  de  la  puissance  M  se  trouvent  par  là  beaucoup 
{dus  grands  qu'ils  ne  l'auraient  été  sans  le  secours  de  ce  sys* 
tème.  C) 

■■         '  f ■         'H ■»»     HH        I  f>»f;||^   *mM1      J't"*     .ll'il'JUi]  ^     M|IM 

{*)  Lorsque  le  mouvement  est  produit  dans  uiy  système  4e  rpues  dentées, 
comme  les  points  de  Contact  deê  dents  varient  sans  cesse ,  la  pression  change 
de  direction  et  dt  point  d*applicatioii  ^  en  même  temps  que  la  circulation  s^o* 
père.  Il  en  résulterait  donc  Que  rotation  irrégoJière,  même  en  supposant  le 
moteur  eonstsnt,  ta  Ton  ne  donoait  pas  «ux  dents  nue  eotntlmre  ^eycioï" 
tUtle  qdi  conserve  Pm^iforaûlé  au  mountmsm.  Ponr  le  ir(M;e'  de  cette  é^çe 
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r  ^«:^«  -QiidbaePf^i^  quek«i*oiie«  ne  font  point  lenr  tour  en* 
tieir^hMotlq lèitae  tenip^i  car  la  moue  B. étant  âupposéede  loo 
dent»;  et:iô  pignon  a  de  to  ailes^  à  diaqne  tonr  delà  rooe  Aet 
àà  ion  jg^nààf  la  roue  B  ne  fiait  que  k  dixième  d'un  lonr*  De 
Mvte  qu^S&drt  lo  tours  du  pjgnona  pour  que  kroneB  ùmb 
un  Umr  «ntîer.  Si  k  coue  B  (fig.  69) .  a  20  dentt  et  A  9^  aprèyi 
9  tours  de  B^  il  aura  passé  9  fois  ao  dents  des  deux  ronesiAanra 
accompli  20  tours ,  pendant  que  B  n'en  aura  kit  que  9.  Ainsi 
ke  nombres  de  dentB  de  deux.circonfèrences  qui  engrènent  sont 
efftrt  eux  rieiprùqueme»t  eommà  leurs  vitesses  de  circulation^ 
ou  directement  comme  les  temps  employés  à  accomplir  une  seule 
résolution, 

ly après  cek,  sî  je  veux  que  A  fesse  5^6  tours  pendant  que  B 
en  fera  2261  je  pourrai  armer  A  de  228  dents  et  B  de  576  :  mais 
comme  le  rapport  de  ces  nombres  est  seul  à  considérer ,  je  pour* 
rai  (divisant  ces  nombres  par  12  )  donner  19  dénis  à  A  et  Ifi 
à  B;  par  exemple  si  A  met  19  minutes  k  faire  un  tour ,  B  en 
emploiera  4^  k  faire  le  sien. 

•Ea  général;  soient  q%  y*, y^*)  (fig.  68)  les  nombres  de 

dents  des  roues ,  V,k^j, . .  kW  les  liombres  <f  ailes  des  pignons  ; 


ir.  le  IScu  de Tedtnologie,  tome  VI ,  page  4^^ j  le  Traite  de  Lahirej  les  Më- 
moires  de  TAcadémie  ponr  i733,  etc. 

Du  xe»te,  il  £wA  iake  en  sorteqne  Jea  denusoUDtaiacz'ffapprocheet  pour 
^'au  moins  deux  soient  à  la  fois  en  prise  avec  deux  ailes  dn  pignon ,  afin  dV- 
viter  les  saccades  qui  rësnlteraient  d^nn  défant  de  continuité  dans  la  .pression, 
B*an  autre  côté,  si  Pon  faisait  ks  dents  trop  rapprocbées  et  trop  minces,  elles 
ponrmâeac  se  briatv  scms  Tefflon  ^i  ks  presse  j  aiott  on  dort  en  propontomier 
le  nombre  et  r^[Miissenr  à  Is  tiataie  de  la  jUaiière  ^i  l«s  copftîtne»  et  à  la 
foBce  ^i  meut  le  «jrstèmc. 

Comme  Texecution  des  dents  présente  le  plus  souyent  des  iirégularités,  sur- 
tbût  dans  tes  petites  roues  qu'on  tie  peut  arrondir  selon  la  courbure  dont  il 
nent  d'^ire  t^siion^  «on  M*eu  repoee  sar  le  ^«ottement  dn  soki  d'user  les  wvt» 
f«oespQm;^l9a»inifr2indegnédemolûUtéq«^)ndésirs^MsisMfaii(p^rc(^ 
les  mémrs  panicp  j^ïeut  ^ans  eesi^  ramenifes  en  contact,  ç'eftt»à-dirp  (|ve  le 
nombre  des  dents  de  chaque  roue  soit  un  multiple  du  nombre  d'ailes  de  son 
pignon  d'engrenage.  C*csl  ce  qti*on  appelle  préférer  des  nombres  rentrons  ^ 
condition  \  laquelle  les  horlogers  sq soumettent  toujours. 
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N',  N" . . .  N^")  les  nombres  de  tours  que  font  en  même  temps  ces 
diverses  roues.  Après  M' tours ,  le  pignon  a  aura  fait  passer  N'  k 
ailes  dans  les  dents  de  la  roue  B^  pai*eiilement  cette  roue  disant 
dans  le  même  temps  ^"  tours^  aura  fait  passer  N'^^"  dents  dans  lés 
ailes  du  pignon  a  :  or  il  a  dû  passer  autant  de  dents  de  la  roue 
que  d'ailes  du  pignon  ;  donc  on  a  N^it'  =  N"^"  ;  en  raisonnant  de 
même  pour  les  autres  roues ,  on  trouve  pour  le  pignon 

a  ,         b  ,  c. ........  avant-dernier 

On  peut  9  comme  ci«dessu8»  multiplier  ces  équations  deux  à 
deux,  trois  à  trois ,  etc.  pour  connaître  les  nombres  de  tours 
que  font  les  roues  consécutives  dans  le  même  temps.  .Si  on  les 
multiplie  toutes  y  on  a   , 

N'ifc'r  r ....  /rC»-o = mwqYq'' ....  /**) (Q")  •    * 

Ainsi  les  nombres  de  tours  simultanés  de  la  première  et  de  la 
dernière  roue  (  ou  de  deux  roues  quelconques  )  sont  entre  eux 
comme  le  produit  des  nombres  de  dents  des  roues  est  au  produit 
des  nombres  d^ ailes  des  pignons.  On  observe  qu'ici  K*)  et  q' 
n'entrent  pas ,  parce  qu'il  n'y  a  ni  dents  à  la  première  roue ,  ni 
ailes  au  dernier  pignon  y  ou  du  moins  parce  qu'elles  sont  inutiles 
à  l'état  du  système. 

On  tire  de  là  une  règle  pratique  fort  commode  pour  évaluer 
les  vitesses  des  parties  d'un  rouage.  Soient  p  le  produit  de  tous 
'  les  nombres  des  den1;3  des  circonférences  menées  (des  pignons) , 
r  le  produit  dés  nombres  de  dents  des  circonférences  motrices 
(les  roues) ,  on  a  N'/)  r^N^Or  :  ainsi  ècripez  d'une  part  tous 
les  nombres  des  circonférences  motrices^  et  de  Vautre  tous  tes 
nombres  des  circonférences  menées  j  et  le  produit  r  des  premiers  " 
exprimera  combien  la  dernière  roue  menée  fait  de  tours  ^  pen- 
"dant  que  la  première  roue  motrice  en  fait  un  nombre  é^l  au 
produit  p  des  seconds.  Dans  la  ^g:  69,  A  fait  48  fois  178  tours 
pendant  que  C  en  fait  seulement  87  fois  19;  et  en  efièt,  il 
suit  de  ce  qu'on  a  dit  ci-dessus ,  que 
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A  fait    4^  tours  pendant  que  B  en  fait  19 , 
B  fait  173  tours  pendant  que  G  en  fait  37. 

Multipliant  les  nombres  de  la  i^Migne  par  173,  et  ceux  de  la 
2*  par  19 ,  on  arrive  à  la  conséquence  énoncée. 

En  jgénéi^l  nôtre  équation  sert  à  résoudre  ce  fTKj^Skmeide 
ces  quatre  choses^  les  nonibres  "SU'  et  N^")  de  tours  de  la  première 
et  de  la  dernière  roue  ^  les  produits  r  études  nombres  de  dents 
des  roues  et  de' leurs  pignons  ;,  trois  étant  données  ^  tromper  la 
quatrième^  On  peut  donc  se  servir  de  cette  équation  pour  trou- 
ver ^s  iKHubres  de  dent«  et.d'aîfes  d'un  roua^,  èa  supposant 
connus  lei  nombres  de  tours  de  la  première  et  de  la  dernière 
roue  :  mais  on  voit  qu'ici  le  problème  est  très  indéterminé^  car 
il  consiste  à  trouver  (outre  le  nombre  de  roues  qui  est  arbi- 
traire }  r  et />  ^  et  de  là  les  facteurs  k*  ^  k" . ..  K"""0,  q"^  q" . .  ^y^"), 
étant  donnés  N^"^  et  N^  :  mais  comme  ces  valeurs  sont  toutes  en- 
tières y  cela  particularise  un  peu  la  qi^tion. 

Si, par  exemple,  on  veut  employer  cinq  roues >  et  faire  en 
sorte  qu'à  cbaqi^e  tour  entier  de  la  première  £( £g.  68),  à  la- 
quelle on  suppose  le  moteur  R  appliqué,  la  dernière  A  en  fiuse 
2800  :  on  fera  Ï9^*^  =  i ,  N'  =  2800,  et  l'équation  deviendra 
!iBoo.\k'.k\k''.k^''  =  q".q'.q'''.q''.-On  peut  se  donner  ^bi- 
trairement  toutes  ces  quantités,  moins  une  :  mais  cette  dernière 
devant  être  aussi  un  nombre  entier,  on  disposera  de  toutes,  ex- 
cepté deux,  ^n  ayant  soin  de  prendre  les  valeurs  dé  q'yq" 

plus  grandes  que  k\  ib" ....  et  entières.  Soit  pris ,  par  ex^^nple , 
pour  F,  k"^  ib*^,  q'*,  q^^'y  q",  les  valeurs  respectives  10^  12, 12, 80, 
80  et  84;  notre  équation  sera  réduite  à  i5^'  =  nq".  Qn  est  con- 
duit à  une  équation  indéterminée,  qui ,  traitée  par  la  méthode 
connue  (G)urs  de  Math.  n°*  1 18  et  564)  >  admet  pour  jf  toutes  les 
valeurs  paires  :  on  pourra  prendre ,  par  exemple  ,k'  =  io,  ce 
qui  donne  q"  =^  75.  On  voit  donc  qu'entre  autres  hypothèses, 
on  a  pour  le  système  d'engrenage  des  ailes  et  des  dents  les  nom- 
bres suivans  : 
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d... 

..  XJ»3=ia 

ri.. 

..y^=84 

e'. . . 
b... 

..r  =  12 

..r  =10 

Roues  < 

\h.... 
C... 

-..y'»  =  8o 

..  jr'   =8o 

a.. . 

..^'    =10 

1 

[  B,.. 

..q'    =,5 

•46 

Fignons 


1 1  â.  Il  Arrive  souTeat  que  ks  vitesses  4ûiinée6  saut  èi^primées 
par  ile  grands  nûmbres  dont  le  rapport  est  înrédaetiUe  et  qui  ne 
sont  pas  décûHipoaaUes  ^i  facteurs  simples  :  on  leur  en  snb^i» 
tae  aïofs  d'autres  qui  n'offrent  pas  cq^  diffîcoités  «  et  dont  le 
rapport  sqit  aussi  Toisin  que  possible  du  proposé.'  L^œm^ 
fiuinwfcmoiÉrera  comment  on  doit,  diriger  tous  les  dAcuis  de 
eotte  «ipëoe.  * 

Sy  fe  TOUX  que  la  roue  A  (^.  69)  fasse  «n  tour  en  -àtmx  jours 
et  éoBoi,  tandis  que  C  n'jioeompUraît  le  sien  qu'en  29^  is'^  44% 
dur^  moyenne  du  retour  des  pliases  Innawes  \  ces  deux  temps 
réduâls^n  minutes  sont  36oo  et  4^534*,  on  prend  le  ^art  et 
Fon  a  900  et  io63i ,  ncMnbres^dent  le  rapport  est  îiréduetibie^ 
et  dont  Fun  est  premier.  Soient  »  et  ^  les  deux  nombres 
que  nous  substitaerons  à  ceux-ci  y  il  faudra  que  les  fractions 

-^g-  et  -  soient  à  trè^  peu  près* égalas,  ou  ,qv*€  ladifiFérence 

goo  y  -»-«•  ie63i  ir  rtt  «,  «  étant  un, nombre  enîtier  ftwt  petit.  En 
résolvant  oette  équation  indéterminée  on  ^ 

/  é^ni  un  entier  quelconque ,  et  a  très  petit  et  arbitraire.  En 
prenant  pour  t  e{  et  des  entiers  successif ,  on  aura  des  valeurs 
A.e.x^ly  ^  et  il  faudra  choisir  les  résultats  qui  sont  susceptibles 
d'être  décomposés  en  facteurs.  Ainsi  «t  =  5  et  ^= —  i ,  donnent 
*  =  ^o3  =:  19  X  37 ,  j  ==  83'o4  =  48  X  1 73.  De  là  résulte  le 

rouage  irflpi:^senté  %.  69.  Il  est  bien  vrai  que  le  rappevt  -7^-7 

1  3600  1    1     „  1 

n  est  pas  exactement  =  /  k  1 5  pour  calculer  1  erreur,  rempla- 
çons 4^524  par*  s,  et  égalons  les  deux  fractions;  nous  aurons 
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%  rz  4^$2i4>^4)  ^^  1^  ^  ^nSd^i  Terreur  est  de  o'o^y  ou  a''4 
par  r^Yolation  lunake,  on  «nyiFon  3o''  par  s^  En  prenant 
«  3534  et  /^îP  —  I ,  on  trouTe  »  =  16  e'tjr  ï=  189^  ainsi  on  peut 

remplacer* la  fraction  proposée  par      ^  .  Deux  roues  armées 

TuBie  de  fi&dents  «t  l'antre  de  189  auront  h  très  peu  près  les 
idtesaes  demaMUes  |  et  si  Fon  dispose  le  sjstème  de  maiitèrè  que 
l'une  ne  lasse  son  tour  qu'en  60  heures,  l'amtre  ne  fera  qu'flnt 
iovet  pi^  lunaiscni  :  l'erreur  ne  sera  que  de  V  par  an.  Tel  ési  lé 
prooédèdont  on  se  sert  pour  faire  indiquer  à  l'aigiiitte  «t^unè 
horloge  les  phases  et  les  dates  lunaires.  • 

1 16.  On  doit  ici  faire  une  observation.  Les  dents  et  les  ailes 
qui  ^'engrènent  devant  être  également  larges  et  espacées ,  le  rap- 
port qui  existe  entre  leurs  nombres  doit  être  égal  à  celui  des 
«irconférenoes  de  la  roue  et  du  pignon,  ou  à  celui  delenrs 
rayons,  c'est-^-dire  que  les  nombres  de  dents  et  df ailes  sont  entre' 
eux  cotrane  k$  rayons  de, la  roue  et  du  pignon.  Pouf  qu'une  roue 
de  4^  Aeù^  engrené  avec  un  pigilon  de  8  àiles ,  il  faut  que  le 
rayon  de  la  roue  soit  5  fois  celui  du  pignon*  On  a  donc  pour  la 

roue  B  et  le  pignon  a  (%«  68)  ^^  ^  t;  U  ^n  e^  de  nuêsoe 

K  s 

^8  autres  ;  aiirii 

équations  qui  servent  à  déterminer  la  gjcandeur  de  chaque  roue 
et  de  son  pignon ,  lorsque  le  nombre  de  dents  est  £xé  ,  ou  réci- 
proquement. En  les  multipliant  toutes,  on  trouve 

et  rapprochant  ce  résultat  des  équations  (P')  .et  (Q'')>  on 
4>btienl 

équation  qui  iert  à  faire  Connaître  l'un  de  ces  trois  rapports , 

10. . 
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lorsque  les  deux  autre?  sont  donnés.  Or  2;r>'  et  2  «•«<•)  sont  le» 
circonférencerde  la  roue  E  et  du  .pignon  a  \  donc  le  premier 
membre  de  notre  équation  est  le  rapport  des  chemins  m  et  r  que 
décrivent  ensemble  la  force  M  et  le  poids  R,  savoir  JVf/w  =  Rr  : 
]plus  la  puissance  sera  grande  et  plus  le  poids  aura  de  vitesse, 

117.  Il  est  facile  de  comprendre  maintenant  le  mécanisme 
des  horloges»  Un  poids  ou  un  moteur  est:  appliqué  à  la  roue  E 
(fig.  68)9  à  l'aide  d'une  corde  roulée  autour  d'un  cylindres. 
L'action  dç  cç  poids  &it  tourner  cette  roue  qu'on  appelle,roi£&  de 
Cylindre  ;  elle  met  le  système  en  mouvement.  Voici  les  nombres 
de  dents  et  d'ailes  qu'on  peut  employer. 

Roue  E  ou  de  cylindre  84  dents  ^  elle  mène  le  pignon  </  de  la  aile». 

Roue  D 8b  dents  j c  de  la  ailes. 

Roue  C  ou  des  minutes  (o  dents; B  de  îo  ailes. 

Roue  B •  75  dents; a  de  10  ailes." 

La  roue  A  s'appelle  roue  à^  Échappement  ;  ^nova  la  suppose- 
rons ai|lnée  de  3o  dents;  en  voici  l'usage.  Il  est  clair  que  si  rien 
n'arrêtait  les  roues,  l'action  du  poids  R  ferait  tourner  avec  rapi- 
dité tout  le  système  y  jusqu'à  ce  que  la  corde  ^R  se  îtit  entière- 
ment développée  de  dessus  le  cylindre.  Mai»  si  à  la  dernière  roue 
A  (fig.  74)  on  imagine  un  pendule^  c'est-à-dire  un  corps  pesant 
M  fixé  à  l'extrémité  d'une  verge  ML;  et  si  de  plus  une  ancre 
K.LI  fait  corps  avec  cette  verge,  et  oscille  avec  elle,  il  est  aisé 
de  voir  ce  qui  arrivera.  Chaque  fois  '  que  le  corps  M  passera  en 
oâcillant,  de  l'autre  côté  de  la  verticale  LN,  la  branché  I  de 
V ancre  s'élèvera,  et  ne  retenant  plus  la  dent ,  celle-ci  Réchap- 
pera; la  roue  tournera  donc  :  mais  il  ne  pourra  passer  qu'unç 
seule  dent;  car  l'autre  branche  K  de  l'ancre  s'abaissanten  même 
temps  que  le  point  I  s'élève,  celle-là  retiendra  la  dent  qu'elle 
rencontrera;  et  ainsi,  de  suite:  de  sorte  qu'il  ne  s'échappera 
qu'une^ent  à  chaque  oscillation  double. 

Nous  ne  pouvons  ici  donner  de  détails  sur  le  pendille  et  la 
théorie  des  oscillations  (194)  ;  mais  si  la  longueur  ML^t  telle 
que  ces  oscillations  se  fassent  de  seconde  en  seconde,  là  roue  A 
n'aura  fait  un  tour  entier  qu'en  60  secondes  ou  une  minute.  Si 
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donc  l'axe  de  la  roue  d'échappemient  porte  une  aiguille  GH,  mo- 
bile avec  elle,  et  si  Ton  adapte  sur  le  même  centre  un  cadran 
£xe,  dont  la  circonférence  soit  divisée  en  soixante  parties  égales , 
l'extrémité  H  se  présentera  successivement  à' tous  les  points  de 
division  de  ce  cadran ,  et  y  marquera  les  secondes. 

Giaque  tour  que  la  roue  B  (  fig.  68  )  fera  j  correspondra  à 
7  i  tours  faits  par  la  roue  A ,  puisque  celle-là  est  arm^  de  75 
dents^  tandis  que  le  pignon  a  a  10  ailes  :  la  roue  B  fera  donc  son 
tour  en  45o  secondes ,  c'est-à-dire  à  chaque  demi-quart-d'heure. 
Le  pignon  6  a.  10  dents ,  la  roue  G  en  a  80  ;  elle  fera  donc  sov 
tour  en  une  heure ,  et  on  pourrait  marquer  les  minutes  aur^^M» 
autre  cadran,  si  on  en  disposait  un  sur  l'axe  de  là  roue  C,  comme 
pour  la  roue  d'échappement.  La  roue  D  fera  son  tour  en  &h.  | , 
et  enfin  la  roue  E  fera  un  tour  en  /\&h.  |. 

On  peut  faire  porter  par  l'axe  de  la  roue  C  un  second  pignon 
de  7  ailes  qui  mènera  uiie  roue  de  84  dents;  celle-ci  fera  sofi 
tour  en  12  heures,  et  pourrait  par  conséquent  marquer  les  heu- 
res sur  un  cadran  concentrique ,  qui  serait  divisé  en  douze  par  • 
tîes  égalés.  Nous  ne  donnerons  pas  ici  le  détail  des  dispositions 
qui  conviennent  le  mieux  aux  roues ,  ni  dés  nombres  de  dents 
et  d'ailes  qui  sont  usités  de  préférence.  Ces  nombres  peuvent 
être  très  difPêrens  de  ceux  que  nous  venons  d'emplojer. 

118.  On  se  sert  aussi  du  moyen  suivant  pour  imprimer  le 
mouvement  à  la  machine;  au  lieu  du  poidsR  (fig.  68),  on  adapte 
à  la  roue  E  une  boîte  cylindrique  F  (fig.  71)-,  qu'on  nomme 
Tambour  ou  Barillet^  avec  laquelle  l'axe  ou  arbre  né  fait  potnt 
corps  ^  de  sorte  que  la  roue  E  entraîne  le  tambour  sur  l'axe  HG 
immobile^  Un  ressort  spiral  inij  qu'on  nomme  grand  ressort  j 
est  caché  dans  le  tambour  ;  il  a  l'une  de  ses  extrémités  ^  fixée  au 
limbe  int^ieùr  du  cylindre;  l'autre  m  l'est  à  Fairbre  même.  Si 
donc  on  fait  tourner  l'arbre  en  retenant  U  roue  E,  le  ressort  se 
serre  autour  en  l'enveloppant  ;  puis  fabant  effort  pour  se  déve- 
lopper,  il  fait  tourner  le  barillet  en  sens  contraire ,  lorsque? 
l'arbre  devient  fixe  t  il  imprime  alors  à  fat  machine  un  mouve- 
ment de  rotation,  et^emplace  le  poids  R.  Pour  bander  le  ressCMrt, 
il  ne  faut  donc  que  faire  tourner  l'arbre  et  le  fixer  ensuite  :  on 
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en  ikçtMoe  Teilreimlé  II  ea  prisaie  à  quatre  ^^^^,  c'est  le 
Mim^V  on  le  eût  entrer  dans  une  defT  de  mAme  cdHire ,  qu'on 
fait  tourner.  Le  ressert  esTdopfe  alcMrs  Partm,  car  les  antres 
rouages  retteanent  la  roue  E ,  ainsi  qne  le  barillet  F.  Apre» 
chaque  tour  dedef,  l'arbre  ne  peut  ftonmcr  en  sens  oontraire , 
gor  illaîleorpe  urec.  nno  rone  Kditeà  /locA#l,  dont  les  dents 
.  aUîqneS  sont ristenoes  par  nn  CUquei;  œ  cUqnet est  nne  eqpieede 
languette  AB^  pressée  par  une  lame  d'acier  CD,  et  reteiyte  e» 
Apar  Pune  dea  phtines  fixes  M  et  N  qoi  portent  ks  axes  des 
roues*  II  ea  résulte  qnequand  on  Teut  tendre  lereseoK,'il  tsmi 
lenmar  Farbredans  unsens  :  alors  la  roueK  {^isse  sur  f^nc^n»* 
iag»  AB;  umûs  lorsqu'on  dbaodenne  le  bartUet  k  lui*-niAnie»  il 
toumOi  entraine  la  roae  £,  et  le  reste  dn  syslbie>  L^aribre 
reste  donc  seul  immobile  sons  Faction  du  grand  ressort. 

La  durée  des  oscillations  du  pendule  LM  (fi|^  74)  petit  varier 
affec  la  force  de  pression  csevote  sur  les  arrêta  K  H I;  or  àme^ 
>  snreqne  le  ressort  se  déidoppe parle moiivement, cette  pression 
din^lnne  9  il  s'ensuit  que  les  tempe  des  eecillatioBtt  pourraient 
être  inégaux,e)  l'on  n'y  remédiait  par  un  mécanisMO  particulier. 
LaJFVMdboet  une  espèce  de  c6netroMpiéB(£lg.  ^2)  :  le  tandlKicap 
A^anUeud'élre  adhérent,  oonme  danslafig.  71  >à  la  première 
roue  Ey  forme  une  pièoe  distincte,  La  surface  de  la  fuséeest 
niunî*  d'un  plan  indnié,  en  Méticê^  destinée  receronr  une 
ebeine  qui  ij  enveloppe.  Le  grand  ressort  transmet  son  action 
è  k  Insée^  è  l'aide  de  cette  cbaine.  On  Toît  que ,  par  ce  méca- 
nisme ingémenx^  le  bras  de  levier  de  k  puissance  croit  à  m^ 
sure  ifoe  le  ressort  se  débande,  ce  qui  tend  è  égaliser  ses  efietSo 

Lorsque  k  ressort  est  détendu  >  la  ohiade  enreloppe  eotière^ 
aentkbarillety  en  laissant  k  fesée  a  nu;  une  clef,  dans  la^ 
qttette  on  ûssère  k  carra  \,  iett  à  &ipe  tourner  k  cdrpsdek 
ftiaée  ctt  %mà&  conAraire}  parll^  la  chaîne  se  déroule  de  dessus  k 
bariUet^  et  k  formant  à  tourner  dans  k  mène  sens,  tend  de 
no^Teau  k  reesort,  et  reporte  k  chaîne  sur  k  lu&ée.  Dans  k 
ini^T««ie«t  ^éral  dea  rongeai  l'arbre  K  reste  censtammcnt 
SMi  el  il  re4«  aiissi  e^  repcs  quuid  on  bande  le  ressort,  c'est-^ 
dire  quand  on  farce  k  barillet  à  tourner  sur  son  aiie  ÏAe^  lor&r 
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4u'U  esienlraioé  f*r  k  fwéiEt.  Du  reste,  cetle pièce  oomque  Bne 
'  isàtfas  corps  aTCc  la  hme  £  t^ttî  aie  même  axe;  nn  déclic  >  dis* 
p^sé-  dans  soti  iotérieur  i  penxiel  à  la  ftiséede  iourntf  satH  elle , 
lautis  dans  uti  sens  seuleneoli  et  par  tomMbeftei^  saiis  rien  déta»- 
ger  à  la  situation  des  autres  roues;  tandis  qit^  oodatraire  cette 
farie  ne  "peut  toutnev  dans  le  sens  oppoéé  sant  edtn^er  toutes 
lea  ^èœs;  c'est  p6ar  cala  que  quand  an  monte  une  nwotre  »  ks 
aiguilles  ne  prenneml  aiUGttn  mouTement  En  un  mot^  tonl  Pap* 
pareil  qm  était  prédédemment  adapté  à  h  prenière  temeE, 
emistedd  même  iot,  eKxeepté  que  le  barillet  forme  Une  pîioe  dis- 
tincte ^^  %  78.  •  • 

Aprèd  a^oir  érké  l'emploi  d'un  potd»  pour  mcfteur ,  il  ne^t 
plia9>  peur  rendmla  machine  poÉtàtiye  >  qne  trouTtr  «n  autfe 
régakttour«|«e  le  pendule.  On  fait ,  dans  les  vacNitres  (fig.  73), 
usage  du  méosnisme  suîrant.  Le  barillet  A  mené  la  fusée  B  et 
sa  roue  ,^  de  sorise  q«K  le  mouTemehl  se  œmmunkfue  am.  autres 
roues  C,  t),  E>  F;  la  roue  G  «st  celle  des  nrinutes  ;la  rôue  E 
fait  mamoh  une  roue  G  dont  Faxe  es*  horizontal ,  et  qu'on 
ttomotô  wme  èe  rencontrer  (fig.  70*).  Uiïe  tige  poj*te  deux  pa- 
letfiei  dfemesL^  L  qui  etigr^nent  tour  k  tour  da«s  les  d«nts  delà 
Mue  ée  rencontre;  tkt  eomtnè  cette  roue  porte  utt  non^r^  impair 
et  èeitMf  chacune  est  diamétrateme»!  opposée  à  mi  entredent , 
dé  série  que  les  deux  palettes  t^  pesunent  être  i  la  fois  rencon- 
trées. La  tige  qui  les  éoutient  porté  une  roue  HK  iton  dentée , 
qu'on  nomme  Balancier.  Cette  pièce  reçoit  donc  son  miôuv^Hent 
de  la  roue  de  rencontre;  en  twei  l'usage  :  «ne  lame  èpiràle  hl 
enafciér^quièst  capil1aîre,a  l'une  de  ses  extrémités  fixée  «li  ^àux 
plMiiMe^  tendisse  Fautre  l'est  ii  la  ti^  du  balancier  efi7.  Cette 
qnrale  est  donc  tifée  par  celui-ci ,  et  fbrcée  de  se  rouler  sur  soii 
aie;  la  force  de  restitution  élastique  de  ce  reafsort  capillaire  le 
amtraiut  bientdt  à  se  débander,  et  force  le  bala#cier  k  toui^ner 
éÊà  sens  contraire;  ^  oscille  donc  sous  les  influences  du  tessort 
spità)  qm,  en  se  roulant  et  se  <ifételoppant  alternativement , 
rasiplace  le  pendule  :  de  sorte  que  la  roue  de  rencontre  avance 
d*tinedént  chaque  fofe  «jnele  balanciGr  aofafeve  deux  vibrations. 
La  rapidité  du  mouvement  dépend  de  la  longueur  du  filet  spi- 
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rai  hly  et  on  ràugmeate  ou  la  diminue  en  accourcissant  ou  al*» 
longeant  ce  filet,  ce  qui  se  pratique  à  l'aide  d'un  arrêt  disposé  à 
cet  effet.  Dans  les  montres  ordinaires ,  le  balan<3ier  fait  1 7280  vi-« 
brations  par  heure.  Mais  comme  Je  temps  des  oscillations  du  ba-r 
lancier  dépend  surtout  de  la  force  de  pression  exercée  sur  les  pa- 
lettes L  par  l'action  du  grand  ressort ,  c'est  surtout*  ici  qu'il 
importe  de  faire  usage  de  la  fusée,  qui  n'est  guère  employée 
lorsqu^on  se  sert  d'un*  pendule  pour  régulateur.  .^. 

.  Il  est  rare  qu'on  se  serre  d'autant  de  cadrans  qu'on  vent  indi- 
quer dé'subdivisions  de  la  durée;  un  seul  axe  central  semble 
porter  toutes  les  aiguilles,  dont  les  vitesses  inégales  sont  mar- 
quées sur  la  même  circonférence  :  Toici  l'appareil  dont  on  fait 
usage.  Supposons  que  l'axe  Ch  (fig.  73)  fesse  son  tour  entier 
en  ^ne  heure  ;  une  aiguille  lûST ,  ÛTs^è^  à  cet  axe ,  ira  marquer  les 
minutes  à  la  circonférence  du  cadran;  il  fait  corps  avec  le  pi- 
gnon a  de  la  dents,,  lequel  mène  la  roue  &  de  36  dents  :  celle-ci 
porte  un  pignon  c  de  9  dents,  lequel  mène  la  i^oue  d  dé  36.  Cette 
dernière  a  son  axe  en  canon ^  c'est-à-dire  creux,  et  est  enfilée 
par  taxe  Ck ,  dont  elle  est  indépendante  et  sur  lequel  elle  tourne 
àfirottementdoux.  D'après  les  nombres  indiqués,  il  eçt  dair  que 
le  canon  tourne  4  fois  moins  vite  que  la  roue  & ,  et  par  suite  12 
fois  moîps  vite  que  l'axe  Ck  ;  une  aiguille  R ,  portée  par  ce  canon 
n6  fera  donc  qu'un  tour  en  12  heures,  et  par  conséquent  mar- 
quera les  heures  sur  la  circoiiférence  du  cadran^  sous  lequel  tout 
cet  appareil  est  caché. 

Le  temps  qu'une  horloge  peut  marcher  sans  avoir  besoin 
d'être  montée  dépend  de  plusieurs  causes,  i®.  des  nombres  de 
roues,  de  leurs  dents  et  des  ailes  des  pignons;  :2**.  de  la  longueur 
du  pendule  :  il  y  en  a  qui  ne  battent  que  les  quarts  de  seconde  ; 
3°  de  la  force  du  rçssort  enfermé  dans  le  barillet  ;  ou  de  la  lon- 
gueur de  la  coirie  qui  soutient  le  poids  moteur,  et  de  la  grandeur 
de  la  circonférence  du  cylindre  sur  lequel  elle  se  roule.  Il  arrive^ 
même  que,  d'après  les  principes  développés  n?  109,  on  adapte 
quelquefois  à  cette  corde  des  moulfles^pour  que  le  poids  descen- 
dant moins  rapidement,  la  machine  n*ait  pas  aussi  souvent  be- 
soin d'être  remontée. 
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1 19.  Il  arriye  quelquefois  que  les  roues  dentées  n^ont  pas 
leurs  axes  parallèles;  Toici^  dans  ce  cas ,  la  disposition  qu'il  con- 
vient de  leur  donner.  Conceyons  deux  cônes  droits,  qui,  ayant 
leurs  sommets  en  un  point  C  (fig.  77)  et  leurs  axes  fixeis,  au- 
raient leurs  surfaces  tangentes*  suivant  un  de  leurs  côtés  CD  :  si 
on  imagine  ces  surfaces  revêtues  de  filets  disposés  dans  le  sens  de 
ces  côtés ,  l'un  des  cônes  ne  pourra  tourner  sur  son  axe  sans  en- 
traîner l'autre ,  et  le  faire  tourner  en  'sens  contraire.  Si  donc ,  par 
un  même  point  du  filet  en  eontact,  on  fait  passer  deux  plans,  per- 
pendiculairement à  l'axe  de  chaque  cône,  ils  couperont  ces  cône^ 
et  en  détacheront  deux  troncs  AD ,  BD,  revêtus  de  filets ,  qui  fe- 
ront l'office  de  dents.  Ces  roues  n'auront  pas  leuifs  axe»  paral- 
lèles ,  et  néantnoins  engrèneront. 

On  peut  aussi  disposer  ces  roues  comme  on  le  voit  dans  les 
figures  75  et  76;  on  donne  le  nom.de  lanterne  an  pignon  qui 
est  employé  dans  celle<sî.  lies  dents  dé  la  roue  pressent  des  y%^- 
seaux  ou  aUuchons  I  ;  qui  impriment  à  l'axe  AB  nnmouvement 
de  rotation. 

vil.  Du  Crie.  ' 

s      ■.*     .        '  .  .  '      •  ■        ■      ^    ■      ■      , 

120.  Concevons  une  barre  AB  (  fig.  78) ,  dentée  d'un  côté ,  jet 
reténue  dans  une  chape  ou.  forte  boité  KL  ;  en  dessus  on  prati- 
que une  ouverture  par  laquelle  cette  barre  peut  sortir,  lorsqu'on  ' 
fiait  tourner  un  pignon  £  qui  engrène  avec  les  dents  de  la  barre  ^ 
et  lui  communique  un  mouvement  de  translation.  Cette  machine 
s'appelle  Cric  :  son  usage  est  d'élever  le  poids  qu'on  applique  à 
l'extrémité  A.de  la  barre.  Pour  mettre  le  pignon  en  mouvement; 
on  se  sert  d'une  manivelle,  disposée  comme  on  le  voit  dansla  figure. 

Soit  P  la  puissance  appliquée  à  la  manivelle  dont  le  rayon 
EF  est  R,  soit  r  le  rayon  du  pignon ,  et  Q  la  résistance  à  vaincre 
en  A.  Il  est  visible  que  cette  résistance  peut  êti'e  supposée  im- 
médiatement appliquée  sur  la  dent  du  pignon  en  contact  avec 
la  barre  :  ainsi  (i  i3)  les  momens  des  deux  forces,  par  rapport,  à^ 
Faxe  du  pignon ,  doivent  être  é^ux j  eton  a RTP=Qr.  Donc  la 
puissance  esi  à  la  résistance  dans  V équilibre  du  cric  comme  le 
rayon  du  pignon  est  à  celui  de  la  manivelle»  . 
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Lorsqu'on  a  proJuii  i'efltet  demandé,  $i  I*  puwanoe  P  ap- 
pliquée à  la  manivelle  cetfall  soat  ècX^m ,  le  poicb  Q  ferait  re- 
descendre la  barre,  en  formant  le  pignon  à  toumer  en  sens  con- 
traire. Pour  éviter  cet  inoDnyéntent,  on  dispose  un  endiqnetage, 
comme  à  la  fig.  7 1,  afin  d'empêcher  le  pignon  de  tourner  d^ms 
l'antre  sens. 

Oa  dbsenreva  qu'on  ae  sert  firéquemment  de  manÎTelles  à  bras 
Courbet  >  mais  par  rayon  de  la  maniydle,  il  fant  enleniire  id  le 
rayen  du  cercle  que  la  feroeP  tend  à  4écrir0,  et  non  la  longueur 
raotifiée  de  ce  brâs. 

I/appareU  que  neu»  yeuoiiS  àe  décrire  est  appelé  Cric  uimpU;, 
Toid  la  description  du  Crie  compoêiê.  On  dispose  entf&  le  pî- 
gnon  E  (  fig.  79  )'  et  la  barre  une  ou  plusieura  roues  dentées^ 
actnéss  de  lenn  pignona;  le  pignon  E  n'a^t  plus  alors  immé- 
diatemeut  sur  cette  barre;  mai»  les  efibta  de  la  puissance  se 
trtnsmet^t  eu  se  muHipltant  II  est  inutile  de  s^étradve 
sur  une  théorie  aussi  flcnle,  pmsqui'elle  rei^re  dansodle  des 
roues  dentées  :  on  en  conclut  que  (fans  le  cric  composé  j  la 
force  P  est  à  la  résistance  (f ,  comme  le  produit  des  rayons  des 
pignons  est  au  produit  des  rayons  des  roues  par  le  bras  de  la 
thaniimUê, 

y\\i:  j>é  idVk. 

• 

iai«  Letrianf^  isoscèle  OF&  (  fig*  8e},  en  tournant  autour 
de  Taxe  AZ  parallèle  k  sa  btfse  OB^  engendre  par  sa  réyolutton 
deux  cônes  tr^mqués  opposés  par  leur»  bases.  Mais  si  oiitre  le 
mouvement  de  rotation,  ce  triangle  â  encore,  dans  le  sens  de 
l'axe  AZ ,  uit  mouvement  de  translation ,  tdl  que  podr  diyerses 
.portions  de  révolutjimy  le  plan  de  de  triangle  s'avance  danf  le 
sens  de  AZ,  de  parties^  proportiouuelles  aux  valeurs  angulait^s 
qu'il  a  «lécrites^^  et  que  de  pkis  après  une  révolution  eiiliè#e  le 
point  6  soit  en  0>  et  le  ti^iaugle  en  O'FO,  et  ainsi  de  suite  ; 
,  ce  triangle  engendrera  u«  solide  qu'on  uomitte  Yis.  La  dîstaiice 
AD  s'uppellc  lej»4»s  de  la  i^ia.  Au  reste^  il  n'est  pas  nécessaire 
que  le  polygone  générateur  soit  un  triangle  :  ou  peut  employer 
aussi  un  rectangle,  et  on  a  aiors  une  vis  à  filet  carré  (fig.  86) 
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On  nomme  Éçrou  une  autre  {»èoe  «iUoanée  intérteui^ement 
comme  W  yis  Test  eUe-ménue  en  rdief  :  l'un  est,  pour  ainsi  dm  > 
le  moule  de  l'autre;  de  sorte  que  Féccpu  est  le  solide  engendré  par 
le  polygone  OHCBF  (fig.  80),  dans  sa  réyolution  autour  de  AZ  ^ 
en  s'aTimeant  daâs  le  sens  de  eette  lîgne^  comme  ivps  la  gé^ 
9ét%%ion  de  la  tîs, 

La  vis  ( fig.  8%)  n'est  donc  qu'un  cylindre  rerètn  d'un  cor- 
d«a  spiral  de  grosseur  uniiSMrme,  et  dont  l'indinarson ,  par 
vapport  à  la  géiiératrl<^  du  eylindre,  est  constante  :  Fécrou^  au 
contraire,  est  un  solide  creusé  de  k  même  manière.  L'une  de 
ees  deu&  piëees  est  fixe;  l'atittre  est  mobile  dans  le  sens  de  sa  gé- 
Itération  >  et  peut  par  Ik  s^inrinuef,  comme  en  rampant,  sur  la 
praqiène. 

Nous  supposerons  ici  que  k  Tis  est  fixe  et  que  Péerou  est 
mobile  :  une  puissance  P  appliquée  à  restrémité  d'un  levier 
CP ,  te«d  à  faure  louroer  Féqp<3'u  sur  l'axe  de  la  ris  et  dans  le 
sais  de  aa  généri^icm  ;  il  s'ag;it  de  trouver  les  conditions  d'éqvi* 
libre  enire  cette  Ibroe  et  celle  qui  tirerait  l'écrou  dans  le  sctts 
de  l'axe. 

On  nomme  Hélice  (fig.  80  et  81  )  Ta  courbe  que  décrit  autour 
de  l'aie  AZ  l'un  quelconque  de»  points  du  polygone  générateur , 
\e\  que  K.  Cette  courbe  est  éyîdârament  tracée  dur  la  surface 
d'un  eyli^dre  droit  qui  a  AZ  pour  axe,^t  £N  =  m  pour  rayon 
de  sa  base.  Développons  ce  eylindre ,  €!t  pour  eela  formons  k  ree- 
tangk  edçf,  tel  que  9a  base  de  soit  égale  à  k  eircoofi^^eaee  qui 
a  £51  pour  rayoa>  Ou  de  ^^z  cïT,fn^=^%wm  :  ensuite  coostruisons 
sur  ee  réCUngle  k  ^léve^oppeiâent  d'une  révolution  endièrede 
rbélice  déiîrUe  pai;  k  point  N.  Peur  cda  observons  quf  il  résulte 
ie  k  g^ération  de  cette  oourbe  qu'en  prenant  pour  abseisses  k 
des  arcs  de  la  circonférence  de  k  base  de  ce  cylindre,  ks  ordon- 
nées correspondantes  j^  devront  être  comptées  sur  la  surface, 
suivant  les  génératrices,  et  croître  proportionnellement  aux 
abscisses.  Soit  donc  pris  l'un  des  points  <i  de  l'hélice  pour  origine, 
49ijf^i}<;c=AD=k  bauteur  du  pas  delà  vis  que  nous  déaignelron& 
par  h^y::AÈk»  est  l'équation  de  k  courbe.  Ainsi  on  a  visiblemerrt 
pour  son  développement  une  droite  Je?  qui  forme  avec  rfc  un  angle 
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doût  A  esi  là  tangente  :  et  conime  on  sait  (TaUlears  que  cette 

droite  doit  passer  par  le  point  b  qui  répond  à  uncT  rérolution 

'  '        bc         h 

complète ,  on  a  A  =  -^  == .  On  concevra  plus  facil^nent 

de      virm  ^ 

ce  déyelopperaent  en  remarquant  que  toutes  les  tangentes  me-' 
nées  aux  divers  points  de  Phélice  se  confondent  àveCc/^  lorsqu'on 
développe  le  cylindre.  '      é      ■  '   > 

.  Supposons  que  l'axe  de  la  vis  étant  vertical,  la  force  P  (fig  82) 
qui  agit  sur  le  levier  CP  soit  horizontale  et  perpendicula^ire  à  la 
direction  de  ce  levier.  Soit.Q  le  poids  que  Vécrou  supporte,  ou 
la  résistance  qui  s'oppose  à  reffet  de  la  force  P,  et  qui  est  paral- 
lèle à  l'axe.  Si  l'écrou  ne  posait  que  sur  l'un  des  points  delaTJs, 
supposé  h  une  distance  m  de  l'axei,  il  serait  placé  en  un  point 
N  (fig.  81  )  du  développement  de  l'hélice  qui  le  porte  :  or 
ce  point  pesant  autant  que  l'écrou  ,  sétait  sur  la  vis  comme 
«ur  un  plan  incliné  bd.  La  force  M  appliqiiée  horizontale- 
ment suivant  MN.,  pour  retenir  ce  point  en  équilibre, 
doit  satisfaire  à  l'équation  (F  n«>  96,  page  112)  q«i  est  ici 

M=Ox  A=^^.  Lorsque  l'hélice  n'est  pas  développée, 

^  alrm     ' 

cette  force  M  est  tangente  au  cylindre  qui  contient  l'hélice,  et 
perpendiculaire  à  la  génératrice  qui  passe  par  le  point  N. 

Maintenant  remplaçons  cette  force  M  subsidiaire,  par  la 
puissance  P,  qui  exerce  effectivement  son  action  sur  le  levier  ^  et 
cosignons  par  p  la  distance  de  cette  fbrce  à  Taxe  de  la  vis,  ou  le 
rayon  CP  du  cercle  que  tend  à  décrire  la  puissance:  pour  que  les 
deux  forces  M  et  P  équivalent,  il  faut  (  1 1  o)  que  l'on  ait  Vp^Mm; 
puisque  la  force  M  est  tangente  à  un  cylindre,  et  qu'on  peut  as- 
similer la  levier  de  la  force  P  à  la  roue  d'un  treuil  j  d'ailleurs  les 
bras  de  levier  sont  m  et/?. 
.    Par  là  l'équation  précédente  devient 

QA  =  2;r/?P....(ll"). 

Jusqu'ici  Vécrou  a  été  réduit  à  un  point  pesant  porté  par  une 
hélice  :  maintenant  il  s'agit  d-exarainer  ce  qui  arrive  dans  l'état 
physique  des  choses. 
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Cette  équatkm  ne  renfermant  pas  m ,  est  indépendante  de  la 
distance  à  laquelle  le  point  pesant  est  supposé  de  Paie  :  elle  serait 
donc  encore  la  même  si  l'on  eût  pris  le  point  N  ailleurs  sur  la 
yis.  Cette  observation  nous  conduit  à  ce  résultat  général ,  que 
.cette  équation  serait  encore  vraie  si  l'écrou ,  au  lieu  de  ne  tou- 
cher la  vis  qu'en  un  seul  points  la  touchait  en  un  nombre  quel* 
conque  de  points.  £n  effet ,  dans  ce  dernier  csus,  chacun  por-^ 
teratt  une  portion  du  poids  Q  :  ces  portions  étant  dés^^mées  par 
Q',  Q",  etc,,5on  aurait  (32) ,  Q'+Q"+Q''+etc.=:Q.  Mais ,  d*un 
autre  côté  ^  la  force  P  qui  porte  le  poids  de  Técrçu^  peut  être 
considérée  comme  la  sommç  d'autant  de  forces  partidles  P^» 
P'',  etc.  >  qu'il  y  a  de  points  de  contact^  lesquelles  seraient  emr- 
ployées  à  faire  équilibre  respectivement  à  chacun  des  poids  Q^^ 
Q', ....  On  aura  donc  les  équations 

Q'Â  =  27r/>F,    q"k=^27rpP%    Q'h  =  airpV,  etc., 

dont  la  somme  donne  de  nouveau  l'expression  (R'').  Ainsi ,  en 
général 9  dans  V équilibré  de  la  via  ^  la  puissance  est  à  la  rési-^ 
s  tance  ^  comme  lé  pas  de  la  vis  est  à  la  circonférence  que  lapuis^ 
sance  tend  à  décrire. 

11  est  facile  de  conclure  de  là,  que 

1°.  La  vis  est  une  machine  composée  du  levier  et  du  plan  in- 
cliné;    - 

2^  Pour  une  même  vis ,  l'effet  est  d'autant  plus  grand,  que  la 
forcé  est  appliquée  plus  loin  de  l'axe; 

3®.  Pour  deux  vis  différentes ,  et  un  même  bras  de  levier, 
une  force  a  d'autant  plus  d'avantage ,  que  le  pas  de  la  vis  est 
moindre. 

IX.  Du  Coin» 

122.  Soit  BD  (fig.  83)  un  prisme  triangulaire  de  matière  très 
dure  j  on  l'insère  par  l'arête  ou  tranchant  AB  dans  une  fente  faite 
à  un  corps,  et  frappant  sur  la  tête  ou  face  opposée  DC,  on  le  fait 
entrer  avec  force,  et  par  là  on  sépare  les  parties  de  ce  corps.  Cette 
machine  se  nomme  Coin  :  on  s'en  sert  pour  fendre  ;  ou  pour  ob- 
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tenir  âe  grandes  pre99H>n9;  les  couteaux,  haches^  poinç6mS|  Aènls, 
grififes>  elc.^  sont  des  eoiiis. 

Pour  déterminer  la  grandeur  de  la  force  qu'on  doit  appliquer 
4  ia  tête  du  coin  pour  fendre  un  corps ,  il  est  dair  qu'il  faudrait 
connaître  d'abord  la  résistance  à  vaincre  :  or  cette  résistance  dé>- 
pend  d'une  foule  de  circonstances  particulières  extrêmement 
▼ariableSj  et  qui  ne  sont  presque  jamais  connues.  La  théorie  pliy- 
tiqae  éà  coin  est  donc  fort  obscure ,  et  on  ne  doit  jamais  d'atten- 
dre à  établir  rien  de  certain  sur  cette  machine. 

Kous  àoppeserons  que  la  direction  de  la  puissance  P  (  fig*  84) 
soit  perpendiculaire  à  la  tête  AB  du  coin ,  car  on  peut  toujours , 
par  une  simple  décomposition,  ramener  la  chose  &  cet  état.  Cette 
Sotte  peut  être  considérée  comme  destinée  à  retenir  le  coin 
ABC ,  pressé  en  F  et  D  par  les  parties  du  corps  qui  tendent  à 
se  rapprocher  :  on  retrouve  donc  ici  la  théorie  du  plan  incliné, 
et  les  pressions  en  F  et  D  doivent  (gS),  dans  le  cas  d'équilibre, 
être  perpendiculaires  à  BC  et  AC.  Il  suit  de  là  que  la  résistance 
des  points  D  et  F  ne  peut  détruire  l'action  de  la  force  P,  qu'au- 
tant que  cette  force  peut  être  décomposée  en  deux  autres  Q  et 
R,  qui  passent  par  ces  points»  et  dont  les  directions  soient  per- 
pendiculaires aux  faces  BC  et  AGdu  coin.  Donc  les  trois  Jbrcea 
P,  Q  e*  R  doivent  concourir  en  un  même  point  E,  être 
dans  un  rrUrne  plan  ABC,  et  de  plus  satisfaire  à  la  condition 
(n*  20  ) 

P Q  R 

sin  .  QER       sin  •  PlïT  ^  sîn  .PEQ  * 

Aa  lieu  des  sinus  des  angles  QER,  PER  et  PEQ,  on  peut  sub- 
stituer ceux  de  leurs  supplémens  G ,  A  et  B  ,  ou  plutôt  les  celés 
c,  a  et  &,  qui  étant  opposés  à  ces  angles  dans  le  triangle  BAC, 
sont  par  conséquent  proportionnels  à  leurs  sinus.  On  a  donc 

-  =  ~  =  ^,  d  où  l'ou  tire 
c        a        b 

R  =  ^P,    Q  =  ^P (S"). 

C  c 

Si  le  corps  est  solidement  fixé,  et  si  la  résistance  qu'il  oppose 
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i  hk  séparation  de  ses  parties  est  connue ,  on  pourra  donc  juger 
si  l'équilibre  a  lieu.  11  suffira  pour  cela  d'examiner^  i*.  si  les 
perpendiculaii'es  élevées  sur  les  faces  du  coin ,  en  leurs  points 
F  et  Dde  contact;  concourent  avec  la  force.  P  en  on  point  E; 
2^  si  cette  force,  perpendiculaire  à  la  tête  AB  du  coin,  est  daoâ 
le  plan  de  ces  perpendiculaires-,  3".  enfin  si  les  deux  équations  (S") 
sont  satisfaites  :  ce  qui  forme  qttatrb  conditions. 

M^tis  ordinairement  le  oorjis  est  simplement  retenu  par  des 
appuis,  et  il  importe  de  connaître  comment  ils  doivent  être  pla-^ 
ces  et  quelles  pressions  B$  éprouvant. 

!•.  Si  le 'corps  est  fixé  à  un  axeIK<fig.  84),  et  ne  peut  que 
glisser  suivant  sa  longueur,  cm  décomposera  la  force  Q  en  deu^ 
autres,  l'une  Q"  perpendiculaire  à  cet  axe,  l'autre  Q'  suivant  la 
droite  FD  qui  passe  par  les  points  de  contact.  Soient  *,  C  et  j* 
les  angles  formés  par  BC,  AC  et  FD  avec  Taxe  IK,  et  faisons  usage 
du  théorème  (n**  20).  Comme 

sin  .Q'FQ''=sinQ''FD  =  ces  >  =r  sîn .  R'DR", 
sin .QTQ  — sin  (flfc  +  Q'FD;  =cos  («  — y) , 
an.RDR'Œsia  (R'DR^— C)  =co9CC  +  >.), 

on  trouve,  en  ayant  égard  aux  équations  {S") , 
^  cos  7  ccos  y 

-^X*      çQgy  '        ccos^       ' 

R'=s,p.  L^i     R"  =  p.  frœs(g4-y) 
*  c  cos  y  '  '        e  cos  y 

Pour  ré<}uilibi« ,  les  forcés  Q'  et  R'  doivent  être  égales ,  donc 

asin<==isinC (T*). 

Or  dans  le  triangle  lOji  ;  on .  a  -7-7  =  prr ,     d'où  .    , 
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CJ  h        f  A 

^|j|  =  -  =  g^;  ce  qui  prouve  que  les  triangles  ABC,  GIM 

sont  .semblables ,  ou  l'angle  A  =  C,  et  l'angle  B  =r:  a;  BA  est 
donc  parallèle  à  l'axe  fixe  IK.  Telles  sont  les  conditions  d'é- 
quilibre. 

.  La  pression  sur  l'axe  est  la  résultante  de  Q"  et  R*,  dont 
le  point  d'application  est  facile  à  déterminer  (3i)j  sa  gran- 
deur est  Q''  +  R''>  qui  en  vertu  de  l'équation  précédente ,  se 
réduit  k 

P 
-(acosii+icosC), 


p  &8in(fle4-Q 


ou 

csmce 

en  éliminant  a.  Mais  si  l'on  n'a  pas  Q^^zB!,  <c^est-à-dire  si  AB  n'est 
point  parallèle  à  l'axe,  l'équilibre  n'a  point  lieu;  R''  et  Q''  sont, 
détruites,  il  est  vrai;  il  reste  alors  une  puissance  Q'  — R'  qui 
pousse^e  corps  suivant  FD ,  et  tend  à  le  faire  glisser  le  long  de 
l'axe.  ». 

2?.  Si  le  corps  est  simplement  posé  sur  un  {Jan  IK,  décom- 
posons les  forces  Q  et  R  en  d'autres  parallèles  et  perpendicu- 
laires à  IK;  celles-ci  seront  détruites  par  la  résistance  du  plan  ; 
pour  que  les  premières  se  fassent  équilibre ,  il  faut  non-seule- 
ment qu'elles  soient  égales,  mais  encore  qu'elles  soient  opposées, 
ce  qui  exige  que  la  ligne  FD  soit  parallèle  k  ÏK,  sans  quoi  le 
corps  tournerait  pour  se  renverser.  Soient  donc  comme  ci-des- 
sus ,  et  et  C  les  angles  que  forment  les  faces  Bti  et  AG  avec  le  plan 
IK,  ou  avec  la  droite  FD  qui  lui  est  parallèle  :  on  trouve  pour 
les  composantes  dans  le  sens  de  cette  ligne  Q'  =  Q  sin  a, 
R'  =  R  sin  i8,  d'^ù  Q  siQ«=R  sin^S,  ce  qui  donne  de  nouveau 
l'équation  (T*^.  Ainsi,  il  faut  encore ^  pour  t équilibre j  que  AB 
soit  parallèle  au  plan  fixe;  mais  en  outre  la  ligne  FD^  qui  joint 
les  points  de  contact^  doit  aussi  être  parallèle  à  ce  plan»  La  pres- 
sion exercée  sur  le  plan  est  Q"  -|-  R"  ou  Q  cos  ot-f-R  cos  jS^  qui  se 
réduit  à  la  même  valeur  que  ci-dessus. 
.  3^.  Enfin  si  le  corps  ne  contient  qu'un  point  fixe  placé  en  un 
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Ueifi  quelconque  fi  9  on  déoomposera  Q  et  R  en  deus  foroei  sat- 
Tant  FD^  et'  sumnt  les  lignes  menées  du  point  N  aux  points 
F  et  D.  Les  premières  composantes  derront  encore  être  égales 
•entre  elle^  ;  la  pression  sur  le  point  fixe  sera  la  résultante  des 
deux  autres. 

Il  arrîye  ordinairement  que  le  triangle  ABC  (fig.  84  hù)  est  isos* 
cèle^  et  que  le  corps  est  simplement  placé  sur  un  plan  qui  le  re- 
tiei^t.  FD  ejst  alors  parallèle  k  ce  plan  (p.  i6o,  2^.)^  et  comme  a=z3, 

aP 

'  on  a  R  =  Q  =  — .  La  force  P  doit  d'ailleurs  être  appliquée  au  m  i- 

lieu.N  de  la  tête  du  coin ,  pour  que  les  trois  forces  P;  Q,  R  con- 
courent en  un  même  point.  Q^  et  R^  sont  égales  |  aussi  bien  que 
42"  et  R^^et  que  «  et  /3,  A  et  B.  On  a  donc 

i^  Pour  la  pression .  sur  .  ie  plan  horizontal 

.  .1 
aQ^^rr-X^Pcos»;  or  a  cos  flt=BC  X  cos  B=*^c; 

donc  cette  pressk>n  est  ==  P. 

2**.  Pour  les  forces  opposées  Q'  et  R',  Q'=  -  P  sin  «  ;  or  a  sin«  = 

c 

la  hauteur  CN  =  ^  du  triangle  ABC^  dont  AB  est  la  base;  donc 

Qf  =  —  :  ou ,  la  force  Pesta  la  résistance  Q',  comme  la  tête  du 

coin  est  à  sa  hauteur  :  d'ailleurs  les  puissances  horizontales  Q'  et 
R' se  détruisent. 

En  rapprochant  cette  exposition  de  celle  qu'on  a  faite  pour  le 
plan  incliné  y  il  est  facile  de  yoir  le  rapport  qu'elle  a  avec  cette 
dernière ,  et  avec  la  théorie  de  l'équilibre  des  Toutes.  On  recon- 
naît d'ailleurs  que  la  force  P  agit  à  l'aide  du  coin  avec  d'autant 
plus  d'avantage^  que  h  est  plu^  grand  ^  et  que  c  est  plus  petit  ; 
c*est-à  dire  lorsque  l'angle  C  est  plus  aigu. 

X.  Des  Machines  composées. 

I23,,  La  plupart  des  machines  que  nous  venons  d'examiner 
sont^  à  proprement  parler,  simples.  Mais  il  arrive  souvent  qu'une 
d'elles  ne  suffit  pas  seule  à  l'objet  auquel  on  la  destine  :  alors  on 

II 
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«n  àiwfÊe  phnieiiM  enfetnUe^  k  Bumikre  U  ph^  wmmtMé* 
Cbérclions  dTahcdr^let  mojeii»  dVippInqaer  le  dàeol  à  oe»  màcht- 
ne^f  et  d&  trouver  ts  rappert  Milre  la  puitiaiioe  ebla  rériitMK^. 
Dant  k  Tt8  et  lei  roues  dentées^  bous  avoiie  déjli  ibil  vemacqatr. 
l'esprit  de  la  méthode  qu'on  doit  employer  à  cet  efiet  \  nova  al- 
kaak  ('ibcVà  plus  témsïbU  par  déa  qicmples» 

afi4'  ^^  ^if"^  >&>  (  %  86  ).  IJci  cylindre  ^i  a  pour  rayon 
èrzjm^  porta  ijop  son  ai|^  v»f  roue  denléç  (^nt  k  rayon  elt 
'Kjc:=:ky  cette  roi^e  fait  corp$  s^y^  le  c^li^drei  s^i^  lecmel  est 
roulée  une  corde  qui  soutient  un  poids  R  :  une  tîs  AB^  dsjis  Une 
MtoafiQ9  l^oriaontalt;  est  posép  sur  ^eux  tourillons  A  etD:  fe 
p^dsoetteid^osiSFsiAyelIeeiigrtoeiLTeclarone:  edn  sur 
l'axe  de  la  tîs  est  une  nanifelk  dont  kbras  »t  BC  sa  ^  La  fonoB 
Qy  en  imprinuint  mn  mouT^ment  à  la  vis  ^  fait  tourner  k  cy* 
lindre  et  monter  le  poids.  Cette  machine  a  été  nonmiée  Vis 

SAlfa  ^IJL 

Proposons-nous  de  connaître ,  dans  le  cas  d'^équilibre ,  le 
rapport  entre  les  forces  R  et  Q,  et  k  pression  X  exercée  oaé^ 
tre  les  filets  de  k  Tk.  Il  çst;  claif  que  puisquç  l'éqt^Ubrcr  e:Mste 
entre ks  puissancesQ ef^,  on  à  (121)^  AX^=Q.cir.  q\  pareil- 
lement m  a  pow  l'équilSrae  enH^  les  ibrces  R  et  X  (iio)^ 
Rr  =;=  Xi^  ;  en  mul^nliant  c^.  deui,  4(|u%^ipi^^  afi|i  ^'^iminec  !2(^ 
on  trouve 

Ainsi  dans  l'équilibre  delavi^  sans  fin  j  lapuisfctnce  est  4  ^ 
résistance  comme  teprockdt  du  rayon  dfi  cylindre  par  lejpa^  de  la , 
viSj  est  auprocUtiùdu  rayon  dé  la  roue  par  Içt  circonférence  qujt 
décrit  la  puissance. 

laSfc  Pont-Lepis,  La  figure  8^  e$t  k  profil  d'tm  Pont-IiBvis. 
Cette  machine  est  composée  du  Tablier  CD^  et  de  deux  kuguQ$ 
pièces  de  bois,  profilées  eu  £B;  On  nomme  Bascule  la  partie 
E  A  de  ces  pièces  ;  çl^ij^  ^^\  Ifém  ^Ji^  #V  P*^  àes  travaraes  de 
bois  ;  l'autre  partie  AB  est  appelée  Flèche;  chaque  flèche  a  son 
extrémiiè  unie  au  tablier  par  une  chahie,  représentée  en  BC 
Sn  A  et  B  sont  des  tpuriMons ,  qui  f|ermetteDt  aux  flèches  et  iàV| 
tablier  de  s%cKner  par  rapport  à  l'horizon. 
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d'an  assemblage  de  pièces  de  bois  :  touHleiSTrtlâiie;  pieiitéfar«|UJp 
mi  t9mnv(mA%  pM  ^Au^  foroei  com^a^e  ifudiqné&ea  £  xde 
sorte  qu'on  peut  employer  le  tablier  à  seçvirdepo^tottdepqvéa^ 
«aÎMi^  f^^i^^li  i^^  l^x^cntakiinsi^  out  t€iHicàl«neAU  Pr^po- 
sQll^-nMft^df  ^i«Mr  k  6mçe  {mp 9e  &  pnediifitt  m  aft^of tiaeât  ; 
pour  cela,  supposons  que  les  cbaines  ne  forment  qu'use  Vtgùi^ 
droite  BC^dt  €tiie(.ks  f^n^etis^  soit  mis  dans  «ne  pottlion  quel* 
conque.  Déi)goon$  ^a^^iiQ  e(  y  les.angles  f<AnMés  par  Thoricon- 
\  taie 9  ayec  les  flècbes^  avec  le  tablier  et  avec  la  chaîne;  c'est-i- 
4u6çqiiêB^Xx=«/GDIbfc34y  ClBaoy:.  ottta  D€Aii39-f  y. 
Sbknik  to&iciiK  sol,  AS=»/;  SG=»  /^j^BG  £»; ^;  p«i4s  T,  C,  B 
çtïB  Wpoid»  c^  tabUef ,  de  )^  clMAie^  de  la  bascule  et  de^  h 
«^die. 

Cela  posé, les  seules  forces  du  système  consistent  en  des^pei^, 
«avoir  :  d'uq^.part,  T,j(i.  Qt  F,j  qu'on  p^i|eg9rder^çgm^e  des 
forces  applkpées  respectif  e^oi^nt  aitL  oentr^^de  graTil:)^  de  DC , 
BÇ  et  AB.  De  l'autre  part ,  le  poids  n  agissant  en  £,  et  le  poids 
B  de  la  bascule  ;  cette  d^àitireifàree  sera  a{mliquée  au  milieu  d^^ 
£À ,  et  on  pourra  la  opnee^qîtr  décomposée  en  deux  autres , 
égales  chacune  à  ^  B ,  et  appliquées  l'une  en  A  et  l'autre  en  E  ; 
Ift  ^emiftre  seva  détrûftev  aîiisi  le  poids  agissant  en,  E  sera 
±=f  IK-f*  y  ttj  que  Aous  ferons ,  pour  simplifier  =t  M*. 
■  'fhraa  supposerons  les  poids  T,  C  et  F  appliqué^  respect! Ve- 
lAëÊâ  ètt  milreu  dfe  cftatane  des  fîghes  DC,  Bt5'  et  Atf  :  celte  hy- 
pothèse pourra  paraître  peu  rigoureuse,  car  les  flèches  né  $Oilt 
ni  cylindiîqujes ,  ni  prismatiques';  el1^s,9nt,.  au  coQ^ai^,  la 
forme  d'une  p|yi;amide  tromçice  i-  mais  oi^tre  qu'il:  serait  fort 
aisé  d^ppliqner  les  raisonnemens  ci-après  au  cas  où  le  centre  de 
gravité  des  flèches  serait  placé  en  un  point  quelconque,  on  re^ 
marquera  que  danb  lU  pratique  Qiitj^ut' regarder  le  milieu  de  la  ^ 
ligne  à  peu  près  comme  le  centre  de  gravité,  tant  parce  que 
r<e«lrémléi&poi»teM}Ud<fU6â^ièt^dë  lfer,q««papc(e  que  là  ditni^ 
iiaiiiMi^d^MSseut*  de  fa  flfèehè  de  A^eu»  Bù'esft  pas  trës'Cônsidié- 
ra^dMlciine  de  ces  ^Eirées^eM  v^fMcate',  e^  peutf  é(^  àétaùt-^ 
posée  en  deux  autres,  savoir  : 

II. . 
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l64  STATJQUX.    : 

I^  lia  force  F,  en  ^  F  appliquée  en  A  et  détraile  y  et  |  F  ap-- 
plkpiée  en  6 ,  selon  BD. 

2<*.  La  force  T,  en  7  T  appliquée  en  D  et  détruite,  et  ^  T  ap- 
pliquée en  C I  selon  GQ. 
3^  La  force  G,  en  î  G  appliquée  en  B,  et  ;  C  appliquée  en  G. 
Ges  six  forces  équiyalent  à  deux  puissances  Tcrtieales,  ap- 
pliquées 

Fane    en  B =  i  (F  +  C)  =  P, 

Vautre  en  C =i(T4-C)  =  Q. 

Décomposons  maintenant  la  force  Q  en  deux  autres ,  dirigées, 
Pune  suÎTant  le  prolongement  Ga  de  la  chaîne  BG ,  l'autre  sui- 
Tant  DG  :  celle-éi  sera  évidemment  détruite  :  quant  k  l'autre , 
on  la  trouvera  en  formant  le  parallélogramme  ha  (  n^  20  ); 
on  aura 

sina sin  GQa  sin  (C+y) cosC 

"CQ~     aC      '     ^"      KT+C)""aG^ 

*^"  ^^-    asin(tf  +  3.)- 

Or,  cette  force  aC  peut  être  supposée  appliquée  en  B^  pre- 
nons  donc  BL=aG,  et  formons  le  parallélogramme  df.  La  puis- 
sance aC  sera  décomposée  en  deux  autres,  dirigées,  l'une  sui- 
Tant  Bfi^,  l'autre  suivant  VH.  ;  odile-ci'  sera  détruite ,  et  on  aura 
(n*  20) 

sin  Bflrti sin  Bhd  oos  m  sin  (  ac  +  y  ) 

~BL      —  ~B3~'  ^^  "^  —  B3         ' 

donc  Brf=!iîLLî.±jJ  xaG. 

COS  m 

La  résistance  et  la  puissance  étant  réduites  à  deux  forces  ver-  . 
ticales,  on  exprimera  (io4)  qu'elles  sont  en  équilibre  autour  du . 
point  fixe  A ,  à  l'aide  du  principe  des  momens  ;  or  ,  la  force  ap-  : 
pliquée  en  B  est 
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Ainsi  en  a  pour  équilibre 

al  cos  «    8in  (b  +  y)  ^  i 

Cette  équation  îsAt  Toir  que  la  force  M  doit  yarier  ayee  la  po- 
sition deâ  parties  du  systbne ,  et  qu'on  doit  appliquer  à  la  bas- 
cule des  forces  n  yariables  suirant  les  difiSêrentes  inclinaispns  du 
tablier  :  or ,  le  problème  qui  consiste  à  trouyer  pour  une  posi- 
tion donnée  la  grandeur  du  poids  n  serait  résolu,  si  Fuil  des 
angles  a,  Cou  y  étant  donné ,  les  autres  étaient  connus.  Pour 
cela^  menons  les  borizèntàles  BN  et  CO^îI  est  clair  que  le  triangle 
AWB  donne  AN  =j=/sin  # ;  faisons  BC  =0 ,  AG  =  A ,  GD  =  a  , 
DC  r=r  t,  nous  aurons  de  même  NO  =  c  sin  y,  et  GO  =  t  sin  C  j 
on  aura  donc  .         , 

A  -f-  y  sin  fit  =:  C  sin  5^  +  *  sin  C. 
Pareillement ,  en  opérant  par  rapport  a  GI ,  on  aura 
a  +  too$C=:feo6€t  +  eoosy. 

Ces  defnz'  éclations  serytrontli  o(»iipIéter  la  ablution  du  pro^ 

blëmé. 

>    1216.  Si  les  points  A  et  D  sont  danis  une  mène  yerlicale ,  et  si 

de  plus  le  quadrilatère  ABCD  est  un  paraQélograMimey  on  a 

a  =:Oyt=if,  c  =  Aet«  =  Cy  et  1m  trois  équations  précédentes 

deyiennent 

6ÏM  =s  3^  (  F  +  T  +  aC  ),  A  =  c  sin  y^   o  =  e  ooa  y. 

La  première  montre  que  comme  la  force  M  ne  dépend  plusse 
Pinclinaison  du  tablier  >  elle  est  constante  pour  ioutes  les  posi- 
tions qu'il  peut  prendre.  Les  deux  autres  font  yoir  que  y  est  un, 
angle  droit ,  et  que  la  chaîne  reste  Umfoure  vertkcfy.  Le  cas  li 
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plu*  ordinaireest  celai  où  la  %ure  est  un  paraUélogramme.saiif 


^i- 


que  néafîiifoîns  AD  api  Vcrluàl  :  la  {NKmftn^  d|»  «ifMg^oiMi^. 
dessus  a  encore  Héà,  fet  fes  àèut' autres  équations  deviennent 
ft  =  a  tang  y.  Au  reste ,  on  aurait  pu  vMiirift  CMiiiiftàtpnbriV 
en  opérant  de  la  'même  manière  que  çi-dessus. 

f^-  ^^zff^«<  <¥  a^%>âlè  mi^r:^  fes^iongiM  tbJUmsi^ 
servent  au  tlransport  dû  \ïh  et  è^  autres  liqueurs.  Cbs  Toitures 
consistent  en  deux  ^^a^de^Jpjèçes.df  lH>ift,*pies  par  des  *r»- 


ch^r^ement  Cîest  à  peu  près  %H8si  dé  la  même  manière  qu'on 
retij:^  âes  cayef  les  tonp^ff^ip  pharg^  fp^'eUei  c6ntie«n^t  AË 
(%.  ®^  qst  une  écl^llt;;  4in  l'acte  à  Ja  porté  de  la  çaTe/m 
a^uj^  ses  extrémités  «ï'nfliepart  jSfir  Ja  muraiUe,*  et  de  VaiHf^in 
«HtTû  ^rré.  l^ife  corde,  attaiehfe  à  l'un  d^s  échelons  CD,  apcèf 
^▼oir  passé  sous  la  tonne  II,  s'enroule  autour  d'un  <grlin^  EF, 
,qu'o6  fait  tourner  avec  des  leviers. 

Supposonsle&'iledx  icoi^ioWs  pkfsSètès  au  ^lah  iàcliné  ;  nom- 
mons P  le  jpoids  de  )a  teigne  ^  r  le  ra^n  du  cylindre,  i  l'an^^W 
d'inclinaison  au  plan  Llï;  enfîn^  soït  Q  la  ^^uissànce  "motrice; 
R  le  rayon  dqi  ^l^rplf  qn'dyie^déiMt»     .  <    .  .    ; 

1*.  Le  plan  incliné  réduit  le  poids  P  à  P  sin  i  (g6,  a^); 
ar%  fqmmch  iomkemâiàit  id  l'offios  rêfmtm  finriîp  mMe^l» 
poids  est  réduit  à  moitié  (109) ,  et  est  =  4  P  sin  i.  Or ,  cefflJAl 
#«ia^  Atl  4quîttm  fm  4a  tpiMaiiie  «iiteicè  <!^,  fc  faifleidn 
itreflPAl»#fikA4«Nii:.C»4 

Qtl  =  irPsini......(yO.  . 

,9^  ^P^«*  jénéraliper  le  ^prciblèaise  précédât  aiipi  ^^'il  suit* 
Sitit  une  courbe  K  (èg.  89)  rapportée  à  des  coordonnées  A*  fet 
^  lipï;i*oflitalf^  ç^  vfBrtiç^loB  yeim  poids  P  placé  en  un  point  M 
^cetté|cawï)ft,flîrlag\^l^  uDe  force  Q«i<^ 

l^ptÎQn.est  tïTWWW^Apl'V^^  4^  iBçeixa  BJX  J)éw^^ 
^  ragrom  CB  et  CD  de  ù  rçw  ft  ijiu  c^lindif  7  py  4  fe>9»io^ 
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àà'àaté&n  PB.  Il  «si  ^Mrqm  t^itr  ré^uilîferë  du  lre«n/«ti  àiÀt 

'  D»phiélatelifîonil!«tieiitlspoid«P<wko(mrbë1^:d^ 
Buigk  IMnépcr  PB mêc  Vkxe  ksf,  oomiM #6bki  ttiAntk 
sont  kl  oômpotantëi  de  f  suitaiit  ibr  «t  Af^  te  60r|M^^Bt  itilteié 
]^h*  cKettiLlnrccf  ^«o» «  «t P  ^  ^rim  «  :  féquiaioft  delà  ééttribè 
el  k  taègeiittt  de  Fiagle  è  qtieftit  Paxe  kx  a#è«  la  t<Aiâiii^OM 
éMit  repréfleoléeft  paf  jr  sa  >^  et  par  y^  on  «btimti  {k»i|r  f  d- 
qoation  I',  p<  1 1 4  9  oii  Y  tend  ii  dimimu^  ^ff 

Eliiàiadiia^k  Paide  de  QR  afc^lf  >  aont  awwf  h  oesditite  M^ 
ffiOUnedeiÉnidée^ 

.    Qa(co6#  +  ysîn#)=Py. (Z^. 

£11  ti!rantcie^==^  la  Taleuf*  ie  y\  et  là  substituant  ici  ^  ôn.oa^ 
itendra  itne  relation  eiitré  lë^  quantités  ce ^ x^  P,  0>  &  ël  ^9  la- 
quelle set^yii'à  à  J^aire  Connaître  l^une  belles,  lorsque  les  aùtrél 
teront  données. 

Qtlàni  i  l'àiigle  i^>  oti  peut  lé  prendre  airbtti'âi^ement,  {>n&l^ 
^on  petit  di^pôtèr  tibe  potiUè  de  i^toîï  <)ul,  Sâhâ  ï-Ién  ëln^àfj^ 
Il  l'état  du  ^^tèmè  (109) ,  diitthetrà  i  É  ud^  tlàteih'  détâ^tt^âi: 
A  l^bà  tèut  qtié  la  téhirîoii  /  ^It  pataRëlé  à  ià  tMi^lé  (hH,  ^ 

fant  iaire  cos  41  £=  ^ ,  sin  «  c=s  ^ ,  et  réquation  (Z")  àçrmfX . 

QA^  tsBpiaj^M^  tcf  Pf  MA  w 

C'e$t  ainsi  que,  si  la  ligne  FL  est  droite,  sin  1  est  constant /et  on 
ri^uTe  ce  qu'on  a  déjà  obtenu  (T'^é  Mais  si  le  point  M  étant 
donné  y  on  Teut  éviter  la  poulie  de  renvoi/  comme  PD  est 
une  droite  qui,  passant  par  un  point  connu  M,est  tangàite 
au  cercle  CD,  il  suffit  pour  obtenir  m  de  chercher  la  tangente 
menée  au  cerèle  CD  par  un  point  pris  hort  de  oe  cercle. 

138.  6/w.  La  Gaux  (fig.  66)  9^1  coiti|M«  d'»»  ^r««it  Q^^^ 
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Ia 'corde' qui  enveloppe  le  cylindre ,  a  l'une  de  ses  extrémités 
fixée  en  I  :  à  Paide  de  poulies  dé  renvoi  c,  e,d,bf  elle  thràsmet 
V^ion'de  là  puîssanee  à  ui^  poàlie  inobiJe  a\  à  la  cha|>pe  de 
UqileUeest  attaché  um  poids  P.  La  tension  du  cônkm  ba  est' 
(ip^)  ;=  1^  P.  Les  autres  poulies  b,  d,  ty  c,  ne  fiJnt  que  changer  la 
diiredbn'de  k  puissance;  ainai  le  poids  que  supports  lé  treuil' 
(^}est  i  P.  Soient  R  et  /*.  les  rayons  de  la  roue  et  du  cjUndre^ 
Q  là' puissance  agissant  sur  la  roue,  on  a  (i  lo)  pour  l'équilibre 
dans  la  gruç^  QR  =  f  Pr. 

129.  Une  machine  est  toujours  destinée  à  produire  la  trans* 
lation  ou  la  rotation  d'un  corps  ^'e!  ce  mouvement  peut  cru  oonr 
tinuer  dans  le  même  sens ,  ou  rétrograder  sur  lui-même  ;  ce  der- 
nier eSèt  ^rend  le  nom  de  va-et^Unt  ou  de  mcwetlunt  âlter^ 
natif  i  ainsi  toute  machine  produit  l'une  de  ces  quatre  sortes  ci^ 
mouvement ,  rectiligne  continu,  rectiligne  alternatif j  circulaire 
continu  et  circulaire  aîtematif  Mais  il  arrive  souvent  que  le  - 
résultat  de  la  machine  ne  convient  pas  au  but  qu'on  se  proppse  y 
et  il  importe  de  «avoir  sul^ti^uer  un  de  ces  effets  à  un  autre  j  c'est 
ainsi  qu'on  change  le  mouvement  circulaire  continu  d'une  roue 
en  un  va-et-vient  qui  élève  et  abaisse  le  piston  d'une  pompe^etc... 
Pe,li  ce  proWèmede  Mécanique ,  changer  l'un  des  quatre 
ffiouyemena  communiqués  à  un  corps,  en  un  autre  différent  ou 
de  mém^espèce*-he$  ouvrées  de  MM.  Lanz  et  BettancQurt>  et  de 
M.  Hachette,  sont  de^itinés  k  montrer  les  divers  procédés  de  l'art 
pour  résoudre  les  questions. de  ce  genre;  nous  nous  contente- 
terons  d^  doniter  ici  quélquesexemples  propres  à  en  faire  conce- 
voir l'importance,  à  faire  prendre  une  idée  juste  de  cette  théorie, 
et  k  enseigner  à^anàljsèr  une  madiine,  quelque  composée  qu'elle 
soit,  en  la  réduisant  à  ses  élémens. 

I.  Ijès poulies  de  renpoi{(îg.  5of) ,  les  poulies  mobiles  (fig.  60), 
les  mouffles  (£g.  62) ,  les  treuils  (fîg.  63  à  67) ,  sont  autant  de 
moyens  de  changer  un  mouvement  rectiligne  continu  ou  alter- 
natif, en  un  autre  de  même  espèce.  En  voici  encore  un  exemple. 

Le  long  d'vne  règle  AB  (fig.  90)  feites  glisser  l'équerre  CDE, 
en* la  poussant  selon  PI  parallèle  \  CE;  la  droite  CE  se  mouvra 
parallèlement  à  PI.  Si  la  règle  AB  est  divisée' eh  parties  égales; 
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''  en.failant  répoadre  un  tsait  i  margaé  sar  l'équarre,  aax  divi- 
sions de  AB  j  le  côté  CE  coupera  la  perpendiculaire  GH  en  par- 
ties égales  >  mais  plus  petites  :  quand  l'équerre  aura  marché  de 
la  JongûaiirXID ,  la  force  Paura  parcouru  CE,  et  le  côté  CE 
naura  décrit  qiie  le  chemin  DE,  en  sorte  que  la  longueur  DE 
sera  odupéeen  autant  de  parties  égales  que  CD  contient  de  di« 
Tisions. 

'  IL  Dans  le  treuil  (fig.  63  à  67)  le  mouvement  recdUgne  continu 
du  poids  eet  changé  en  circulaire  continu  de  la  roue,  ou  de  la 
màniteïle;  les  vitesses  sont  dans  le  rapport  qu'on  veut  y  en  pro- 
portidnnant  conyeBaMement  les  parties.  Les  roues  dentées 
(fig.  68) ,  la  vis  sans  fin  (fig.  86),  sont  dans  le  même  cas.  L'écrou 
(fig.  82)  ne  peut  descendre  sur  la  vis  qu'en  tournant  ;  le  mouve- 
ment rectiligne  de  la  crémaillère  d'un  cric  (fig.  78)  se  change 
aussi  en  rotation  de  la  manivelle. 

X^  moulin  dont  les  ailes  cèdent  à  l'efibrt  du  yent,  les  roues  ii 
aubes  et  à  augets  que  le  courant  de  l'eau  fait  tourner,  sont  en- 
core des  solutions  de  notre  problème.  Une  carte  circulaire  décou- 
pée en  spirale  9  et  alongée  en  hélice  conique  (fig*  91)  ,  lorsqu'elle 
est  suspendue  à  un  axe  central  ab  près  le  tuyau  d'un  poêle , 
tourne  poussée  par  le  courant  ascendant  de  l'air  échaufi^é.  Ce 
jouet,  connu  de  tout  le  monde,  a  donné  l'idée  des  tournebroches 
que  la  fumée  meut  en  s'élevant  dans  la  cheminée. 

pans  presque  tous  les  cas  semblables,  si  l'on  prend  Ve&t  pour 
la  cause,  on  change  réciproquement  un  mouvement  circulaire 
continu  j  en  rectiligne  continu*  11  faut  faire  la  même  remarque 
dans  ce  qui  suit.  :    ' 

in.  Si  la  force  imprime  un  va-et-vient  en  ligne,  droite  dans 
les  machines  qu'on  vient  de  citer,  le  mouvement  rectiligne  al*- 
iern^tifsera  change  en  circulaire  alternatif.  Le  Trépan  (fig.  92) 
est  formé  du  fût  AB ,  terminé  par  un  foret  C  -,  une  traverse  hb 
est  jointe  au  sommet  par  deux  cordes  a& ,  et  laisse  au  fût  un  libre 
pa^ge  dans  un  large  trou  qui  la  perce.  Le  mouvement  qu'on 
donnje  dans  le  sens  vertical  à  la  trayerse  produit  la  rotation  du 
foret »et  le  volant  ED  la  conserve  (220,  Çl^).  V archet  (fig.  98)  sert 
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auMÎ  a«x  ioiirMttrs^  k  bke  fimMto  ïrapfaWti  uaoylÔÉdm 

I)imxofcûiMtiii,A(%.94).^Btattl»WwPi«e«*te 
4t la  t^AB^ mobile  entre  d^  lNridtt8«>/^  rteAtitnrPam  îfa^ 
Ifâttfueea  dsàréei  arc  jot  en  «  lur  la^tige^  Le«aM^?elneQt  int^. 
Utioa  4e  l'arc#^èii  va^^ienl  fitttImlael^et  descenibre  latigit 
On  peut  encore  garnir  celle-ci  et  Tare  de  dents  qui  engriawt^ 

On  fait  mouTOfir  la  tige  A£  (%.9Sd  4u  pirt^n  d'une  ponape 
a  l'aide  d'un  levier  oourbé  ila  partie  «up^rieure  AB»  et  per«&. 
d'untrouloù  un$ae  j[ereti^t:eûfaiiant  faadouler  lelefi^, 
1^  Jwut  Amoute  et  ^esottkd,  et  produit  la  «sème  alterintion  dam 
Ifi  pbtoQ  D«  La  tigieeBt  asd^nUéelU^reaienten  A  pi^  lin  biMllon. 
~  lY*  J'our  4fhaagitr  i(n  moayemêjUr^ç^Uigm  continu  en.  i^cU^ 
Ugne  alternatif,  et  r^roqnemtmt,  on  le  transforme  d'abord  e» 
circulaire  (  a*  cas  )  et  celui-ci  «a  r^ctiligne. 

V.  Changer  un  mout^ement  circulaire  ccntinn  en  rectiligne 
alternatif,  et  réciproquement  Sçit  une  roue  dentée  (  fig*  96  ) 
sur  une  partie  de  son  contour  seulement  *|  ^i  cette  roup  engrène 
avec  une  créniaillëre,  celle-ci  montée  puis  redescend  par  son 
poids  dès  que  la  roue  cesse  d'engrener.  Une  manivelle  (  fig.  97  ), 
^ui  fait  tourner  une  tige  coudée  ^  résout  le  même  problème. 

Sur  une  roue  BD  (  fig,  98  ) ,  une  courbe  quelconque  efd  est 
fixée  en  relief^  la  pointe  C  d'une  tige  AC,  porte  sur  cette  courbé 
par  son  poids ,  pu  bien  est  pressée  de  haut  en  bas  par  un  ressort  ; 
ae3  brides  a,  b  retiennent  la  tige.  Lorsqu^à  Paide  d^une  manivétle^ 
o^  autrement^  on  fait  tourner  la  roue^  la  tige  monte  et  descend 
tour  à  tour. 

A  la  tige  OC  (  fig.  09)  est  assemUée  en  croix  une  barre  AM 
{lercëe  d'une  fenêtre  longitudiliale^  dans  laqueSe  peut  gliigter 
uÀè  cheville  i  adhérente  à  la  surface  d'une  roué.  Quand  ëetié 
totÉe  tourne^  la  cheville  excentrique  i  se  prôlnène  dans  la  Hènfitf  è^ 
et  fait  monter  et  descendre  la  ti^  CÙ.,  qui  é^  Menue  datié  Sèà 
hriâesheii. 

Là  ttge  rigide  li  (%  100),  Éigé  à  la  cheville  eicentriqué  i 
d^nne  roue  et  à  la  tige  ID,  iàit  aller  haut  et  bàâ  cette  t%e ,  pti^ 
que  /et  £  sont  des  axQs  autour  désuets  la  barre  fi  pévd  tdiiràêf» 
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m^serrlra  à  changer  j^  mowmkmu  t^MràiJrr  toi^MmA  «m  Mi 

êtfmÂMf^  -yê  itêéijmi^iûêMetîi.  iA  pédalé  iftAMi  tMtti^  là 

^ -lUa  %  IM  #«plrWif»4è  hfrtl$ré  rdàkHdt  Ià%  Ommmm  :  m 
jBûsant  basculer'  en  Ta^et-rient  la  tige  AB  mt  #ix6  C,  lei  Aéttt 
diqnets  AD,  B£  entrent  snccessÎTement  en  prise,  et  quittent 
Ptttté'  èf!6  lïfeiits  bbHqtkéi  A^  ta  rbiie  F,  tpA  prend  une  rblatiôtk 
continue. 

La  rcme  (%*  io3)  est  armée dç Cames  a^  bfC^dfOa  bras  qui^ 
lorsque  cette  roue  est  misé  en  raouTement ,  Tiennent  tout  à  tour 
attaquer  le  manclié  d'un  marteau  BAB,  mobile  sur  l'axe  I  :  la  tJRe 
ÂB  est  âpiic  soulerëe  j  puis  elle  retombe  par  son  poids,  et  Va 
Irapper  sur  une  endume  CD.  La  détermination  de  la  courbe 
qui  l'orme  les  cames,  présente  les  mêmes  difficultés  que  celtes 
dès  dents  des  roUes  et  dés  atliiclions.  (  K  le  I>ict  de  Ifecti- 
noiogie.  ) 

ÏA  tone  Gb  (fig.  io|)  tourne  sur  son  axe  ï^,  et  ses  dents  en^' 
gi%&ëiit  avec  lès  roues  ÏI  et  t  dont  l'axe  est  fixé  en  ses  deux  bouts  j 
cet  axe  GO  tourné  donc  :  mats  comme  CD  ne  porte  Aeâ  âéntâ 
(ftûb  st^t  la  moitié  de  'son  contour^  dès  que  ses  dents  atteignent 
ri$liti*é  rtfujb  t)t  portée  sur  le  inêmé  axe ,  aie  cesse  d^engrener 
Éteb  (tH  ,  et  ifait  tourner  01  et  ison  àrbr^  en  sens  contraire. 

tjéb%cippemeni(ïï^.  74  et  7!  6w),  présente  tecore  ûa  mou-» 
yemeift  drcula!re  dé  la  roue  A,  sons  f  hi&uence  des  oscillations 
^àn^péndtile  M.  t)an^  Tune^  l'ancre  butte  tour  à  tbur  sûr  les 
dentîs  de  cette  roue  ;  dans  FaUtre  dies  bras  saiossent  et  quittent 
tour  à' tour  des  cbevillès  doiit  cette  roue  est  armée.  (P^.  p.  iJlS^. 

^ïllp  Pbur  changer  un  moupemeni  rectittgné  contàvu  en  cir- 
ciùhùre  àUèrnat^f  ou  réciproquement^*  on  irans]E[>rmé  d'abord  I9 
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mouvement  donné  en  circulaire  oimtinn  (II  ou  VII  ) ,  puis  ce 
dernier  -^n  celai  qa*on  demande. 

*  DL  Changer  un  momfem0tU  circulaire  oUerMtifMk  un  tuUrm 
(fê  même  eapècê.  Tons  les  procédés  ^n  pr<d>lèine  Y I  pebYCffit  être 
empIo]fés^  On  peut  aMcore  transformer  lejnoiiTenumt  donné  en 
circulaire  coatimi  (VII  ) ,  et  ce  dernier  en  circnlaif  e  alternatif» 

*  Noas  commet  sans  doute  bien  doiggés  d'avoir  épuisé  ce  sujet 
si  digne  d'attention  et  si  riche  en  inventions  ingénieuses  :  nous 
renyojons  aux  ouvrages  cités  pour  de  plus  amples  développe» 
mens  ;  nous  n'avicuis  euTue  que  de  donner  une  idée  4e  ce  genre 
de^proM^es^  et  d'exposer  quelques-unes  des  scrutions  le^  plus 
simples  ou  les  plus  usitées.' 

XI.  Réflexions  générales  sur  les  Machines  ^  principe  des  vitesses 
virtuelles. 

\  1 3o.  Quand  deux  forces  sont  en  équilibré  ^  si  l'on  augmente 
l'une  d'elles ,  elle  doit  prévaloir  sur  l'autre  :  cette  observation  ré- 
duit les  conditions  du  mouvement  dans  les  machines  à  la  théorie 
de  leur  équilibre.  Cependant ,  comme  les  puissances  éprouvent 
différens  obstacles,  nous  allons  traiter  particulièrement  de  l'état 
ou  un  système  doit  être  amené  pour  que  cet  équilibre  soit  sur  le 
point  d'hêtre  rompu. 

Il  résulte  de  ce  qu'on  a  vu  dans  le  chapitre  précédent ,  qu'on 
peut  toujours  établir  l'équilibre  entre  deux  forces  quelconques» 
et  qu'il  ne  faut  pour  cela  que  disposer  convenablement  les  ma- 
chines dont  nous  venons  d'exposer  les  propriétés^  mais  en  aug- 
mentant ain3i  l'effet  d'une  puissance  ^  on  tombe  dans  un  incon- 
vénient inévitable.  L'expérience  est  d'accord  en  ce  point  arec  la 
théorie >  et  on  peut  établir  comme  un  fait  constant  que,  dans 
toutes  lès  machines,  on  perd  du  c6U  du  temps  ce  qu'on  gagne  du 
côté  de  la  puissance.  On  peut  bien  faire,  par  exemple,  qu'un 
seul  hommq  élève  le  même  poids  que  trente;  mais  il  sera  aussi 
trente  fois  plus  de  temps  a  l'élever  d'une  même  hauteur.  La  vé- 
rité de  ce  principe  dans  le  levier  est  évidente  :  il  en  est  de  même 
du  plan  inclîne/et'cfest  par  cette  raison  que  pour  rendre  une 
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rou^  moins  rapide,  on  lui  fait  parcourir  ditars  circuîU.  Nous 
avons  fait  voir  (p.  1 34  et  148)  que  le  principe  oi-deisus  est  yrai 
pour  la  poulie  et  les  roues  dentées  :  il  est  aisé  de  voir,  qu'il  a 
paiement  lieu  dans  le  tour^  la  yis. 

En  effets  I^  on  a  m  (mo)  qu'on  a  pOttr.TéquUibre  du 
tour  P/>  =  Qg  :  donc  si  le  rayon  />  de  la  roue  d'un  tour 
est^  us  fois  plus  grand  que  celui  q  du  cylindre  1  une  force  P 
fera  équilibre  à  une  résistance  Q^  m  fois  [dus  grandOi  ou 

P  ==  -^.  Mais  quand  le  mouTcment  a  lieu,  la  puissance  fait 

éyidemment  le  tour  de  la  roue,  tandis 'que  la  corde  en  s'en?e- 
loppant  autour  du  cylindre ,  ne  fait  monter  le  poids  que 
d'une  hauteur  égale  à  la  circonférence  de  ce  cylindre;  et 
puisque  les  circonférences  sont  entre  elles  ccmune  leurs  rayons, 
il  est  clair  que  la  force  P  fait  m  fois  plus  de  chemin  que  la  rési- 
stance Q. 

7?,  Quand  une  yis  tourne  dans  Técrou ,  pour  une  révolution 
entière ,  elle  n'avance  dans  le  sens  de  son  axe  que  d'ufae  longueur 
égale  au  pas  :  l'équation  (  R*'  ),  n^  121,  est  dans  le  cas  d'équilibre 

P  =  .  Q:  en  faisant  -~  =  n»,  on  a  P  =  —  :  ainsi  la  puis- 

QLWp     ^'  h  j»  *^ 

sance  est  m  fois  moindre  que  la  résistance  qui  lui  fait  équilibre  : 
mais  pour  faire  parcourir  la  hauteur  h  au  point  Q,  la  force  P 
doit  fiiirç  une  longueur  2^  ;  ainsi  elle  fait  mh,  dans  le  même 
temps,  e'est*li-dire  m  fois  plus  de  chemin. 

i3i.  Le  but  n'ë^pas  tou}ours  d'éviter  l'emploi  du  temps,  et 
il  arrive  souvent  que  la  durée  en  est  assez  indi£férenie  :  on.  peut 
même  faire  servir  avantageusement  ce  qui,  dans  beaucoup  de 
cas  serait  un  obstacle ,  et  tirer  parti  de  l'emploi  d'une  force,  don- 
née de  manière  à  faire  parcourir  un  grand  espace  à  la  rési- 
stance. Les  organes  du  mouvement  de  presque  tous  les  animaux 
offrent  un  exemple  de  la  manière  dontla  nature  s'est  servi  de 
cette  propriété  :  les  muscles  ont  leurs  points  d'attache  sur .  les  os 
k  la  partie  qui  est  voisine  àd&  articulations,  autour  desquelles  les 
os  doivent  tourner  lorsque  les  muscles  se  raccourcissent;  il  ré- 
sulte de  là  que  l'autre  extrémité  des  nsembres  parcourt  un  grand. 
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Ml,  fur  mÊomfàe,  mm cmèmiS>^têg^  »ttt>f 
extrémitét  D  et  C  atUcbéet,  h  yivnikvt  k  «ft  poial  l&M  n^ 
Mecmde  à  VtvIriMilé  J'm» wi»  i^^  BMbilaMtMr, d?m  fflint 
3'foimm  àdG\  •n^iemiWtmàB,  em^âigpoÊÊM  mn^ifoiéêV  ea  mm 
point  B  qoek^ByM  à^ la  ve^ge*  Il  eÉl  ckîr^pe  «  par  foilfMi 
eanteUkMig«e«r  ^kMrdeCBdbtag»,  foilqve  lé(^^^ 
It  nicooiir«iBMioent  ^  il  '  sera  très  sensible  ii  l'autre  extraite  A. 
de  la  ferge  AC;  si,  par  exemple,  AB  =  lo  X  BC,  Faredécrit 
par  ht  pohit  Aseta  dis  l«ri»phugi;Mè^Mt  Flrad6cvit2paitle.pbi«l 
C;on  m aert de eatt^dispeaitwp daas ïtêfMygwmèt^tm;  ataetlé 
raoeenfeiiscaieat  jte  Uieopde'CDest  owusé  pa^dts  lariiêidniawD» 
Taittes  dwaVatMoaplikek 

On  a, dwiales  #«;ofii^«>  on^aolve  eaLenpIede  Vu^fe^fa^ 
Eût  de  cette  propriété.  Nous  verrons  bientôt  que  le  tftenewoa 
moaie  et  dawené  dipia^la  tafie  ^  laooatifeAt i  auiaanfc  ls|  Tsmar 
tiom  dti  rasèort  de  Vaip  ;  iMMaosaafibU  sont  aaoïPBOft  «rop  ii^^ 
povrètreieBiibleste^esIpottPleaainplifiav  ^pie  l^m  disposai  iqa 
civj^aa  ainsi  qiM  suit.  On  suspend  à  «a  fil  un  poicU  a  (  ig.  108), 
assez  léger  y  et  eii  le  ûiit  entrer  dan*  le  tube  par  Fèxtténsîté  ou- 
yeHa  c  :  on  lait  passfr  laJLaae  maa  ponUe  A;.otuii.«QAra  paida/ 
u»  pan  noindte  ye  la  praaaian/làeai  oa»  fil  tenfa»  Qmpiis.la 
poidane  fait  que  pose*  smr  la  tmAc^^éKk  nsaamiray  iM'^afiitiMà 
font  monter  ou  descenda*caipaîda4.k  panUa  ^touraa^asAM» 
feupset  una  aiguilla  Jxé^siM&Ia  wlis  oantace  qatili^piciHli^^jaar- 
que  sw  la  circooli»ano»dhMaaadaai»ka*dilKpintaa  paassîatodli 
lÂntusoapbèva. 

H  arme  aassi  qoflquefiûa  f^hi gamdtnr  de  ht  kf^mlk 
pvesqpe  iadéfiuiey  et  qu'cpidvmandft^i^  aasi  affalasQiffiiJf  aapidfiji 
Is  ctioc  de  l'eau  ou  d^  l'air  conln  les  vim  d'tM.  nwiiitoeatiwfe 
dr^xemplei 

»9>2.  lMea>rfas»pl<is.coi|ainode.poap  jagaa  at^une  mndtioaqii^ 
oapd^  doe^eiela  dontton  la  sopposa  capabfey  qne.dfi  aanagirafo: 
quale  ^slènie  pread.unrp^st  mcmiamap^  eiâe.ooa(q^ama«ntra^ 
e«K I^sespaaaa  pareouaosL pac. la^ inolMii  el paa  lau  1 
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4^  JtfmÀ  jPijptowi»  qi/mU  m0$9mr  mu/HpHipar  Ttwpacedimi^ 
donné  U  même  pirodÊfii  qum  la  rhiêiamct  mÉêiti^MSe  pttr  le  ck^ 
mi^quiék  mfaniQûmmuim»  tfUêtàxftk  esl  Hiénie  à  la  portée 
4e|  yiMMÉMii  Ifl»  BMàM  «Kiitdes  te  ericnly  <m  à  analyser  là 
«^diiotf  iC^on  a—iitqt  ifaMWatèlrès  kmiinevsemeiitexpo- 
tte  dbaana  owrage  <b  litMraktre  oà  Fou  ne  s'attenArait  pat  à 
V|(i^BM«tBev4  (  Ji^^  le  m^ Force  miêaniqiie  dans  le  Dict  pM^ 
bMpbk|i]»  da  Votlaive.  )  G^  oette  préposition  qui  conétituè 
«ft  yiL'OO  apfaU»  ir  Piwtdtp*  dba  vUeseee  idréueliBSj  dont  il  ooir- 
fifOt  da^QBQttt  ici»  unt  déqioMtralioD  générale.  Voici  Knoncé 
iê  «At«pi)»poiition. 

,Slium.êyê^me08éêOU7m»  AêseJ^ne^  en  éqtdU^^  et  qu'on 
Jlféifimiâ^jsm^dm  rnipèti^  mmtîfemenê  fuelcçnque^  maie  compa^ 
^h-oemo  be  oonâUi^ne  auxqueltea  iàeet  aeeufetd^  chaque  point 
^f^fi^^kaiiemjÊmûouwKa  9m  eepofle^  qwf^n  pre^ette  cet  espace  sur 
W^dWQtifm  dû  la/àeoe?  qui  agit  eurce  points  et  la  somme  des 
fmdtiie  de  d^ue  ftmet  pem  la  pra^tioncùrreepondanie  sera 
fm^mm. égale  à.iém,  e^donnaiit  lé  a%ne  —  aux  projections 
cpii  ^lendbaol  m»  fe  pvekpgtmanldeS'^M^tes^  et  le  signe  4-  au 
,  awfaés^  €es  projeelions  sont  ee  ^tm  nomme  les  vitesses  vir^ 
let^lim  dsapowtSy  et  notre  diéorème  revient  à  dire  que  la  somme 
dsefj^oskiiis  de  ohofue force- par  lavkesse  virtuette  de  sonpoini  < 
dappUeation^  eat  nulle  dà/^  tout  système  en  équilibré.  ^ 

Q»  àigoM9  !•  nom  de.  moment  au  prodViill  d*ime  fbrbe  par  sa 
inUsse^trtuatta^ei»  8orle  que  notre  théorème  peut  encore  s'é-' 
nMieer  ainsi  >ib  sof^ncéBs  momènà  dèjbrces  en  équilibre  est 
tefpisatfif  égais^à^éf^.  Celle  expression  dfe  nwnieni  est  d'un  fr^ 
q^e^tnsage  e»liéQaniquQ»  oà  il  reçoit  dès  significations  diflg-* 
iMstee*  Il»Vpas  id  leméinesens  qu^àux  n~  a6/3S  et  36,  et  il 
<»  aN»Bl^elMer•'d^Mlt»es  'par  ht  suite.  C'est  sans  doute  uu  inoon- 
fimmiA de doaner * dfc^wpses» accép^nr au  même  mot;  mais  ne 
ponaanl  réfbniMi}  le  langage  reçu ,  nous  nous  bornons  à  en  in* 
dilpier  hs  défauts  et  à  e»  Oif pliquor  les  signffications. 

IM  est  le  principe  'd/e$  ▼irttelles,  dont  on  sentira  bientôt 
tûBto  y <  lapeitaneei  *  lia  dénapaetration-  qtie  *  nous  en  aitbns  don-' 
naoeilfieltofue  le  savant  M.  f^urvera  ittsétée  dans  lé  5*"  cahier' 
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1.^6  STATIQUE. 

do  Journal  de  Vtcole  Poljtekclmiqae ,  en  y  ajoatant  les  défelop-* 
pemeus  qu'il  a  bien  ypalu  nous  cominuiiiqaer. 

Conmiençonspar  prouT^  que  si  la  somme,  des  momens  sat 
nulle],  pour  un  petit  maupemerU  qu^on  attriiue  au  système  ,  oe 
moui^ement  n^a  pu.  être  produit  par  les  forces  F,  Pf,. , . .  qtU 
agissent  sur  lui.  En  çffet».  soit  F  (fig.  io5)  l'une  de  ces  forces 
agissant  sur  le  point  m,  et  M  le  lieu  de  ce  point  Kfiths  le  délace- 
ment  supposé  ;  Ma  r=:  a'  sera  la  projection  de  Hlm^  ou  la  yitesse 
virtuelle,  et  PVle  mpinent.  G)mine  cet  espace  Mm  est  infiniment 
petit,  on  a  7r*^.=  <iB;  B  étant  un  point  quelconque  pris  sur  la 
direction  de  F.  Plaçons  en  B  une  poulie  entourée  d'un  cc^rdon 
MBA  que  tire  la  force.  F>  et  attachons  cette  corde  en.  A  au  le- 
TÎer  AD.  Un  poids  p  tirera  ce  levier  précisément  oouMEne  le.fait 
I^,  pourvu  que  l'appui  jC.soit  placé  en  un  point  G  tel  qu'on  ait 
F  X  AC  =/>'  X  CD,  Ce  poids/)'  exerçant  la  même  action  .que 
la  force  F  peut  la  remplacer  dans  le  système  :  et  mAme  on  pourra 
placer  le  point  fixe  G  de  manière.que  quand  le  point  m  se  trans- 
portera en  M,  c'est-à-dire  .quand  le  cordon  B/is  s'aoourcir»  de 
Ma  ^  a[f  le  poids />'  descende  d'une  quantité  arbitraire  if\  car 
les  extrémités  A  et  D  du  levier  décrivent  ensemble  des  espaces 
tels,  qu'on  a  a':^;:;  AC  :  CD , tfoJi a'x CD  ==  ^  X  AC;  ee  qui 
change  notre  équation  en  Fa'  ;=/>V  \  ainsi  p'  sera  oonnn ,  pour 
des  valeurs  quelconques  de  a' et. dQf^.    \. 

Concluons  de  là  que  sans  rien  changer  à  l'état,  du  système, 
on  peut  remplacer  la  force  F  par  un  poids  y,  agissant  sur  le  le- 
vier ACD ,  tellement  conçu  que  ce  ppids  descendra  d'une  hau- 
teur donnée  v,  quand,  par  le  déplacement  supposé ,  lé  point  m 
ira  en  M ,  pourvu  qu'on  détermina/)'  par  l'équation  Fa'  z=ipp^ 
Disons-en  autant  pour  toutes  les  forces  F,  P*...  dont  .les  mo^ 
mens  sont  positifs  ;  a"^  a"'  désignant  les  vitesses  virtuelles,. et po* 
sant  P^a"  =  jt>V,  'B''d'=zp''ç,  etc. ,  toutes  ces  forces  seront  rem- 
placées par  des  poids  connus  qui  tous  tomberont  deia  méikierhau«*< 
teur  p,  par  le  déplacement  attribué  au  système.  Et  comme,  dan»  ^ 
tout  ceci ,  la  longueur  absolue  de  chaque  levier  et  sa  direction 
dans  l'espace  restent  arbitraires ,  le  rapport  des  deux  bras  ^aiit 
^ul  déterminé,  on  pourra  disposer. tous  ces  leviers  de  manière 
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ItfACHÎNSS.  1^7 

ji  rendre  contîguës  toutes  Iç$  extrémités  qui  lOnt  cbar^^t'i^of 
poids/?', p*...  Ces  poids  descendant  ensemble  de  la  même  bat- 
teur Vy  il  sera  permis  de  ne  cbarger  ce  point  4'attaébe  que 
jcPua  seul  poids  P  == /?' +/>"  +  P^-  •  •  •  >  lequel ,  en  descendant 
de  f^,  déterminera  dans  tous  les  le^içrs  un  mouvement  qui  don- 
nera aux  points  correspondans  dn  système  les  vitesses  virtueHaf 
<8u(^08ées  a\  a\.;,  et  on  a  P V+  pV..i..= (p'+f>**..)  ^  —  P^- 

Il  faudra  en  dire  autant  des  autres  points  du  système  dont 
les  vites^s  virtuelles  b'yh".,,  sont  négatives;  et  les  forces 
0^9  Q^***  V^^  tirent  ces  points  seront  remplacées  par  un  s^t 
stème  de  leviers  dont  les  bou^s  libres  'Coïncident  et  sont  cbargjés 
4l'un  poids  unique  Q  =  j^^' + S'"*  •  •  V^^  monte  de  la  hauteur  f , 
par  le  fait  du  déplacement  supposé. 

Cela  bien  entendu,  on. admet  que  la  somme  des  momens  des 
forces  est  nulle ,  savoir,  PV  +  P"a'% . . .  — *QT. . . .  =:  o  ^  ou 
/>'4-i>^--*«  — s'.  —  9"*' .  •  =0;  ouenGn  P=:Q;  cette bypo~ 
thèse  revient  donc  à  direquela«omme  des  poids  qui  montent 
iÇst  égale  à  celle  des  poids  qui  desoendent ,  l'espace  décrit  étamt 
égal  ;  ainsi/si  les  forces  proposées  étarieni  capables  d'imprimer 
au  système  le  petit  mouvement  donné,  nos  deux  poids  égaux 
Pet  Q,  aidés  de  nos  leviers,  le  seraient  aussi,  et  l'on  verrait  Je 
poids P.descendant  avec  une  certaine  vitesse,  élever,  au  moyen 
du  système ,  le  poids  égal  Q  aveë  la  même  vitesse.  Çh  c'est  ce  qui 
est  absolument  impossible.  , 

.  En  effet,  supposons  qu'on  place  un  levier  AB  (iîg.  106)  à  bras 
^ux  entre  les  deux  cordons  que  tirent  les  poids  P  et  Q ,  et  qu*. 
l'extrémité  A  soit  attachée  an  cordon»  l'autre  bout  B  restant 
libre  :  il  est  clair  que  si  les  poid&  P  et  Q  pouvaient  opérer  le 
déplacement  dont  il  s'agit ,  la  même  chose  aurait  encore  lieu 
après  l'interposition  de  ce  levier^  Mais  dans  le  mouvement  de  ce 
levier,  le  point  B  ne  se  séparera  pas  du  point  du  cordon  qui  lui. 
est  contigu,  puisque  l'appui  G  est  au  milieu  de  AB,  et  que  les 
poids  ont  même  vitesse.  En  supposant  donc  aussi  le  bout  B  «Ki 
levier  attaché  au  cordon  QE  ,.  il  faudrait  que  le  déplacement 
pût  encore  arriver»  Or  si:  Fon  appliquait  d'abord  deux  poids 
égaux  P  et  Q  ^  un  levier  AB  ji  bras  égaux ,  Téquilibre  existerai tj^ 
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priiré  de  tottiei  les  Rwcei,  le  même  éta^t  subsfsterait  etiefMre^ 
jusque  ^r  hiimième  ce  «jiHi^tiie  esft  essentièllemeiit  em  f  epo». 
tknié  H  est  ittipessiUe^ae  les  poids  P  et  Q  aîent  pti  j  tréife  le 
iH0tfviefflefi%»  tioû  phi^qiie  les  forces  F,  P*'...,  qui  lecnr  sont  éqm* 
TaieivU5S* 

l^ar  <^toséq«eQt  le  déplacement  sappoié  n'a  p«  téstiher  de 
FaeUoA  de  uos  $Mrees  scit  le  sy^ine  :  ^  aS  la  tnètne  (ktàat  défait 
iftôit  lîeu  pou^  t<ms  les  •déplaoemens  possibles,  compatibles  atec 
fêtait  du  systëme ,  eosorte  qoe  la  somme  des  moment  des  forces 
fk%  iiuMe  pour  toates  les  vitesses  vîiluelles  imagmaUes,  l%qai- 
libre  «Rrait  «esrtaineMent  Uevt  emite  «11^ ,  poisqtie  les  puissances 
ne  seraient  capables  de  faire  prendre  èPti  syâtëme  ««canettes  po* 
ilâoiis  ^Hl  lui'e^  po8B3>le  de  teœrûk. 

'  Dâhotetrons  maintenant  la  rédproque  de  notre  proposftkm , 
satoit  que  ai  des  fitôeè  sûnt  en  ^quiUhm  en  agisnant  sui^  un 
éyMmej  la  éamme  de  hurs  mffmens  est  nulUe  jKmr  un  âêpkfce*' 
ment  queie^htfi^e^  En  effet  remplaçons,  <^anne  ct-demit ,  les 
^«issanees  par  une  Miîte  de  krîcrs  et  de  foM»p'fp\ .  j' g". . . 
(Bg.  roS)  f  lès  tms  ascendans ,  les  itxitpes  de^oendans  de  la  mime  . 
bautenr  v,  de  manière  à  avofr  1*V  :^p'p ,  (J'y  =  y'<»,  cjc, 
•fcftit  un  petit  déplacement  tfe^ctti  aurait  contraint  le  sy^ème 
à  anbJr,  satoir  ^ô'-f  P^^E^..  —  Q^b\..  =i: C/^'+p". . .—  7'...)  v. 
Comme  le  premier  membre  n'est  pas  nul,  on  n'a  |/lcis  ici 
p^  +ÎP*' . . .'  =  î'  +  j*....  •,  ainsi  il  y  aura  une  plusibrte  somme 
de  poids  -qui  iront  4àtts  tm  sens ,  qu'il  n'y  en  aura  qui  trottt  en 
sens  contraire  ;  et  réunissant  encore  tous  les  points  d'attadie  de 
ces  poids  en  deux  points,  et  tous  les  poids  k  deux,  le  système 
supposé  en  équilibre  sera  ramené  à  n'être  plus  tiré  que  par  deux 
poids  inégaux P,  Q ,  animés  de  TÎtesses  égales,  mais  contraires",  or 
c^estceqm  est  impossible.  En  effet,  il  est -visible  qu'on  pcirt  sans , 
altérer  l'état  ^équilibre,  disposer  un  fevier  AB  (fig.  loÂ)  à 
bras  *égaux ,  dont  les  bouts  seraient  fixés  aux  cordons  PA,  QB, 
En  abandonnant  le  lerier  à  Vaction  èeé  deux  poids  inéganx  P  et  Q, 
il  ne  serait  assurément  pas  en  équilibre,  et  il  faïudraA  qu'en 
adaptitnt  aU  levier  un  système  Inerte,  <?est-3i-dîre  indiBërent  au 
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Jr  ayait  d'abord  équilibre,  ei^f^mt^V  ^Qi^^  fh^=!^f^,M  ^.9"^-^^^ 

PM[t<^lUé«9.i|»ai«^  ^été  tîf^  4V9d4i  «AT  J^ÀgmACW  ^«^  ^' 

pouTait  être  rapportée  à  ce  principe  unique  9  d'où  il  a  conclu 
les  conditions.  d'éqnSibre  dànr  Housi  lei  sjstèiites  knagînables. 
Voici  la  marche  qu'on  doit  suivre  dans  les  recherdies  dc.cç 
genre»  Un  système  sur  lequel  agissent  des  forces  est  donné,  on 
Teut  exprinj^er  qpe  tQ^t  re^tç  çp  repçs  ;  91^  s^ppo^  que  le 
système  reçoit  un  petit  moorpmenf ,  fs^  ycrtt^  duquçL^cbaque 
point  d'aj^lication  est  déplacé  \  on  pr<^ette  l'espace  parcouru 
spi*  la  dir^6«4â^.clHB|(M  (omet  pone  mmpt  sa  vitaMtjyirtueiiÉ  ; 
comme  les  divers  points  du  système  sont  liés  entre  «ux  pap  ta» 
nature  ^  une  p^tîa  de  cet/ vit^san^  dépend  desr  sutr» ,  yest*à^ 
dire  que  le  déplacement  arbitraire  de  quelques-  uns  des  points 
tiiiirajkie  celui  des  autre»  points  et  leur  donne  une  éio«ÉTiel^  po^' 
aition  déterminée.  On  multiplie  ensuite  ces  ritesses  virtuetfeèi'' 
îpar  les  forces  re^çtiyçs,  en  attribuât  de^  ^igpes  di^^ns  ipix 
vitesses  qui  tombent  en  sens  opposés  du  point  d^appHcàtibn  ^ 
Bttî?  W  )*fple  k  «ér*)r  pu  pFWd  ^wr  >  dir^iop  40.qNflH^  ll?"îfti. 
à  partir  rieso?!  ppi^t  4'appWç^liap  ^  wi^/ç  MSH^WiPW'r  tt:«* 

septka. Yitfiiipg  virti^Ufv^i  te  théprèw.^ï»  ^t^rf  flPWWiWf 
Téquatiioft     :  .  .     :     ;:      .,  r:  ,  r 

FV  +  PVp^  +  etc. . .  =0,  ou  X  (P^p)  =  o. 

La  lettre  ^désigne  une  différentiel  arbitraire  >  comme  cela  est 
usité  dans  le  calcul  des  variations  (Gou^ai^JVl^^.^^'jÇll^)} 
car  on  ne  doit  pas  oublier  que  le  déplacement  du  système  doit 
être  queli^fie  ;  fiOidàKnent  :joci  davra  4ét|iU£r-«otr«  Routes  les 
^  quantités  ^',  ip"^. . .  les  relations  commandées  par  la  dépéri-^ 
diwice  éss  paiitfes  du  système  \  il  ne  estera  que  ptelëuÀ  dé  oes  > 

12. . 
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ârbttralft»,  èl  r^oàlion  se  partagera  dt  aititftiit  d'afitïM^  M' 
égalant  à  zéro  chaque  terme  dont  un  f  est  facteur  )  ce 'sât>ttt^ 
Ittf  conditioai  d'équilibre  demandées*  1 

Prenons  pour  exemple  un  point  matérld  en  un  lieu  de  l'espaôe  ' 
qui  9L  Xf  y,  s  pour  coordonnées,  sollicité  par  des  forces;  et 
oonserrons  la  notation  du  n^  27.  Si  Pon  prend  sur  la  direction - 
de  P  un'  point  dont  les  coordonnées  sont  a^b^c^lk  àistamoe 
entre  oe  poêat  et  le  mdl>ile  étaiM  dés^ée  par  />,  qn  t 

et  diffiËrenciant  ^  ' 

tp jg  — tf  ■    /p y^^b      ip ig  — c 

^■"T^'  ^'^p'  "S—y- 

Or  en  quantités  représentent  cos«|Cos  /S,oosy(n,^  !i3); 
ninsi 

Iflzssoo^m./x'i^COêfi.iy  -f  cos  y.ts'y 

en  marquant  de  traits  les  termes  semblables  obtentis  pour  lea 
antres  finroes ,  la  somme  des  momens  est 

/«.  S(PoDi#)  +  Jy.S(Pcosi8)+/«.X(Poosy)=p, 

ou  X/jt-f-T/y  +  ZJ^  =  o.  Si  le  point  matériel  est  libr^,  ces 
trois^  sont  arbitraires,  et  on  a  les  trois  équations  X  =  6,  Y=  o,  ' 
Z  ssOy  comme  au  n^  28. Quand  le  point  est  assujetti  à  rester  à 
la  même  distance  R  de  l'origine ,  l'équation  «•  =  R' — jc*  -^y^ 
exprime  cette  condition  (p.  11 9);  en  différenciant  on  a 

^=5=—  î^  /*  -^  /s; 

la  substitution  donne 

(lLx-Zx)tx  +  iYx^Zy)tyz^Oi 
les  deux  /  sont  indépendans^  et  l'équilibre  ^'un  point  mobile 
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.^nr  «se  tphërè  dont  le  œstre  est  k  l'cM'igiôe  exige  leê  âtûx  con^ 
Citions  X«  =  Z* ,  Yjk  r=  Zy  ,  comme  n*  ^r 
- .  Telle  est  la  féooadké  du  prinoipe  des  irf tesèi^  Tirtualles  ^  qtfR 
fait  retrouver  toutes  le»  conditions  d'équilibre  dans  les  machines 
et  dans  les  systèmes  les  plus  compliqués  (Y.  les  MêcarUques  ana* 
fyHque  ht  céleste  ).  Il  peut  même  reproduire  le  parallélogramme 
tics  forces  ;  car  pour  trois  forces  P ,  K,  P'  en  équilibre  sur  un 
point  libre,  les  équations  ci-dessus  deyiennent 

-*  P.  cos'  «  '=  P*  cos  «'  +  P"  cos  «* , 
— .PcoSi8  =  Fcos;8'  +  P'oos#', 
—  PvCpS  y  =  P?  cos  y'  +  F'cM.y*.* 

Faisant  la  somme  des  carrés  de  ces  trois  équations ,  et  se  rap- 
pdakit  que  la  somme  des  oirréa  iles  trois  cosinus  est  i ,  on  a 

P«=F*4.F'«+  2F  P''.(cos*i'c08#''  rf  cof  /  coSiS*  +  oosy'cosy''), 

or  ce  dernier  facteur  revient  au  cosinus  de  l'angle  9  que  font 
ctrtre  elfeil^  foTiîei  r  et  P",  «at0ÎrP*=P'»H.P'*+ar  K  cps  fl. 
-Xj^  comparaison  de  cette  équaticMi  avec  celle  qui  lie  un  angle 
d'^n  tmngle  à  ses  trois  côtés,  montre  que  les  trois  forces  P>  F 
,et  P*^  qui  seront  équilib'e  sont  dans  un  plan ,  et  sont  représentées 
en  grandeurs  et  en  directions  parles  trois  côtés  d'un  triangle»  ou 
^parles  côtés ejt  la  diagonale  d'un  parallélogramme,  c<Hnmen^  20. 
r  .  Il,  est  vrai  que  nous  nous  sommes  fondés  ci^dessiu  sur  le  théa«' 
rème  dû  leyier ,  et  que  pQui|  rendre  concluante  la  dàuonstra- 
lion  qui  précède,  il.  faudrait  que  celle  du  n*^  3o  fût  indépen- 
dante du  parallélogramme  des  forces. 

l«a  partie  de  ce  paré^pbe  qui  a  pour  objet  de  prouver  que 
la  résultalite  de  deux  fcnrces  parallèles  est  égale  à  la  somme  des 
composantes  et  leur  estparallèle,  est  complètement  indépendante 
•du  parallélogram^ie  des  forces,  et  il  resterait  à  prouver  àpriori 
que  Ic^point  fl'application  divise  le  levier  jen  parties  réciproqucâi 
faix  co^posa^ites^  or  c'est  ce  qui  ne  présente  aucune  difficulté* 
'Tojez.à  cet  ^g^rdlle^  statiques  dé  Mopge  et  deMrPoinsot.  Lt 
Ahéoihmt  du  levier  est  dû  à  Arcbimèd^,  mais  en  se  fondant  su<r 


Digitized-  by  VjOOQIC 


«n  prinéift!  ^*<m  hVyoU  ^  «nc^reréusâi  àdànôiitrcr  mrmal 
M.  Fourier  :  ce  saTaifti^  «Sli  W  ytrooiar  parvenu ,  dans  le  tnénuiite 
H^,k  iMWt  fittilfîpropbaitfcm  hors  de  doute.  y«iytekiMBcft- 
ttiqile  ^uialjKftqmë  ds  Lagrftiige)  n^  4  ^'^  ^*  ^tion* 


CJIAPITRE  IV. 

•>  —  ^ 

DES    0AaTA<SLE$   QtTE  XSS   MlClffNtS  WtOSlStUT   kVX 

PUISSANCES. 

"i.  {      '   .î  t    .  '  r      î  .  ■  -         .  '  ' 


'^        :     '  .^  -  t.  I>u  TfxAtement.  '        * 

i-  .'      ^     '  •  '         '    •'  -  '      '  '  .  .       ' 

M^fkutiss^^  iV«i  d'i^^girgetit  dAUtf  les  patrties  rMtmnti^âe^^ràa- 
ti*e^  les  8tit€Btii«â»  les  nûtimi):  poUes  ne  sont  ^  eîemf^  d«  ces 
petites  îiiégàKiés.  Lorsqu'on  teut  que  Fun  de»  deiit  corf» 
laisse,  il  famt  doue  d^ager  œs  mégalités  ou  les  roniiite:  h 
Ibrce  c(iiVm  doit  «mploTer^  pbar  Yaiâora  oetle  iréststatifie^  e«t 
eelte  qui  m  nous  occu^  ici;  elle  soutient  «me  {fatiie  du 
poîdff  du  eorps  eu  te  soutovàvit  poui?  &iitti  dire ,  lou  bri^  tes 
MiUies  qui  sout  mutuellettieut  jengagéeft(  cW  en  eiek  que  «ou^- 
sîste  le  Frotternent  .  ' 

Le  lirottQinèDl  ieud  done  à  ^iw'u  lai  machines  ;  et  etige 
«ue  action  plus  gi^tide  pmir  'ftkii«  paseer  uu  mobile  k  Pétat  de 
kuotttemeut  II  y  a  deuit  espèees^  de  frotteiuenf  ;  la  première 
«  lieu  loTêquNEMi  ^orps  doit  glisser  sur  uu  autre  i  la  seconde 
lerique  l^uiK»  des  deut  surfaces  juita«poaées  roule  sur  l'autre  t 
<3é  dieruier  iVottemeut.  est  beiM^^up  moindre  que  le  premier  i^ 
car  on  Voit  que  te  moutemeul  de  «dotation  contribue  en  partie 
à  dégagar  les  aspérités.  Cest  pour  ral^tir  la  vitesse  d'une  v6h> 
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lwe,qtt*QU  e^raif  lorsqu'au  Tcut  (}e$ceock&  vfn^  ïx^io^\fiff^  v^^ 
pide>  aiiii  iVaugmeuter  ^q  frottemiÇftt  q^  d^feot  p?^  là  de  1^ 
première  espècç.  ^  '  » 

,  le  ^Qttemcot  ti^pt  &  uoe  iKi\dli^d|Ç  do  çirçanstaudoes  fp^ 
Iç  calcul  ne  peut  seul  embrasser ,  car  il  faut  faire  entrer  çi^ 
oqusidération  le  poli  des  surfaces ,  la  température  et  l'humidi^î 
de  l'atmo^phèrei  l'affîuité  des  suhstancosi  la  TÎtessç  du  mouv^i 
mifpt  jt  etc.  On  doit  doue  a^oir  recours  à  Texpérience  pour,  ç^^^ 
culer  ces  e&ts^  et  Toici  ce  qu'elle  nous  apprend.  ^^  . 

l^  LefroU^mtnt  varie  pour  de9  surfaces  dij^éràmn^mhi  pqm 
lies.  Ainsi  on  peut  le  diminuer  en  polissant  les  surfaces,  ou.en, 
boucliant  les  por^^f^yco  qurlcpies  substances  qui  n'augmenteiii 
j^  l'adhérence,  telles  que  les  huiles;  etc. 
,  2°.  Le  tempa  influe  aur  Vadhérenoa  (ka  corps.  On  attribiMÎ 
cette  influence  du  temp3  h  la  flexibilité  des  parties  qui  compo-» 
cent  les  corps  ^  quji  permet  à  leurs  surfaces  de  s'engager  da(n 
yantage. 

>  3^.  Deiix  surfaces  de  même  nature  éprouvent  un  frottement 
plus  grand  que  deux  surfaces  de  matières  différentes  également 
polies.  C'est  pour  cela  qu'on  fait  rouler  les  essieux,  qui  sont 
d'acier ,  dans  des  boites  de  cuivre. 

4°.  Le  frottement  ne  dépend  pas  de  V étendue  des  surfaces  en 
contact j  le  poids  du  corps  restant  le  même,  Gq  principe,  attesté 
pat  l'expérience,  parait  d'abord  singulier;  cependant  on  peui 
observer  que  si  Fon;traîne  un  polyèdre  sur  un  plan,  et  que  les 
faces,  d'un  égal  poli ,  soient  d'inégale  étendue^  suivant  qu'oj» 
fera  frotter  une  surfa^  ou  une  autre,  les  points  de  contact  se- 
ront plus  Ou  moiusiKHubrewi;,  etohaouttd'euE  portera  un  poids 
moins  ou  plus  considét^le,  et  il  parait  qu'il  y  a  compensatii» 
entre  ces  deux  causes.  Cependant  si  le  corps  frottant  était  ter-» 
nûnu  par  une  pointe,  oomms  ce  eorps  tracerait  par  son  pcuds 
iiU  siUcm  sur  h  BW&m  frottée,  ce  itos  doit  être  excepté  de,  U 

5>^*  Le  frettèmeni  est  proportionnel  à  la  pression^  toutes  cho^ 
ses  égales  d'ailleurs  5  c'est-à-dire  qu'on  éprouve  une  xésistance 
4'ftutant  plus  grande  que  le  ccH*ps  presse  davantage!  Voici 
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î84  iTAtlQÙE. 

comment  on  doit  entendre  cette  'prQ{k»ition ,  qoî  va  servir  ai 
fondement'  k  tout  ce  qàù  nous  aurons  à  dire. 

1 34-  Soit  un  corps  M  (fig.  109)  placé  sur  un  plan  horûsontat 
AB;  puisque  le  poids  est  entièrement  détruit,  il  est  clair^u'abs- 
tractton  faite  déboute  résistance,  le  corps  detraît  obéir  au  "plus- 
J^er  effort  :  or  le  frottement  empêche  que  cela  ne  soit  ainsi; 
Le  fioids  Q  attaché  to  Dà  Faide  d'une  soie  J>as5ée  dans  la  gorge 
d*urte  poulie  C,  pour  pouvoir  entrainer  le  corps  M  smr  le'pbai,  de- 
vra être  quelqucfofs  assez  considéTaMe  :  or  il  est  visible  que  ce. 
poids  Q  est  ce  qnî  doit  mesurer  le  frottement.  On  a  recorinu 
que  si  le  corps  M  pèse  2  ,  3. . .  fois  plus,  il  ^nt ,  au  lieu  dé 
jQ,  mettre  un  poids  précisément  double  ou  triple.  .^  . . . .  La' 
puissance  Q  aura  dono  avec  le  poids  M  un  rapport  constant  y 
^  supposant  que  les  surfaces  en  contact  ne  changent  pas  de 
nature,  et  c'est  dans  ce  sens  qrfon  doit  entetidre  ces  expres- 
sions usitées:  le  frottement  est  ie  tiers,  le  ^^^i*^  dô  la  près-' 
sîon ,  pour  désîgrter  que  le  poids  Q  doit  être  le  5 ,  ou  le  |  dif 
poids  M.  On  conclut  de  là  qu'en  désignant  par  f  le  rapport 
constant  de  la  force  Q  du  frottement  au  poids  M;  on  à 

Q=/M.,..  (A"').  ■'   '      ' 

s  '    '  - 

Gomme  M  =  1 ,  donae  Q=zf,  on  voit  que  la  (lonstante  jf^ 
.  est  le  ppids  propre  à  vaincre  le  frottement ,  c'est-à-ilire  à  faire 
prendre  au  corps  M  un  mouvement  naissant,  lorsque  ce  corps 
il  Tunité  de  poids. 

On  a  construit  des  tables  propres  à  marquer  les  valeurs  que 
prend  y,  pour  les  diverses  substances  les  plus  usuelles  combi- 
néeâ  deux  k  deux  :  on  peut  consulter  le  Traité  de  Buisson,  Noua 
regarderons  le  nombre  f  comme  connu  ;  cependant  nous  de-' 
srons  ajouter  que  l'expérience  prouve  qu'il  n'est  constant  qu'en- 
tre certaines  limites;  car  lorsque  les  pressions  deviennent  trèis 
considérables ,  le  coefficient  f  diminue  ;  et  au  lieu  d'être  le 
tiers  ou  le  quart  de  la  pression  ,  il, n'en  est  quelquefois  que  le 
douzième.      .  :     ^ 

,    Jjé  frottement  étant  ,par  sa  nature/ un«  force  ps^sive  dont 
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Teffist  est  de  s'opposer  à  tout  mouvemeAty  oa  doit  dîsliÊ^er' 
ayec  soin. deux  cas  :/OU  la  force  qu'oa -considère  doit  produire 
]e  mouTemënt.  dans  la  mâchinej  dans  ce  di&  le  frottemei^t  lui 
est  oont|>aire,  et  la  puissance  doit  être' augmentée  d'une  partie 
i^tdre^iMe:  ou  cette^Foisee  n^a  pomr  !biit  que  d'^t^liï  Véqv^Jh- 
h^e^êmï^'ie.vyfàhÉke,  et  aUttii;le'£rotté«ieiit  lui  est  àyairtage«Xv 
^  feorteqn^uné  puissance  ^p^t  fai^e  équilibre  ^K^poiqu'eBe  soi^. 
9[i9if^dFe^^'alW4^.tteH{l^U*eL4uABd  oiS  n'a  pas  égard  an  firot^ 
tement.  Si  cet  effet  est  nuisible  en  ce  qu'il  amène  la  destiiiic?) 
tion  des  machines ,  e(  qiAt\^d)nfi«tte  lès  forces  motrices  ^  il  j 
a  beancoup  de  (^s  ou  iVest  fbjrt  utile;  Sans  fe  frottement ^  nous 
ne  pourrions  saisir  les  objets  ;  ils  glisseraient  de  nos  mains  ; 
nousn^poàrrtons  tritVdiHer  les  substances^' iiiàrcher  sans  tomber/ 
poser  en  repos  les  cprps  sur  le  soi  o.i|,  sur  une  table,  etc.  Les 
énormes  pressions 'données  par  lé  coin  et  là  vis  sont  fréquem- 
ment employées  dans  les  arts,  pour  produire  des  frottement 
considérables»  qui  serTcnt  alunir ,  arrêter  les  corps ,  et  à  s'op- 
poser â  leurs  déplacemens.  >   \     . 

Puisque  le  frottement  est  ime  icnrce  dont  la  direction  est 
tangente  à  la  surfaée  de  (contact ,  pour  connaître  les  conditions 
d'équilibre,  en  y  ayant  égard/  il  ne.fapt  que  la  considéifer 
çoinme  unç  puissance  ordinaire,  et  la  traiter  à  la  manière  de^. 
autres  forces.  On  cherchera  dçnc  la  pression  normale  qui  a  lieu 
au  point  de  contact;  et  (a  multipliant  par  £j  on  aura  une  nou- 
i^elle  force  tangente  à  inttoduire  dam  les  calculs^  outte  celles 
qui  agissent  sur  là  machine, 

j  i35.  Appliquons  d'abord  ces  principes  au  plan  incliné 
(fig.  48)«  Enaployons  Tes  procédés  et  la  notation  du  n°  gSj  la 
pression  N  exercée  sur, lé  plan  p%r  lés  forces  P  et  P'  est,  comme 
on  sait,  N  =P sin  Ô  +  P'  sin  6';  ainsi  on  a  pour  la  forcp  du 
frottement  f{V  sin  ô  +  P'  sin  6')  ,  force  dirigée  dans  le  sens  dé 
la  longueur  du  plan ,  en'  opposition  avec  la  puissance  P  que 
nous  supposons  être  suir  le  point  de  produire  le  mouTcment» 

Ainsi  On  aura ,  au  lîçu  de  l'équation  (C",  p.  1 1 1), 

■:.-.'  ■  •  ■      .    '  ■  /  '     'i- 

'  .  ^=       Pcos#=;P'cos«'+/<PMn0  +  P'sînO-  ^ 
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t66  êtÂtiçfs^ 

Vqù  fon  tirt  fpvr  la  force  dUerch^ 


cos9— jrsmO  ^    ' 


On  peut)  en  opérant  id  oomntô pour  le»  t»s  exposés  {^), 

ùSm,  prendre  k  eelté  eift^Bnùm  dîffiiretilee  Ibeteei.  Oe  Ir^ttf 0 

^]^r  etempte^  pour  le  octs  (fig.  48)  >  et  eii  P*  eit  mi  p<rf(}«^ 

l'sx^vr^t^  pwiiqtie  le  pha  AB  est  iiiolnrt  de  «  àrbomoti} 

liprsque  P  agit  dans  le  sens  du  plan  »  on  a  A  =  o^  d'où  , 

P '=?=  ]É^  (sîn  • +/cos  1), . .  .(D*). 

Et  lorsque  P  agit  liorizoûtalement  ^  tf  =  i ,  et  on  a 

^,    F(sîixr-f/cosO        P^tangt  +  Z)       '^.^ 
cosi — jsint  I — ^^  j  tang  I 

■  La  Ibéorîe  du  plan  încHné  (fig.  4^  fournît,  pout  trotiter^ 
un  moyen  plus  i^împle  que  cdul  qu^ott  â  indiqué  n*  i34 .'  en 
effet  /quand  uii  poids  F  est  placé  sur  un  plati  Incliné ,  faisant 
avec  l'horizon  Pangte  i,  il  est  claîr  que  P^sîn  i  est  la  isom po- 
sante de  ce  poids  daUS  le  sens  du  plan,  et  que  FcoSi  est  sa' 
composante  perpendiculaire  à  ce  plan  :  atnsî  jTP^  cos  1  eât  le 
frottement;  pour  connaître  la  direction  que  doit  avoir  le  plan 
incliné  afin  que  lé  poids  P'j  soit  en  équilibre,  à  Faide'  du  seul 
frottement,  et  sur  le  point  de  descendre ,  on  voit  qu*îl  faut 
que iP'  sin i  =  /F toit,' à'oh  Von  tîrtf 

/==tang.  =  j^. 

Il  résulte  {de  là  que  si  Von  place  un  corpB  pesant  quelconque 
sur  un  plan  hotiiùnUil,  et  qi^on  incline  ce  plan/ usqu'û  ce  que 
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ù  oorpë  prenne  un  momfement  namant^  VangU  iprmè  par  c^ 
plan  aifec  f horizon  a9^ra  une  tangei^U^nUrififfnp^^tUJgule  4 
f:  c'est  ce  qui  a  fait  appelev^da^  )e  fas  fréseatpf^J^a^tgle  d^ 
frottement  On  peut  circuler  aisiment  çe^te  tangenlt,  c'eàrir 
dire  la  quantité  f,  puisqu'il  ne  faut  qtie  diviser  la  ^lauteur  fiÇ 
du  plan  par  m  Jm^  iX). 

i36.  Traitons  maintenant  TÀ^uilibre  dulerier  dansPhjrpo- 
tbàse  à%  irottonei^,  S<Ht  ilG;<  %  1 1<^  >|  uh  leiiar,lr«Te««é 
par  un  trou  circulaire,  dont  Iç  rajpnaoit  Bm:£z  b  :  concetons  le 
teviièf  wetetiu  p&t  tin  axe  oti  boulon  B ,  dont  le  rayon  soit  sénsî^ 
blement  aussi  =  b  i  nommonJ  M  let  rR  les  deux  forces  qui  agis- 
sent sur  le  levier,  et  colistdérons  la  première  M  comme  destinée 
à  prévaloir. 

H^  Ittpdttatit  dèi^^marquei^  que  lé$  problèmes  de  œHe  es- 
pèce peuTent  toujours  être  résolus  k  l'aide  des  équations  d'équi- 
lilMre;  ausè!  Men  que  tous  ceux  qui  sont  Relatifs  aux  machines 
simples.  Noi^s  en  avons  déjà  donné  un  exem^e  pour  la  pou- 
lie if*  ife).l/axe  fixe  qui  retient  en  B  le  levier  peut  être  rem- 
placé par  une  force  N^  susceptible  du  même  effet,  et  par  consé- 
quent normale  en  m  au  boulon,  m  désignant  k  point  où  joèlui-cî 
toacbe  le  levier.  Le  système  sera  donc  tenu  en  équilibre  par 
qualité  forces  ^sàyoir  t  i®..  ta  résistâBoe  Rj  a»,  la  ômpcc  M  qui  lui 
fera  équilibre,  et  qui  sera  sur  le  point  de  prévaloir  sur  elle  ; 
3®.  une  .puissance  N  normale  en  m  au  boulon;  4*'  '•  ^^^^  ^" 
Frottement  (  i34  )  V^  est  =/N ,  et  qui  a  sa  direction  tangente 
en  m  à  Paxe  :  cette  force  tend  à  faire  tourner  le  leviçr  en  sens 
contraire  dé  M.  Pbur  exprimer  les  conditions  d'équilibre ,  il  faut 
recourir  aux  équations  U  n*»  4^  :  faisons  donc  passer  par  le  centré 
B ,  pris  pour  origine,  la  droite  Bx  parallèle  à  M  ;  ce  sera  ï'axè 
des  X  y  les  abscisses  positives  étant  comptées  de  B  vers  ar.  Soient 
<e  et  6  les  angles  que  forment  avec  cet  axe ,  ou  DM ,  les  directions 
de  R  et  de  K 1^  et  m,  7",  b,  les  perpendiculaires  BC,  BA,É/ii. lik 
équations  Û  deviennent  ici 

M  +  R  cos  #  =  N  cos  d  +/N  sin  ft, 

R  sin  «  =  N  sin  ô  —  /N  cos  I  >      ^     ... 
Mtu  =       Rr       +         è/N; 
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Les  8%nè8  dtà  termes  sont  déterminés  dTàppësièrcotisUératkyM 
déreloppéés  n^  oS  et  26,  en  ayint  ^rd  au  séirs'  stilvaint 
lequel  cha<}iie  force  agît  On  pent  faire  serrir  ces  équations  k 
trourer  M  ,lï  et  0  :  en  effist,  la  somme  des  carrés  des  deux  pre-^ 
niières-sera  •   -  .      , 

M*+ aMRcos* +  R*^=ïN*(i +/*) } 

exprMitoii^ttî  donner*  N  quand  M  sera  oàiittae.En«uiMtitn«nt 

poiur  N  sa  valeur  — *~ —  tirée  de  ^a  troisième  équation ,  et  &i- 

I  +/•  1 

sant,  pour  abréger ,  ^*  = —-^^  =  i  +71*  on  a 

.  fe*j»!--i*)M*-.aMR(&*coaA+^*iiir)=R*(J*— ^r'); s 
d'où  l'on  tire>  en  rcsolvant  l'équation  du  second  d^é, 

5i'les  Wces  |ont  parallèles  «  =:  o,  et  on  a 

"^  «y— .^  ^     ^' 

Ces  djeux  équations  se  simplifient  par  une  considération  par** 
ticulière  :  comme  on  ne  peut  résoudre  que  par  approximation 
}es  problèmes  relatifs  au  frottementi  on  supposera  que  b*  est 
nul,  puisque  b  est  toujours  fort  petit  par  rapport  à  m  et  r:  on 
aura  donc,  suiyant  que  les  forces  ont  des  directions  quelconques 
ou  parallèles ,  .  . 

Il  faut  prendre;  dans, toutes  ces  formules,  te  signe  supérieur 
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pour  le  cas  oii  la  force  M  doit  être  sur  le  point  de  prévaldir ,  et> 
le  signe  inférieur  dans  le  cas  contraire. 

Lcvs^lfmrne  f^it  jpoint -entcer  le  frotteâient  en  considéra- 
tion^ on  ftVL%  traiter  la  question  de  l'équilibre  par  la  méthode 
ptéoédente  :  on  ypit  que  sans  parler  de  Félég^nce  de  cette  solu- 
tion >  elle  a  beaucioup  plus  de  généralité  que  celle  qui  a  ^té 
donnée  (io4)>  puisqu'on  peù£  y  r^arder  comme  inconnues 
frois  quelconques  dès  quantités  M  ,'R.f  m,  ùyTS,  vd  et  r.  Il  nous' 
suffira  ici  dé  faîre/'=  6 ,  et  nous  a.urons  '^r  *==  00 ,  d'oJi 

i         M==:Bf><^N=i/(M'  +  2MRçosii+R*)y  / 

l'expresrioti  de  .M  coixfpsM^éç  aux  éqimtiûQS  (H*')  mof^tre  de- 
eomUen  M  doit  éfcre  âugmehtée  pour  être  sttr  le  point  de  pr^ra** 
loir^  on  peut  être  diminuée  pour  faire  seulement  équilibre  ^  en: 
ajrt^i  égard  du  frottement;  .<  "  \ 

^  Nous  avons  supposé  ici  que  l'a3;cf  ne  fe^isait  pas  corps  avec  le-  v 
levittvvjnais  iLn'en  est  pas  ainsi  dans  beaucoup  de  ciasy  tek  quer 
da^Silesi^otis,  mortiers  à  bombes  «  etc.  Alors  cet  axe  est  mo*<» 
bile  dans  d^sicrapaludines  fixés*  Il  est  aisé  de  \^  que  le  sj^ème 
e^tleM^e^que  ci-^dessus,  exicqpté  que  le  point  de  contact  étant 
à  l'opposite  en  7»!  la  force/tN ,  qui  proyient  du  frottement  9  doit> 
être  appliquée  en  ce  points  et  dirigée  eii  sens  contraire.  Ces  consi- 
dérations font  Toir  que  le  problème  est  ici  le  même  que  ci-dessus^ 
excepté  que/*doit  y  être  mis  avec  un  signe  difîërent.  Or,  comme 
les  résultats  que  nous  Tenons  d'obtenir  ne  renferment  que/*  ils 
ont  encore  lieu  pour  ce  cas. 

1 37.^  Le  problème  de  la  poulie  arec  ou  sans  frottement ,  pour-  ' 
rait  être  résolu  de  là  même  manière  ;  mais  il  est  plus  simple  de 
Êiireles  deux  bras  de  levier  égaux ,  ou  m  ==  r:  cette  considération 
change  nos  équations  en 

-^_P  mV4-^*cog<»^^  t/[2y»V(i  -^cosli)  — ^sin^it] 

OTr=l\.-^— r-r =- • 
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1^  «tATK^fCFlb" 

1 38*  On  jpourrait  résoudre  le  problbne  du  frottement  ^ans  le. 
treuil  deU  luéme  manière  v  mais  ici  les  forces  éta^t  disposées 
4ans  r^pace,.  il  faudrait  a|^li)uer  les  six  écjuations  (Jt),  (Y)  ^ 
n^  4^-  L'éÛliniuâtion  serait  alors  fort  laborieuse  ^  e(  on  aurait 
pour  résultat  une  équation  du  quatrième  degré  si  compliquée , 
qu'elle  ne  pourrait  être  d'aucune  utilité.  Au  reste  j|  on  peut  ap- 
pliquer ici;  d'une  manière  assez  exacte ,  ce  s^i  Tient  crétre  dit 
sur  le  levier ,  puisque  si  l'on  projette  tout  le  système  sur  un  plan 
jfi^penâlciîlaire  à  tttieiè  rotatîèn^oiili^aplus k eimMJbfi»  qf» 
des  (orceB  dans  un  même  plan ,  appliquées  à  «n  Icffîer.  Woiis  vm 
noui  arrêteront  pas  plus  long-temps  gur  oe  sufet» 

i3g.  Traitons  maintenant  le  frotienevt  dais  la  tti^  e  fom^- 
cilla,  aimpMon Fa  hit  (121),  «uppopons  dUHnrd qci^  Féorou  ne 
lM«elie  la  m  qu'en  un  point ,  et  eonsenrons  les  nelatîetas  ein-^ 
fhjém  dftns-oe  paragraphe.  Pour  trouver  la  ibice  b^rîcentale  il 
(1^.  0o  et  61)  prière  à  retenir  le  poids  Qsnr  le  pkninoHné  M, 
en  ayant  ^g»rd  an  4rotta!|ieat.^  il  faut  a¥oip  r^coar»  à  l'é^ 
<tu*kion(E^, 

I— /tangt 

"  ca        27rr 

il  faut  maintenant  remplacer  la  fi>roe  auxiliaire  M  par  Ja  £:>rce 
P.qui  retient  en  effejt  le  poids  de.  l'écrou  en  équilibre  ^  en  agissant 
&  l'extrémité  d'un  leyier  (fig.  82)  :  otr  ;  on  a  PB.  =,Mr^  donc 

'  Nous  sommes  parvenus  àx^ette  viileur  en  suivant  le  procédé 
employé  n<>  121  ;  mais  comme  nous  n<i8S  si^mmês  ^rti^él^meiMfr 
différens^  le  résultat  tie  foiurnit  plus  la  même  qpnséquence  :  en 
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tl*él>  iiMa  «tens  supposé ,  comm^  tti  n^  i!»i  ;  c{ue  f  ëcroti  et  la 
Wb  a^Afuîeiit  qvi'ttn  potot;  de  contact;  maïs  Pêquation  (l*)  n'a  pas 
laynopriéléde  ne  pas  contenir r^^ôtahelaTalenr  (R*).  Notti 
«e  ^p<MP#dii9  4«no  plus  entplefer  les  consldérattons  dont  nons 
OMW^imÉiesMra  pour  passer  au  eas  oh  Keron  tonehe  la  tis 
«A  pkisieiHrs  pokAs.  Ifafs  par  une  li jpotli^  fort  simple  ^  on  peut 
ftvoiriine  appr<nmaltion  'sullisante;  car  on  peut  imaginer  que 
le  poids  entier  de  Pécrou  soit  conôentré  snr  Tune  des  liéliceii 
i^mt  pourrait  tracer  sur  la  iris.  Par  exemple^  quand  il  s'agira 
shine  TÎs  k  SUAcmné ,  on  pourra  supposer ,  sans  erreur  senUUle^ 
que  teÉit  le  poWh  eslt  porté  par  unehétiee  tracée  au  milieu  de  la 
krrgeur  diu  HeL  Ainsi  «n  a^ura  ^ns  à  considérer  que  des  poidé 
peines  par  um  liélfee>  tracée  sur  «n  c^RndrUi  qui  a  r  pour 
rajondte  9a  base  :1a  for  maie  (V')  ne^t  donc  son  application 
ifimédiafe;  <ea(r  «n  <xmttnuaiA  tes  raisonnemens  employés  n*'  i  ^i 
cette^qaatîon  ne  serait  -nidlemcBt  diangée  par  P!iypotljèse  if  un 
nombre  indéterminé  de  points  de  contact  de  fécrou  arec  la  tis  ^ 
aifisi  qu^  Va  ^cîbsenré  pour  l'équation  (R*). 

II.  Sai&ncwéêê-conlès, 

:  u(ob.  {iORBQD'fliv  jem{4ose  de»  docdiei  dam  des  m^MtOiB  àet^ 
tskiuB.9>ettea dntTcaftisonfTunt  être  capaidas  d#r^blier  4  m  effort 
c^nstdérddtt^  poni»ilramnieltre,'sanaseÉompre,}'aetioBdtt«MH' 
tenr  '-:  leJaamètve  de  ia  ^j^rde  doit  drac  entrer  «n  4xnMidépatio&. 
L^péirâme  a  fait  voir  qtm  4»t  «ffînt  s'tseroe  «uimiut  l'ase  dti 
biôflÎNla,  eu  sorte  que,  slîl-^agîtdhme  poiiAieatt4*ttu%re«t(t/9 
ftiiit  a9oa«er'le:npfDn  dalaoorde  à  ocAus-duxsidrêle  quetetidii  dé^ 
mkn  btêxo^m  la  tire.  Oecft  ee  que  iifvus  aippns  déjà  faft  re^ 
navqutr^^  i38* 

Gomme  les  cordes  ne  sont  pas  parfattemeut  flexiUies,  |px:s« 
qu'on  les  emploie  dans  les  machines  ^  il  faut  augmenter  la  force 
qui  dok4tBepvépondérante:  voieif  id^qu'it  oonTient  se^ire.de 
ostle  augmentation.  Soient  deux  forces  P  et  P'  (fig.'Sg)  sur  une 
pocdlei^  kl  pMssanee9Femper!9s/R  est  daîr  que  la  corde  GHH¥ 
dok-d^né  faift  ^se  c«ui4^  en  ^  dans  la  gorge  ile  la  poulie ,  et 
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de  l'Autre  9e  déploj:er  en  H,  pour  oonserver  la  ^direction ^H'P'd^ 
la  pùissanoe  P!  Or)  «i  cette  corde  est.  absolument  rigide,  ^ 
double  efiet  a'a  pas  lieu  ^  et  d'up  q^té  le  poids  E^'  se  troUTe  |iorté 
Terticaleipent  au-dessous  de  quelque  .pojiit  de  la -droite  horison* 
ta3e  GE,  ce  qui  ret^à  le  bra$  de  Içyier  de  la  £<^4Sfi  V  plçA  grand  t 
taudis  que  de  Tautre  côté,  celui  de Fautre  puissance  P  eisirait  au 
.contraire  renidu  plus  ^tit  :  on  n'aurait  dot»2  pl^s  P^^.P'  poUr  la 
jcondition  4^  Féquilibrc. 

, .  Si  la  corde  n'est  qu'en  partie  rigi4e>  Veffist  cl-de^sus  indiqué 
n'a  pasi  lieu  en  entier,  :  on  a  obseryé  même  que  dans  là  pratique 
Iç  raccourcissement  du  bras  de  levier  £H',  est  sei^$iblement  nul  ( 
c'est-à-dire  qu'on  peut  n^  pas  avoir  ég«^d  àcduixles  deux  effî^t^ 
qui  est  produit  par  le  défaut  de  flexibilité  de  la  partie  IBP  cor- 
risspondante  à  la  force  P ,  qui  est  supposée  prévaloir.  Ainsi  pour 
faire  entrer  en  considération  la  rqideurde  la  corde  employée  da^ 
une  machine,  il  ne  faut  qu'augmenter  le  bran  de  levier  de'  la  ré^ 
Biêtame  V'  d'une  quantité  com^^enable  q. 

Il  reste  maintenant  à  connaître  cette  quantité  q  :  pour  cela  ^ 
observons  qu'une  corde  résiste  par  deux  causes  aux  efforts  qu'on 
fait  pour  la  ployer.  ]La  première  est  due  à  la  tension  de  la  corde 
et  lui  est  proportionnelle,  elle  sera  donc  =  frP';  la  seconde  est 
produite  par  son  ourdissage,  et  on  peoi  représenter  par^v  la 
fçrce  nécfïssaire  pour  la  vaincre  :  a  et  6  sont  iei^  comme  an  voit; 
des  coefficiens  indéterminés.  Ainsi  pour  vme  même  corde,  a+ÂP'l 
pourra  représenter  la  force  nécessaire  pour  la  âéclûr«  Mais  si  l'on 
{«rend  u^e  autre  corde  dont  le  diamètre  D  soit  diffèrent,, ckf 
pourra  dire  que  »  toutes  choses  ^ales  d'ailleurs,  la  force  qu'ori 
doit  employer  est  proi>ortioiinelle  à  une  certaine  puissance  n  éê 
.O^  car  la  force  néce^wir^  pour  j>loyer  une  corde  ^|?oit  avec 
son  diamètre  :  cette  puissance  décroît,  an  contraire ,%aveC'kt 

rayon' r  de  la  poûlîe;  —  (â  +  îP')  pourra  donc  représenter  la 

force  nécessaire  pour  vaincre  la  raideur  de  toule  corde  :  n.  est  en» 
core  une  quantité  indéterminée.,  Cette  valeur  est  l'accroissement} 
q^'on  doit  donner  à  la  force  f^.pojwr  qu^elèe  soit  sur  le.  point  de 
prévaloir;  or  on  a  d'ailleurs  Pr;==fP'  (?•  -+-.g)  :  et  comme  dluns  l0b 
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casd'égq'iiihie  P.^  P'  =  cP-F  ouJP'  X  £  est  une  autre  Va- 
leur  de  cet  aceroisseuent;  en  égalant  ces  Taleufs  on.  a 

»  ■  .-     .     .    .  .         -  ,       ' 

i4i-  Cette  équation  n'est,  il  est  vrai,  fournie  que  j^r  des 
considérations  générales  qu'on  ne  peut  pas  regarder  comme  ri- 
4;oi»reusementreprés^tées  par  i^^re  ,anaïj$q  :  «ïJ^te  exprewon 
xe^iéme  d'aiUe^rîf  des  coefficiens  inconnus ,j^^  ^,'i,^  yar^âWes 
4'»ne  corde  à  une  autr^.  Mais  il  est  un  moye»  de  se  convaincre 
que  l'application  à  la  pratique  en  est  entièrement  exacte ,  et  de 
tr^irer  h  iî#teur  mméi^if^  d^  indéterminés  /^,  a  et  *.  '" 

On  choisira  une  corde ,  et  la  ployant  sur  la  gorge  d'une  poulie, 
on  lui  fera  porter  deux  poids;  on  augmentera  l'un  d'eux  conye- 
»abfeme»*,  0t.Poti  y^tr^^  f^ominenil  doit  exc«er  l'^u^^  pour 
êtee  mt  hijfoisA  de  pré^doir  :  on  aura  ainsi  mxe  taI^w  de  P-rF 

telle  que  h;  d^où  -  (a  4-  ^F)  =  L  En  réitérant  plusieurs  fois 

h  «Méi»e  expérience,  ,ejtc)iafigçftnt  de  poids ,  dp  cordeott  de  pou- 
Ikj  jm  ^e  pr<^wera  autant  d'^quftiima  seintlaUes  d^as  Ics- 
qmUesléif  wfl^r^^^^^  ^^«e^-oi^t  lesmém^,  et  qjii^owiprea- 
dfppj;  isçv^n^ftf;  ^s  yalefirjs  différentes,  «lais  connues,  des 
<Sa^n%t^é$  P  ^  r ,  P'^t  *.  Tr<ris,dp  pes  ^ufttioïis  servicoot  9  feiae 
fiwnnmtrçte^  valeurs  dç,  «^  4;»  et  ^  ^l'aide  de  rélimination;  c» 
^«tebituant  çe§  ;¥akiir*  dau^.  Je*  %vtres  relations, -elles  deyrou^t 
étre>^ftti$&ite*d'eltesri»é«i^,  tce  qi>i  conduirai  s'^^sm-er  si  la 
forawite  ffH').  a  rewQtitwdeqii'-ori  désire.  Comme  on  peut  iaire 
wtenwnir  io»te5  lesiapériç^joes  à  la  détermination  de  ces  cour 
*laa^*  inconnwes,  en  ce  sp^vwt  de  la  méthode  des  moin^^^ 
^orr^ft,  ^11  oljtiem:  eeà  Ta^e^rs  ayec^toute  la  précision  désiratk. 
iK  leCouw  dç  M*tb.,  1fet)mejII;,j)- 19$ ,  et  leDiçt.  de  Tyçh^iolo. 
gie,  tome  VI,  p.  60.)  .  _ 

V  torèJémbj  À  ^i  w  4pi,t  epUe-ûagénieuse  théorie^,  a.trouyé  que 
fe ^t**^t^é  r%  éteii ordinairement  1,7  ou  ,1,8,  et  que  parcoyi- 
séquent  la  résistance  était  à  peu  près  proportionnelle  au  parré 

i3 
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du  dmmètre  de  la  corde*,  mais  n  Tarie  d'ailleurs  »  et  derient 
même  i^  lorsque  la  corde  est  très  usée.  Voici  les  résultats  aux- 
quels il  est  parvenu ,  exprimés  eu  poids  anciens  : 

lir.  lir. 

deSofilsdecarret — X<»  =  42».. — ^Xioo=9 
r  r 

de  i5  fils........  =1,2..  =5,1 

de  6fil8..... ...  =0,2..  =  a,2 

Corde    (  deSofilsdecarret  =6,6..  =riiy6 

goudron-  <  de  i5 fils =  a,o. .  =  5,6 

née       (  de    6  fils =  04. ,  =2,4 

III.    Frottement  d'une  corde  qui  ^enroule  autour  d'un 
(ylindre. 

142.  Soit  BAN  (fig.  85)  le  profil  d*un  cylindre,  dont  le  rayon 
LG  =  r  :  AR  une  des  extrémités  de  la  corde ,  à  laquelle  est  ap- 
pliquée la  résistance  R  :  la  puissance  P,  qui  tend  à  yaincre  cette 
résistance,  est  supposée  agir  àPautre  extrémité  de  la  corde, 
qui  est  enroulée  autour  du  cylindre,  sur  un  arc  quelconque 
AGN  ;  cette  puissance  étant  sur  le  point  de  préyaloir  y  fait  par 
conséquent  équilibre  k  la  résistance  R*  et  à  la  force  proyenant 
du  frottement  exercée  sur  l'arc  embrassé  par  la  corde.  La  ten- 
sion t  en  un  point  quelconque  B  de  cet  arc  est  aussi  dans  le 
même  cas;  elle  consiste  en  une  force  tangente  en  B,  qui  doit 
être  égale  (par  la  nature  de  la  poulie  fixe  qui  ne  sert  qu'à  chan- 
ger les  directions  des  forces,  p.  182)  à  la  résistance  R,  plus  au 
frottement  qui  s'exerce  depuis  ce  point  B  jusqu'en  A.  Soit  ABr=ff, 
et  prenons  un  arc  infiniment  petit ,  LB  :=  ds ,  partagé  en  deux 
parties  égales  au  point  G;  menons  les  rayons  GB,  GG,  CL,  et 
nommons />  la  somme  des  pressions  normales  qui  s'exercent  sur 
tous  les  élémens  de  l'arc  BA  :  l|t  pression  normale  qui  s'exerce 
sur  LB  sera  z=^  dp. 

Cela  posé,  la  tension  de  chacun  des  demi-âémens  GB,  GL 
étant  désignée  par  tj  la  pression  dp  qui  en  résulte ,  c'est-à-dire 
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la  réstdtante  de  ces  tensions^  prise  dans  la  direction GG^  est  (17) 
yisiblemeht  dpdtz2t  cos  CGB  ;  mais  en  considérant  le  triangle 
CGB  comme  rectangle  en  B^  on  a  ^  datis  ce  triangle , 


GB        û&    ,         ,        tds 
—  ;  donc  dp  =5  — • 

2r^  ^        r 


cos  CGB  =  rrr,  =  ~  ;  donc  dp  =5 


Mais  d'après  ce  qu'on  a  dit  ci-dessus, /désignant  le  frottement  j 
on  a  (i34)  /=  R  -{-fp ,  d'où  Ton  tire  fdp  =  dt  ;  mettant  pour 
dp  sa  Taleur,  et  faisant,  pour  abréger,  tir-=^f,  on  en  conclut 

-—  =  —  =  fltûfe,  dont  l'intégrale  est  log  (CO = *«•  Comme  « = o 
t  r 

donne  ^  =  R,  on  a  GR  =  i ,  donc  log  -r^:  =  —  =  *«:  et  en  dé- 

M\         r 

signant  par  e  he  nombre  dont  le  logarithme  népérien  est  i ,  on 
en  coAdut 

<  =  R€*^ (L^). 

C'est  l'expression  de  la  tension  qu'éptouye  le  point  6.  Quand  on 
yeut  ayoir  la  grandeur  de  la  puissance  P,  qui  fisiit  équilibre  ^  et 
est  sur  le  point  de  prévaloir,  il  faut  faire  «  =  AGN,  et  /=zP^ 
S'il  arrivait  que  AGN ,  ou  la  longueur  de  la  corde  qui  embrasse 
le  cylindre,  fût  ^ale  k:n  fois  la  circonférence  entière,  c'est-à- 
dire  que  la  corde  fît  plusieurs  tours  sur  ce  cylindre,  on  ferait 
«  ==  2fr77i  )  ainsi  on  aurait  dans  ce  cas 

P  =  IU=*'-^" \jA'). 

Quan^on  fait  croître  le  nombre  n  en  progression  par  différence^  ^ 
la  valeur  P  croît  en  progression  par  quotient  ^  «i  Ton  fait  71 =? , 
2 ,  3. .  •  on  trouve  que,  poury=  |,  R  est  le  produit  de  P  par 
les  nombres  0,1282,  0,01 52,  0,0019,...  La  rapidité  avec  laquelle 
.  décroît  la  grandeur  de  R,  explique  la  cause  qui  permet  à  une 
puissance  R,lrès  faible,  défaire  équilibre  à  une  puissai^ce  P 
très  considérable. 

Fin  df.  la  Statiqub. 

i3.. 
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LIVEE  SECOND. 


DYNAMIQUE. 


CHAPITRE   PREMIER. 

DU   MOUtEMBWT    d'uN    POINT    EN   LIGNE    DROITE. 


€t  fimr  9  mQ«ft  itâqaéronlldie  dclasuocesnon  :  telle  est  l'origiae 
dela'iioltoB.da  veicbs.  Le  temps  West  point  Jhù  pbéDomène  pai>- 
tiddier  ^  i^ett  l'iinpresskHi  que  laisse  dans  notre  m^oire  «ne 
tuite  d'év^iemeÉxs  dont  nous  sommes  Certains  iq«e  l'eKÎ)9tence 
a  été  successive  :  la  notion  di|  mMir ement  est  donc  iiée  natu*- 
Tellement  à  l'idée  dn  temps.  De  là  on  conçoit  bientôt  des  temps 
égaux  enti«  eux ,  puisqu'on  peut  se  représenter  des  successions 
d'eâets  identiquement  les  mêmes,  les  oscillations  d'un  pendule 
iwms  ^fn  offrent  un  ésmiirple ,  ^n  né^gesant  cependant  le  'frotte- 
ment ^  la  résistatioe  de  Bedt ,  etftesiantïes  Causes  accîdenteHes  qui 
«Mpëdient  le  mobile  lî'être  dans  le  wièmc  état  airant  et  après 
"eluûpxe  t>$c31atiofDw 

Jttsqn^ici  nttus  ayons  faiitabittaetion  du  tempa,  et  c*est  ie 
^reprt^la  Statique  •,  cat  on  ti'y  consîèèipe  que  des  forces  qui 
s'entre-détruisent,  et  qu'on  regarde  comme  de  Simples  pressions. 
La  Dynamique  est  la  partie  de  la  Mécanique  qui  ^faisant  ên^ 
trerle  tebips  en  conéiSérdtîon  ^  a  pour  objet  V action  des  forces 
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9ur  les  corps' solides^  lorsqui'il  résulte  de  cette  action  un  mouve- 
ment Fidèles  à  la  marche  que  nous  ayons  suiyie  dans  la  Statique  ^ 
et  que  nous  ayons  développée  n®  5 ,  nclls  ne  traiterons  dans  ce 
cSiapitre  que  du  moupem^ent  rectiUgne  ctun point  j  afin  de  ne  pa» 
combiner  à-la*fois  tous  les  élétnetis  qu^eÉril>ras9e  en  gén^^  la 
Dynamique  :  nous  passerons  dans  les  chapitres  sulvans  k  dés  oéii'* 
sidérations  plus  étendues. 

I.  Dû,  Moupêmem  Uniforme, 

f  44*  ^  3^^  thixEBta  (3)  nm»  appratid  que  lonqu'nme  îwtà' 
unique  agit  sur  nn  corps  par  ime  simple  imptâstoa^  èe  miebile 
dçcrit  U  direction  de  U  puissance  d'un  mouyementl  tel  que  ce 
corps  se  retrouye  sans  cesse  dans  les  mêmes  circonstances  que 
lorsqu'il  a  quitté  le  repès  :  <^est^«-diro  que  si  pendant  nn  teUi|i» 
Quelconque  t  le  eM:*ps  a  décrit  Feipaee  «  5  il  deyta  décrire  ce 
même  espace  #,  dnifAdt  clkacnn  des  temps  t  snccessifis  é^anK*» 
liOt^iqnNme  fbrce  impnlsiye  agit  snr  un  point  matériel ,  le  moa-« 
bernent  qu'dte  produit  est a|^é  vwnvHOfB, et  le  point  p«r^' 
cotQ'tâbs  éép€U5^  égatèùiàap^d^B  ùmpségèuaj€pé\ètfâ^  scienfr 
d'ailleurs  ces  temps.  Le  plus  simple  de  tous  les  genres  de  mOit-*^ 
tement  noiisecM<iir»k  Panalyse  dies  antres.' 

LorsqnPnn  corp«  se  ment  imifbrmément/il  parcourt  dana 
clmqne unité  de  temps  le  même  espaee  qnrnôns' désigneront 
par  V.  L'espfliee  que  parcourra  un  ihobile  pendant  nn  nofetabffe  i 
^unitésde  tëmps^  sera  donc  *Vt;  et  ff  eftTÎsiUe  que  cela  amra 
Uên  quelque  soit  t  (  entier  on  fractionnanre  )  t  de  sorte  que 
dana  le  mouvement  unififrme  le»  espacés  parcourus  sohipropor" 
fwnt^lê  au»  temps  emphyè^  à  tee>  paroozirir.  Si  doiib  la  droita 
A£  {fig.  1 1 1)  e6(t  celle  que  le  mobiïe'décrit  y  B  étant  muti  ffnàt^ 
départ,  on  plutôt  la  position  qu^il  occupe  à  l'instant.  o&  Vém 
éomptefsotNéUntleliendumobik  au  Bout  duteaips «, 
on  a  BN  ra::  y#.  Soit  «n  point  ûie  A  auqnel  onrappdrlelès  po-» 
skions  soccessiyes  du  mobile  ;  en  désignant  par  e  ëa  dustance  AN 
à  ce  point  au  bout  du  temps  t,  et  par  E  l'espace  initial  AB,  il  est 
clair  qn^on  a  '  .        '      * 
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^  =  E  +  y^ (a) 

pour  réquation  générale  des  mouyemens  uniformes.  Ces  moun 
Temens  difi^rent  d'aîlleurs  entre  eux  par  les  yaleurs  des  con- 
stantesf  £  et  Y.  Si  le  mobile ,  au  lieu  de  s'éloigner  de  l'origine  A  y 
s'en  approchait ,  V  serait  négatif;  et  si  le  point  de  départ  est 
situé  en  B^  de  l'autre  c6té  de  À ,  le  signe  de  £  est  négatif. 

145.  On  a  donné  à  la  coudante  Y  le  nom  de  Yitesse  ;  c'est 
comme  on  a  tu,  Vespace  parcouru  pendant  une  unité  de  temps. 
On  a  aussi  une  autre  expression  de  la  vitesse,  car  \t  ou  l'espace 
BN  décrit  durant  le  temps  t^  est  ^al  à  «  —  E;  or  on  a 

^        *  — E        BN       .      ,       .  ■ 

V  =  — —^  =  — —  :  ainsi  la  vitesse  est  le  rapport  constant  qui 
t  t 

existe  entre  un  espojce  quelconque  et  le  temps  employé  à  le  dé-- 
crire.  On  ne  doit  pas  oublier  qu'on  ne  peut  entendre  ici  par  ^  et  # 
que  dès  nombres  abstraits ,  qui  sont  des  nombres  d'unités  d'es- 
pace et  de  temps  :  ainsi  on  ne  compare  pas  entre  elles  des  cboses 
hétérogènes,  comme  l'énoncé  précédent  semble  l'indiquer  :  il 
n'est  point  d'expression  algébrique  qui  ne  donne  lieu  à  i|pe  pa- 
reille remarque. 

146.  Cherchons  dans  la  nature  du  mouvement  uniforme ,  une 
quantité  propre  à  mesurer  l'intensité  de  la  force  impulsive  à 
kqudie  il  est  dà  :  pour  cela ,  observons  que  les  forces  ne  peuvent 
nous  être  connues  que  par  les  effets  qu'elles  produisent,  c'est-à- 
dire  par  les  espaces,  qa^lles  font  décrire  dans  des  temps  déter- 
minés :  il  est  donc  naturel  de  prendre  pour  leur  mesure  la  vi^* 
tesse  qu'elles  engendrent ,  ou  l'espace  qu'elles  font  décrire  dans 
chaque  unité  de  temps  ;  mais  cela  suppose  que  les  forces  sontpro^ 
portionfieUes  aux  vitesses  qu'elles  ùnprmient  Or  <^est  ce  que  nous 
ne  pouvons  pas  savoir  à  priori^  vu  notre  ignorance  sur  la  na-^ 
ture  des  forces.  Il  faut  donc  ici  recourir  à  l'expérience,  car  tout 
ce  qui  n'est  pas  une  suite  nécessaire  du  peu  de  données  que  nous 
avons  sur  la  nature  des  choses,  n'est  pour  nous  qu'un  résultat  de 
l'observatioar 

Or  quoique  k  terre  soit  animée  dans  l'espace  d'un  douhlo 
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tbiouyement  de  rotation  et  de  translation  y  nous  savons  que  toutes 
les  forces  y  produisent  précisément  les  mêmes  ^ets  que  si  le 
globe  était  immobile.  Un'  pendule  emploie  à  faire  ses  oscilla- 
tions la  même  durée  ^  dans  toutes  les  positions  qu'on  lui  donne 
à  Fégard  de  la  ligne  est  et  ouest  :  eet  exemple  est  très  coByenaUe 
ici  f  puisque  si  cette  durée  ayait  des  inégalités ,  quelque  petites 
qu'elles  fussent^  elles  dey iendr aient  sensibles  ayec  le  temps ,  et 
les  horlc^es  les  mettraient  en  éyidence. 

Le  fait  que  nous  indiquons  suffît  pour  reconnaître  notre  pro- 
position^  comme  yérité  d'expérience^  savoir  que  la  force  est  pro- 
portionnelle à  la  vitesse.  {V,  la  Mécanique  Céleste  ,  n^'  5  et  24^ 
et  l'Exp.  du  syst.  du  monde,  III ,  chap.  2.)  On  tire  de  là  plu- 
sieurs conséquences* 

i**.  Une  force  agissant  par  impulsion  sur  un  mobile  ^  Ihi  im^ 
prime  un  mouvement  uniforme  et  rectiligne  ^  et  la  vitesse  qui  a 
lieu  dans  ce  mom^ement  mesure  ^intensité  de  la  force;  ainsi  la 
ritesse  V  est  ce  qui  caractérise  en  particulier  cliaque  espèce  de 
force  y  chaque  espèce  de  mouvement  uniforme. 

2®.  Soient  F  et  /deux  forces ,  V  et  f'  les  vitesses  qu'elles  iln- 

F         "V  •      . 

priment  à  deux  mobiles  identiques^  on  aura  -7;  =  — •  Soit 

donc  A  le  rapport  constant  d'une  force  à  sa  yitesse,  on  a 
F  =  «V.  On  aurait  de  même  F  =  «V'/F"  =  «V^..,  91 
toutes  ces  forces  agissent  simultanément  sur  le  même  corps ,  la 
force  ^  qui  leur  équivaut  étant  =  F  +  F'  +  F*  +  •  •  •  est  aussi 
=  rt  (  V  +  V  +  V"  +  etc.  ).  Soit  u  la'  vitesse  produite  par  la 
force  ç,  on  a  ^  =  t^u)  donc  u  =  V -|- "V  +  "V* -+- etc.  Ainsi 
plusieurs  forces  agissant  dans  le  même  sens  sunun  mobile  ^fe^ 
ront  parcourir  durant  une  unité  de  temps  j  un  espace  égal  à  la 
somme  des  espaces  que  chacune  c^ elles  eût  fait  parcourir  se'* 
parement.  • 

5^  Diaprés  la  nature  du  mouvement  uniforme ,  le  mobile 
est  k  chaque  instant  dans  les  mêmes  circonstances  que  lors- 
qu'il a  quitté  te  repos ,  de  sorte  qu'à  chaque  point  de  la  ligne 
qu'il  parcourt,  on  peut  le  regarder  comme  en  repos ,  et  suppo- 
ser que  la  force  qui  l'avait  animé  le  sollicite  dans  cet  état.  Si 
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d^fic  voÊB'  finre^  agit  $ur  un  eorpt  d^à  ea  mouTement»  la  ri- 
«esse  s^'aeeroit  de  qe  qWâlle  lui  wrdit  oommimiqaé  afil  eût  été 
en  repas,  piûsq^foci  .j^t  ^nfpoai^  qn^  ks  deax  forces  agiasent 
aaflcible.  JT*  pi^e  s ,  ce.^  a.été  dit  suit  la  loi  d*imrtk*\    . 

il^*  La  Titeise  éta&t  proportionc^k.  k  la  forqc,  .ces  deioc 
fuairtttéa  fieiifent  être  xQpiréSeAt^  l'une  par  l'autre^  et  tout 
ee  que  ihios  a^Fona  établi  prépédeipment  (20  ^  22)  sur  la  compo- 
sition des  forces,  doit  être  dit  de  .la  composition  des  yites^ 
ses*  Lorsque  deux  forcée  P  et  Q  (fig.  10)  agissent  simultaiié- 
uacnt  sur  le  mobile  El  dsoia  les  directions  AD  et  AH ,  e^  prenani; 
ces  longueur»  égales  aux  TÎiesses  r^pectires  que  les  impul^ion^ 
teiadeat  k  oolnmuniquer ,  le  gdrps  A  doit  se  mouToir  unifor- 
mément suiyant  la  diagonale  AG  du  parallélogramme  ADGH^ 
et  ceifé  dia^nale  sera  la  vitesse  engendrée.  De  m&ne,  si  tcois 
forées  Pv  Q  et  S  (fig«  ï3)  d^Mia  des  pbais  difEérens  impriment 
ka  Tresses  AB,  AD  et  AC,  le  mouyement  du  point  A  sera 
ttmfomte  smyant  k  diagonale  AI  du  parallélépipède  ALMB; 
et  cette  diagonale  sera  la  vitesse^ 

li^.  SI  kr  dîreettons  de  deuS:  fcNrces  P  et  Q  (%  g)  scmt  xeo^ 
tangvQstfreSy  en  les  considérant  chacune  à  part,  elles  ont  pour 
effet  d^Ioigner  le  mobile  A,  durant  Funilé  de  temps,  de» 
fUMititéa  AP  et  AQ,  des  directions  respectives  AQ  et  AP.  Or^ 
puisque  ees  deul  fofees^  par  leur  action  simultanée,  trans- 
portent le  point  A  en  R)  et  qu'on  a  AP  =  QB.  et  AQ  =  PR, 
W  yoit  que  ^égit  qucf  chaque  idroe  tendait  à  produire  isolé- 
ment a  eneore  lieu.  De  asèiBe,  si  le  parallélépipède  ALMH 
(fig.  i3)  est  reetangk>  eonsidérons  la  force  Q  comme  destinée 
î  âbigfier  le  point  A  du  plan  BA£  de  la  quantité  AD  »  durant 
l^llité  de  temps }  à  came  de  AD  =  IH^  cet  effet  est  produit. 
Done  m  géaéi^l  i^uand  des  forces  d0  directions  rectangulaires 
agisseni  sur  un  point  matériel^  l'effet  qyf  elles  produisent  est  le 
ftt^Mi  que  Melm  fue  chacune  aurait  produit  séparément,  en 
s^otlblîaAt  pas  qiid  siens  on  doit  attacher  au  mot  effet.  C'est 
•ft  œk  ^oâ  CMisiete  l'indépendance  entre  les  forces  rectan- 

^  i47«  Considârons  les  mouyemens  de  plusieurs  mobiles  nius: 
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utf iforméfuMi  2  on.  a«ra  pour  chacun  d'eux  des  équations  de 
la  forme  eP=E+V#,  qu'U  faudra  combiner  entre  elles  con- 
►    venablement.  En  voici  quelques  exemples. 

^  Rapportons  doux  mobiles  h  leurs  points  respectifs  de  dé- 
partpour  origine  des  espaces,  .les  éqùatioi^  de  leurs  mouve- 
ment seront^  at  Yt,  «'e*  W  :  on  conclut  de  là  que ,  en  tempa 
ègau»j  les  i/iUêsea  sont  propordanneUes  aux  espaces  parcourus; 
ear  ùwm/  donne  e  l  e'  H  Y  :Y\  Siles  vitesses  sont  égales^  les 
*tfaeee  parœurtu  sani  proportionneh  aux  Umps;  car  VsrrV 
d«nne  elê'lltUf:  et  si  les  espaces  sont  égauXj  les  vitesses 
^^nt  rèeqnroques  aux  temps;  car  ^  =  e'  donne  V^  =  VY. 

II.  Soient  V  et  V  les  vitesses  de  deux  mobiles ,  disUns  en- 
tre eux  Ai  E'  lorsque  #  =  0  ;,  cbei^ehotis  au  bout  de  quel  temps 
ils  seront  dîstans  Pun  de  l'autre  de  K.  Il  est  clair  qu'il  faut  pour 
cela  qu'on  ait  e  —  e'=:K;  ou  /  — «=i]^;  ainsi  le  pnAlème 
»  deux  soinlictis,  l'une  avant,  Fautre  après  le  point  de  ren-, 
contre.  Pour  cumuler  les  deux  cas,  faisons  ^=  /  et  ..;..» 
^  — ^'^±:K.,dans  les  équations  e  =  Vf  et  ^t=r-f  W 
dies  doimaffont 

V 

K  =  o  donne  pour  la  rencontre  des  mobiles 

m.  Le  mouvement  d'un  mobile  est  déterminé  lorsqu'on 
eonnait  les  valeurs  des  deux  constantes  E  et  V  qui  entrent 
dans  son  équation >  ou,  èe  qui  revient  au  même,  lorsqu'on 
donne  des  conditi<ms  auxquelles  elles  doivent  satisfaire.  Si,  par 
exemple,  dans  le  problème  précédent,  au  lieu  de  donner  E', 
on  disait  seulement  que  le  second  moliâe  était  éloigné  de  l'o- 
r^ne,  aà  bout  du  temps  r,  de  la  quantité  i ,  Tiâquation  • . .  *. 
e  =t  E'  +  Y^t  deviendrait,  en  mettant  ces  valeurs  pour  t  et  e^ 
t  ~  E'  ^.ir«,  d'o4  l'on  tire  E'  =±:  I  —  V'r.  Si  l'on  veut  obtenir 
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vote  solation  plus  générale  des  problèmes  précédens^  on  sub-* 
stituera  t  — Vt  à  E',  dans  les  équations  auxquelles  nous  ayons 
été  conduits. 

ly.  Soient  deux  mobiles  assujettis  à  décrire  uniformémei^t 
là  même  courbe.  Pour  trouver  le  point  de  rencontre,  il  est 
èlaîr  qu'il  suffit  de  concevoir  la  courbe  rectifiée,  et  de  recou- 
rir aux  équations  {b).  Mais  si  la  courbe  est  fermée ,  les  mobiles^ 
en  continuant  de  se  mouvoir ,  se  rencontreront  de  nouveau  :  le 
lieu  de  la  première  rencontre  est  alors  pris  pour  point  de  dé- 
part ,  et  pour  y  appliquer  les  méines  formules ,  il  suffit  de  re- 
garder alors  les  deux  mobiles  comme  distans  du  périmètre  en- 
tier/>  de  la  courbé.  L'instant  de  la  seconde  rencontre  et  le 
temps  T  écoulé  depuis  l'origine  du  mouvement  sont 

t  =  yL^v' '  "^ ^^  vIZv' •  ^^  continuant  ce  raisonnement  on 
aura  la  troisième  rencontre,  la  quatrième ,  etc.  et  en  général  la 
7*""»' au  bout  du  temps  T  =  T)^  w  i  e*  les  espaces  parcou- 
rus par  chaque  mobile  depuis  son  point  de  départ  jusqu'au  lieu 
de  la  n^^*  rencontre  seront 

^_Vs^E'  +  (»-Op        ,_VE'+VX».-i) 

—  V      Y^       '        — Y      Y^ 

On  pourrait  prendre  un  plus  grand  nombre  de  mobiles. 

A  ?aide  de  ces  formules,  on  détermine  l^nstant  oii  les  ai- 
guilles d'une  montre  qui  marque  les  heures  et  les  minutes,  se 
doivent  rencontrer,  puisqu'on  peut  regarder  les  extrémités  des 
aiguilles  comme  des  point  s  qui  parcourent  uniformément  la 
même  circonférence. 

IL  Du  Mouvement  Varié  en  général, 

148.  Nous  n'avons  .considéré  jusqu'ici  que  de$:  forces  dont 
l'action  est  instantanée  et  qui,  aussitôt  après  cette  action, 
n'exercent  plus  d'effet  sur  le  mobile  :  mais  il  est  d'autres  force» 
qui,  telles  que  la  pesanteur  ;  l'attraction;  etc.,  agissent  perpé- 
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tueUement  sur  les  corps^  pendant  qu  ils  se  meuvent.  Le  mou- 
vement qu'elles  produisent  n'est  plus  uniforme,  et  on  lui  a 
donné  le  nom  de  Vabié.  Pour  avoir  une  idée  nette  de  ce  mou.- 
yement,  il  faut  donc  concevoir  qu'un  mobile  est  continuelle- 
ment soumis  à  l'action  d'une  force ^  de  sorte  qu'il  en  reçoive 
à  chaque  instant  une  nouyelle  impulsion  :  sans  ces  actions  réi- 
térées^ le  mouvement  serait  nniforme;  mais  il  n'en  est  plus 
ainsi  9  et  la  force  agissant  sans  interruption  sur  le  mobile ,  on 
peut  supposer  quç  ces  impulsioi^^  sont  séparées  entre  elles  par  * 
des  temps  dty  dont  la  durée  est  infiniment  petite.  En  effets  quand 
im  mobile  est  soumis  à  diyers  chocs  consécutifs ,  son  mouve- 
mept  est  uniforme  dans  les  intervalles;  seulement  à  cliaque  im- 
pulsion nouyelle,  il  prend  upe  vitesse  différente.  Notre  hypo- 
thèse revient  donc  à  supposer  que  le  mouvement  varié  est  de 
cette  nature^  mais  que  l'uniformité  n'existe  que  pendant 
des  temps  infiniment  courts.  C'est  par  une  considération  de 
même  genre  que  les  géomètres  regardent  les  courbes  comme  des 
polygone^  d^une  infinité  de  côtés, 

149.  Si  l'on  suppose  qu'au  bout  d'un  temps  quelconque  ty  la 
force  cesse  toutrà-coup  d'agir ,  le  mouvement  du  point  devient 
sur-le-champ  imiforme,  et  la  vitesse,  dans  ce  mouvement,  est 
produite  par  les  impulsions  exercées  durant  le  temps  qui  a  pré- 
cédé; cette  vitesse,  ou  l'espace  que  le  corps  parcourt  dans  chaque 
unité  de  temps ,  est  ce  qu^on  appelle  l$i  vitesse  du  corps  au  bout 
du  temps  t»  Cela  n'est  point  une  chose  de  pure  définition,  et  en 
y  réfléchissant,  on  verra  que  nous  ne  nous  formons  pas  une  autre 
idée  de  la  vitesse  variable  d'un  corps  :  toutes  les  impukions  se 
sont  ajoutées  (  146,  3^),  et  dans  le  mouvement  uniforme  qui 
s'est  établi ,  la  vitesse  est  celle  qu'aurait  produite  une  force 
unique  égale  à  la  somme  de  ces  impulsions  réitérées.  Ainsi  dans 
un  mow^ement  varié  j  la  vitesse  d'un  mobile  à  un  instant  déter^ 
tninéj  est  Vesj^ace  qu*il  décrirait  durant  chaque  unité  de  temps^ 
si  tout'àrrcoup  à  cet  instant  la  puissance  cessait  d'agir*  Soient  v 
cette  Wtesse,  e  l'espace  décrit  pendant  le  temps  ^  ,  ou  la  distance 
du  corps  à  l'origine  après  ce  temps ,  3e  sera  l'espace  décrit  pen- 
dant l'élément  de  temps  dt)  et  puisque  le  mouvement  es!;  içr 
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rena  upitbrme>  et  que  dans  cet  espèce  de  mouTemei>t>  la  vilesse^i 
est  le  quotient  de  l'eipace  parcouru  divisé  par  le  temps ,  le  quo^ 
tient  de  dl^diyisé  par  cbsera  ici  la  vitesse  ^oir l'espace  qui  serait 
déerit  dans  chaque  unité  de  temps  si  la  force  cessait  tout-à- 
coup  d'agir.  S)onc 

de  . 

Ainsi  dans  tout  moui/ement  variée  la  vitesse  tst  le  coefficient 
différentiel  du  premier  ordre  de  P espace ,  ou  Vêlement  de  fts^ 
pace  divisé  par  ^élément  du  temps.  Si  donc  on  désigne  par 
*  =/^,  l'équation  qui  exprime  la  relation  entre  les  espaces  e  et 
les  temps  t  dans  le  mouvement  qu'on  considère,  on  obtiendra 
aisément^  en  fonction  du  temps  f  et  par  une  simple  différencia- 
tion ,  la  vitesse  if  =^ft.  Et  réciproquement  si  Ton  a  Péquatîon 
if  '=^fty  il  ne  faudra  qu'une  simple  intégration  de  Féquatîon 
de  =  dt.f'ty  pour  obtenir  l'équation  du  mouvement  c=^. 

i5o.  Du  reste ,  si  le  corps  s'éloigne  de  Forîgîne  A&e,if  sera* 
PQsitif ,  parce  que  ^  et  ^  croissant  ensemble ,  de  et  dt  sont  dé 
même  signe.  Le  contraire  aurait  lieu  si  le  corps  s'approchait  de 
Torîgine  des  e ,  et  i^  serait  négatif.  Xorsque  les  impulsions  de  la 
force  continue  sont  dirigées  dans  le  sens  oîi  le  corps  se  meut , 
elles  accroissent  la  vitesse ,  et  le  mouvement  eA  accéléré  ;  on  le 
dit  retarde  quand  au  contraire  la  force  continue  agît  en  sens 
opposé  du  mouvement;  la  vitesse  croît  avec  le  temps  dans  le 
i"  cas,  elle  diminue  dans  le  !X*.  On  donne  en  général  le  liom  de^ 
force  accélératrice  à  la  puissance  continue  qui  engendre  ces  deux 
mouvemens  variés. 

Comme  l'effet  d'une  force  continue  ou  accâératrîce  sur  un 
mobile  est  de  lui  communiquer  par  ses  actions  successives  une 
vitesse  finie,  au  bout  d'un  temps  fini,  et  que  le  nombre  de  ces 
impulsions  est  infini ,  chacune  d'elles  doit  être  infiniment  petite. 
Ainsi  il  n'y  a  pas  de  rapport  fini  entre  une  force  ^impulsion  et 
une  force  continue ,  puisque  Pefict  instantané  de  la  première  est 
fini ,  tandis  que  celui  de  l'autre  est  infiniment  petit.  C'est^e  que 
nous  aurons  occasion  de  mieux  développer  par  la  suite  (  aa» 
et  a34  ).  • 
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I S I .  Soient  Feif  deuk  puîssaxices  qui ,  parleurs  impulsfous, 
seraient  capables  de  donner  les  titesses  Y  et  v;  concéto^s  le 
temps  T  partagé  en  un  nombre  quelconque  n  â^înteryaHes  ëgSHtXy 
et  supposons  que  les  forces  F  et  /'agissent  continneUement^  et 
communiquent  leurs  impulsions  constantes  V  et  -f^  y  à  la  fin  de 
'diacun  de  ces  înterralles.  Il  est  clair  que  les  titesses  engendrées 
seront  succcssitement  V,  </  •  aV,  2^  j  3V,  3^5...  et  qu'an  bout 
Au  tenaps  r  ^  nT  ^np  seront  les  vîtesses  engem&ées  par  Vao* 
tion  «cantinue  des  puissances.  Mais  on  a  (  146^  2**  ),.._.,., 

—:  z=  —  =  :  ionc  les  foFces  accélératrice^  constantes  sont 

f         \f         nv'  ^  • 

proportionnelles  aux  vitesses  qi^ elles  engendrent  pendant  des 
temps  égaux  j  puisqu'ici  le  temps  qui^  sépare  les  actions  succes- 
sives est  aussi  petit  qu'on  veut.   Soit  «  le  rapport  constant 

-^^  ,  on  a  F  =  et  X  yiV  i  ainsi  une  force  accélératrice  constante 

4&t  mesurée  par  la  vitesse  qu^elh  imprime  en  agissant  durant 
une  mule  usité  de  tepipis»  On  a  «  :=  i  qua:pd  /*=:  i  et  th^  ==  i , 
c'est-^à-diire  lorsqu'on  ;prend  pour  u^ûté  de  force  celle  don^l'ac- 
tîon  contdnue,9  durant  une  unité  de  temps  seulenient>  com- 
muniquerait des  impulsions  telles  que  le  mou¥emci>t  uniforme 
qui  en  résulterait  aurait  un  ppiir  vitesse  :  alors  F  =;;  nV. 

i52.  Souvent  l'intensité  de  la  force  accélératrice  ne  se  con- 
senFe  pas,  constante  1  et  le  mouvement  qu^elIe  produit  par  son 
action  permanente  dépend  des  changemens  qu'elle  r-  même 
éprouve  :  cherchons  la  relation  qui  lie  en  général  toute  fgrce 
accélératrice  f  àla  vitesse  p  qu'elle  a  engendrée  après  un  temps  t^ 
Quand  cette  force  ^  est  constante ,  nous  ai'ons  démontré  qu'elle 
est  mesurée  par  la  quantité  de  vitesse  que  son  action  ajoute 
après  l'unité  de  temps  :  mais  d  elle  Tarie,  pour  en  mesurer  l'in- 
tensité nous  ferons  ces  deux  suppositions  i®.  que  ses  variations 
n'ont  lièiu  qu'après  chaque  instant  infinitésimal  dt^  mais  que 
dans  la  durée  cfe ,  l'intensité  ne  change  pas  j  et  2*.  que  cette  force 
fP  devient  constante  pendant  Punîté  de  temps  :  alors  prenant  la 
vitesse  qu'elle  est  capable  d'engendrer  dans  cet  état,  ce  sera  U 
meiurede  cette  forcé. 
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Or  la  vîtes«e  tf  est  devenue  i'  -f-  û?^  après  le  temps  t  +  Jt^ 
Aoni^dif  est  Faccroissement  de  vitesse  qui  est  produit  pendant 
dt'f  aprës  cette  durée  ^,  si  la  force  ^  devient  tont»4-KX>up 
constante»  elle  continuera  d'imprimer  à  la  fin  de  chaque  élément 
de  temps  dt  la  même  vitesse  df^-y  donc  la  vitesse  qui  sera  pro- 
duite pendant  l'unité  de  temps  sera  l'élément  dp  y  pris  autant  de 
fois  que  la  force  aura  donné  d'impulsions ,  c'est-à-dire  autant  de 
fois  que  l'unité  de  temps  contient  l'élément  dt  ;  le  produit  de  dff 

par  — ,  sera  donc  la  vitesse  qu'aura  engendrée  pendant  Punité 

de  temps  la  forc«  ç  devenue  constante.  On  a  donc 

Ainsi  dans  tout  mouvement  varié  la  force  accélératrice  est  le 
coefficient  différentiel  du  premier  ordre  de  la  vitesse  ^  ou  l^élé- 
ment  de  la  vitesse  divisé  par  Vêlement  du  temps.  Mais  on  ne 
doit  point  oublier  que  f  n'est  point  ici  la  valeur  absolue  de  la 
force;  mais  seulement  une  quantité  qui  lui  est  proportionnelle^ 
et  lui  sert  de  mesure  ;  et  comme  en  Mécanique  on  n'a  besoin  que 
du  rapport  des  forées  entre  elles  ^  ou  avec  l'une  d'elles  prise  pour 
unité,  cette  quantité  f  suffît  à  nos  besoins.  Si  la  force  ^  est  ac-^ 
célératrice ,  la  vitesse  croit  avec  le  temps  y  dv  et  dt  sont  de  même 
signe  ;  ainsi  f  est  positif:  le  contraire  a  lieu  lorsque  la  force  est 
retardatrice ,  car  ^  est  alors  négatif. 

i53.  En  multipliant  les  deux  équations  du  mouvement 

m 

de  =  vdt,     çdt  =  du  y 
on  obtient  ^de  =  vdv , .  {e). 

On  fait  un  très  fréquent  usage  des  équations  Cydye.  Si  Ton 
connaît  l'équation  c  =//  du  mouvement,  une  première  diffé- 
renciation ayant  déjà  fait  connaître  la  vîtes^  en  fonction  du 
temps,  i'=/'^,  une  seconde  différenciation  fera  connaître  la 
force  accélératrice  ^=/'^.  Mais  le  problème  inverse  se  pré-: 
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sente  beaucoup  plus  souyent  :  c'est  ordinairement  la  force  f  qui 
est  donnée  en  fonction  du  temps  ^^  et  il  s'agit  d'en  déduire^  par 
des  intégrations,  la  vitesse,  et  l'équation  e  z=fi  du  mouyement. 
!P1us  généralement  9  la  nature  de  la  question  fournit  toujours 
une  relation  particulière  entre  la  force  (p ,  la  vitesse  <^  et  l'espace 
e,  qui  correspondent  au  temps  t'^  ou  seulement  entre  deux  ou 
trois  de  ces  quantités  qui  sont  les  seules  yariables  de  cette  ques* 
tion  :  cette  relation ,  exprimée  par  une  équation ,  caractérise  le 
problème  et  lui  est  essentiellement  propre.  On  joint  cette  équa- 
tion à  dîp  =  i^dt,  dp  :=  ipdi,  çde  ^  i^dp,  et  à  l'aide  du  calcul  in- 
tégral,  en  éliminant  entre  ces  quatre  équations,  on  obtient 
des  relations  entre  deux  quelconques  de  quatre  variables  ^,  v, 
e  et  t.  L'intégration  force  quelquefois  à  préférer  l'équation 
^dezrz  ifdp,  à  l'une  des  deux  qui  précèdent  :  cela  arriye  lorsque 
ç  est  donné  en  fonction  de  e  ou  p,  parce  que  les  yariables  sont  sur- 
le-cbamp  séparées.  L'intégration  des  équations  effectuée,  on  ob- 
tient des  relations  qui  renferment  des  constantes  arbitraires  qu'il 
est  facile  de  déterminer  d'après  la  connaissance  de  la  vitesse  du 
corps  et  de  sa  position  à  un  instant  donné.  Des  applications  ren- 
dront cette  exposition  plus  lucide.  (Voy.  art.  IV.) 

Le  calcul  infinitésimal  a  l'ayantage  d'être  facile  à  exposer  et 
simple  dans  ses  procédés;  mais  comme  il  n'a  pas  la  rigueurgéo- 
métrique  qu'on  a  droit  de  désirer,  nous  donnons  ici  une  dé- 
monstration plus  rigoureuse  des  équations  du  mouyement. 

Soit  €-=:  ft  l'équation  du  mouyement  d'un  point  mobile  sol- 
licité par  des  forces  quelconques  dirigées  suiyant  la  même 
droite  :  au  bout  des  temps  ^  et  /  +  ^;  les  distances  de  ce  point 
k  l'origine  des  e  sont/îf  et /(^  +  ^)  ;  la  différence  entre  ces  deux 
espaces  est  Fespace  décrit  durant  le  temps  r ,  qui  succède  au 
temps  t  :  cet  espace  est 

/(  ^  +  r  )  «y^==  r.ft^  \  T\ft^  etc (ï). 

Considérons  maintenant  un  temps  r  compté  ayant  l'expiration 
du  temps  ^  :  l'espace  parcouru  pendant  ce  second  intervalle, 
I  égal  au  premier ,  est  yisiblement  • 
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Or  si  les  forces  viennent  tout-à-coiip  à  cesser  d'agir  au  bout  du 
.temps  t,  le  mouvement  devient  uniforme  ^  et  le  mobile^  étant 
.supposé  avoir  la  vitesse  inconnue  t^,  doit  décrire,  durant  le 
teifips  r  qui  succède  au  temps  t,  Pespace  f^.  Supposons  que  k 
^puvement  varié  dont  il  s'agit  était  accéléré  durant  les  deux 
temys  r  que  nous  venons  de  considérer ^  il  est  dair  (  148)  que, 
quelque  courte  que  soit  leur  durée,  f^  devra  être  plus  petit  que 
la  valeur  (i)  et  plus  grand  que  celle  (2).  Le  contraire  aurait  lieu 
si  le  mouyement  était  retardé.  Ainsi  w  est  compris  entre  ces 
deu^  déifeloppemens,  pourvu  qu'on  attribue  à  r  une  valeur  as- 
sec  petite  pour  que  le  mouvement  soit  continuellement  accéléré 
ou  jnetardé  durant  ce  temps  r ,  ce  qui  est  toujours  possible.  Il  ré- 
sulte de  là  que  p  est  toujours  compris  entre 

ft+lr.ft+etc  et/t  — |r./"f4-etc. 

Mais  plus  r  eit  petit,  plus  ees  ^leux  développemisms  appooflhent 

de  la  valeur  de  leur  praoïier  iemif^t ,  sans  toutefois  cesser  de 

comprendre  entre  «ux  fai  valeur  de  Vy  dmic  on  ja 

de  . 

V  =  J't  =  ;7~î  ce  qui  est  conforme  à  ce  qu'on  a  vu  (i49)' 

Faîtôns  pour  4a  foroe  aeoélératrice  un  raisooneiuent  analogue. 
Soît  if  =  FtlsL  valeur  de  la  vitesse  auboutdu,  tenspi»  4,  d'ua  mo- 
bile animé  d'un  mouTçement  viMrié  ^uejkxmque.  Si  l'on  conçoit, 
comme  ci-dessus,  deux  temps  éigaux  représentés  par  r,  dont 
l'un  expire  avec  le  temps  t,  et  dont  l'autre  succède  à  cetemps;  fl 
est  aisé  de  voir  qu'au  commencement  du  premier  la  vitesse  sera 
F  (/_  r),  et  que  pendant  cet  intervalle,  elle  recevra  l'accrois^ 
sèment 

Ft--F{t'^T)=:T.rt—^T\F''t+eic (1). 

JPan^Ikment.Ia  vitesse  acquise  pendant  le  second  temps  r  sera 

F  {t  +  r)—Ft  =  T.ri+  \T\F't  +  ètc (2);      ' 
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teûtrvsBOûrr  mctuHMi  m*  tTNiroRMinxMT  vAsii.  $o^ 
Or  8^  la  fWce  cesse  de  varier  au  bout  du  temps  t,  l'accroisse- 
ment  de  Yites3e>  pendant  le  temps  r  qui  snit^  sera  r .  f ,  f  désignant 
lafor^  accélératrice  constante  qui  aura  lien  alors ,  et  dont  on 
cherche  la  valeur  :  cela  résulte  de  ce  qu'on  a  dit  (i5i).  Or  il  est 
clair  que  r.^  sera  plus  grand  que  la  valeur  (i)  et  plus  petit  que 
(2)^  ai  dans  le  double  intervalle  que  nous  venons  de  considérer, 
le  mouvement  est  continuellement  accéléré;  tandis  que  s'il  est 
tetardé;  le  contraire  aura  lieu.  Donc  r,fesi  compris  entre  ces 
deux  développemensy  pourvu  qu'on  prenne  r  8u£BisamiQient  pe^ 
tit;  ainsi  la  valeur  de  ^  est  entre 

F^  —  i  ^.¥^i  +  etc.,  et  iF*^  +  s  r.  F"^  +  etc. 

Or  pins  r  est  petit,  plus  ces  deux  développemens  approchent  de 
la  valeur  dé  leur  premier  terme  F'^ ,  sans  que  néanmoins  f  cessé 

jd'êtrç  compris  entre  eux  :  donc  f  =  F't  =  ^j  résultat  qu'il  s'a^ 

gissalt  d'obtenir^ 

in.  Du  Mouvement  uniformément  i/arié. 

i54  I^si  continuité  de  l'action  d'une  puissance  sur  un  mobile 
nous  a  conduits  à  la  notion  du  mouvement  varié  :  mais  il  peut 
arriver  que  cette  puissance  50Ît  constante,  c'est-à-dire  que,  cori* 
servant  sans  cesse  là  même  intensité,  elle  imprima  à  chaque 
instant  des  d^ës  égaux  de  vitesse  :  le  mouvement  qui  a  lieu 
dans  ce  cas  a  été  appelé  UNiFORMiATENT  VARii  :  donc  le  mou^e^ 
ment  uniformément  varié  est  celui  qu'engendre  une  force  conti*- 
hue  et  constante. 

Là  définition  même  du  mouvement  donne  ç  =  constante  : 
désignons  cette  constante  par^;  c'est  la  vitesse  qu'engendrera 
durant  chaque  unité  de  temps  la  force  accélératrice*  On  a  donc 
dp=^gdt\  intégrons  et  désignons  par  V  la  constante,  nous 
auront 

Comme  gt  est  la  Vitetse  acquise  au  bout  du  temps  t,  aa  roit  que 

'4 
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la  vMfUA  croit  ftroportiofm^lkmeni  a^  iemjpê*  Ottft  (  i^,c) 
4^:^ pél^'^  4o«c rft=5;=  rdi-^gtdc, ^  ou  isté^mil , 

e-E^Yt+ig^... ,,...{/). 

TeBe  esi  fixation  générale  àa  moaTement  aiiiâ>riiiéiiienl 
tarie. 

Si  l*ôn  ftdt  #:=  o,  on  trouve  «  =  E,  i'  =  V  t  ainsi  soient  AE 
(  fig.  1 1 1)  la  ligne  que  décrit  le  mobile^  A  Forigine  des  e^B  h 
Eea  du  mobile  lorsque  ^=  o^  on  a  AB  =  E*^  desX  Tespace 
initial.  V  est  d'ailleurs  la  vitesse  initiale j  c'est-à-dii*e  oellé 
que  le  corps  a^ai^  en.  B^  sQit.  en  vertu  d'une  impulsion  par- 
ticulière,  soit  par  l'effet  de  la  puissance  paidant  les  instass 
,  ]|i^<ffiMr«tii9aQaiwî^MQ9P«imt  ]^^ 
iMk(i^)  qiM  g  e^^kk  w^fm^  t^^fff*^  ^  hwjt.4^  chaqm  mité 

de  temps, 

SX  I\m  iprend  pwr  origine  des  espaces  le  point  de  déjpart  du 
mobile  ;  ou  plutôt  le  lieu  où  il  se  trouve  lorsqu'ootoon^pti^  ^^^^% 
on  a  £  =  o  :  si  de  plus  le  mobile  n'a  aucune  vitesse  à  cet  in- 
stant ,  y  =^  a^  al  ki  niteve«|fnjt  mifec<a&nent  varié  a  pour  ses 
équations 

C^  formuler  i^  renfermejit  (jvke  les  circonstances  de  mouve- 
ment du^  k  h  force  continue  :  de  sorte  qu'on  voit  que  le  coeffi- 
cient g),  ou  la  force  accélératrice  constante  x  est  le  double  de  l'es- 
pace que  cette  for^  fait  parcQurir  au  corps  durait  la  première 
u^ité  de  temj^s ,  car  «  ^  5;^,  qjuaud  /.=  i. 

Au  bout  du  temps  t,  si  tout  à  coup  la  force  cesse  d'agir  ^  le 
mquvement  devient  uuifprrae;^  et  l'esçacqque  le  mobile  décsit, 
en  vçrtu  de  la  vitesse  acquise ,  est  gt  pendant  chaque  unité  de 
temçs^  e%  (i44)  ^<  K  ^  =  ^  durant  uu  temps  t  ^al  au  pre- 
mier. Oç  cet  espacQ  est  double  de  \^,  que  le  mpbile  a  décrit 
pendant  le  premier  temps  t  :  donc  Y  espace  décrit  d'un  mouçe^ 
ment  uniforme meni.narU ^  durant  un  certain  temps ^  est  la  moir- 
tié  de  celui  qui  Serait  patcouru  dans  le  même  temps ,  d'un 
MkQuifW»^nt,uikifof^me.j  df^t  la  vit^s^  serais  égale  à  celis*  qu'a 
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tommUniguée  la  force  continué  :  g  e$t  positif  ou  négatif  fftfiVAtft 
^«e  kl  l^ree  est  àieèéléritlrioe  ou  retardatrice  (iSn).  t)0  mâiftè  ▼ 
efi  nég4ti£ou  positif  y  suWant  qM  rimpKbioa  imitiàfe  e9t  diilgéd 
teft  l'orifUiè  des  espaces  ou  ea  sen»  dbniraîfe  t  enfin  £  M^&H 
Kiégpttif  si  le  pohii  dedép^rt  dd  iMbile édaîit  sit«é  ee  ^  de Viamë 
çéXé  de  l'origine  A^  Dé  méitie  ly^  hm  ftiroes  $*à\4Mm%y  leé  tém 
lelursdés  esp«0M  ^gi^  et  E  4<  Y^  qu'eUe»  produfeetity  ^*}oâfeM 
éfalement. 

1^  Yoidi  tfvflqoss  conséqtieâeei  de  de^  ^  pi^dGède« 
lo.  Le»  éqUatiioto  préoédentei  déimeiM  1»  tÙè^âev  ^^  l*eépàêé 
pMreàMMhi  eo  fonetiondn  temps^  éé  éUmttÊsM  iemte  élhé,  ott 
ofatmm  Féqvation 

qui  fait  connaître  la  vitesse  if  en  fonction  de  l'espace  e ,  et  réci- 
prô^o^mettt  On  êtitak  obtenu  directement  cette  équation  en 
int^rant  h.  f<NnBul6  {f)  qui  devient  ici  gde  3=  i^di^. 

n^.  Si  Ton  avait  à  comparer  entre  eux  les  mouvemeiis  de  pln*^ 
sieurs  mobiles^  il  faudrait  combiner  ensemble  dès  équations  de 
la  fbrme  c  1=  E  4"  ^^  +  ig^y  ainsi  qu*on  Ta  fait  précédeounenft 
.  (147)  :  mais  ici  leS  calculs  seraient  beaucoup  plus  compliqués . 
Nous  nous  bornerons  à  traiter  le  cas  où  deux  mobiles  identiques 
«snt  sMmliiB  utOL  aelm»  d'Afid  même  forée  g,  et  ùit  Pott  hiî  àbs^ 
traction  des  circonstances  étrangfci*es  k  cette  force.  Alors  on  a 
les  équations  suivantes  >  pour 

le  1"  mobile é  ^  {gfy  ^^^gh  *>•  =5=  2^, 

le  a*  mobile.. .  * .  /  =  i^^%  f'==  g^,  i/^z=,  2ge'. 

l^.>  Imà  êtpaeesipmfiDoariêê  êont  ènm^^u»  éùihnié  èeé  carrée  dêif 

a?.  Lâê  i4êê»gée  9&ntcùmiké  le*  fér^j  ca*  on  a  i'  1  /  î:  ^f  /?'. 
3^  EbfiA^tf  espacên  ûonttoéfane  lés  catrês  des  i;kés6es^  puis- 

i|4i'eii  âi4^/î:^rv^ 

i5B.  Le  it0bteitfelit  dés  ebi^  peastis  est  cefoi  ^ï^  pai*  s&  ika'-* 
ture  etses  n<mibî«è«sès  sfpptleàîtioii!^,  mérité  le  plus  notre  att)^- 
tîoAi  La  pesani^eii)^^  eët«(^  itdiiN^dôntràetfôn  s'eîeroe  continUef ^ 

14.. 
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lement  sur  tous  les  corps,  leur  communique  sans  cessé  de  nou«* 
Teaux  degrés  de  idtesse.  En  un  lien  déterminé  cette  force  est 
constante )  et,  par  conséquent ,  le  mouyement  qu*elle  im-- 
prime  est;  uniformément  varié ,  car  nous  verrons  bientôt  (i6i) 
que  la  force  d'attraction  qui  porte  tous  les  corps  vers  le  centre 
de  la  terre,  a  une  intensité  qui  décroit  comme  les  carrés  de 
leurs  distances  à  ce  centre  augmentent:  et  puisque  les  plus 
grandes  chutes  des  corps  sont  fort  petites  par  rapport  au  rayon 
de  la  terre,  à  cause  du  peu  d'étendue  de  la  hauteur  dont  les  corps 
peuvent  descendre  en  vertu  de  la  gravité ,  il  est  facile  de  voir  que 
le  mouTement  varié  qu'elle  leur  imprime  est  très  peu  différent 
du  mouvement  uniformément  varié  que  nous  lui  substituons. 
£n  effet,  soient  r  et  r  +  «c  les  distances  de  deux  corps 
au  centre  de  la  terré,  les  attractions  qu'ils  éprouvent  sont 

g=s  -j^eXg  =  .  r-  xa>  or  comme  m  est  une  très  petite  quan- 
tité ,  on  peut,  dans  le  développement  de  (r  +  a)"^,  négliger  «e* , 
*^. .  • .  et  l'on  a 

Ainsi  ia  gravité  a  décru  de  — :^ ,  quantité  absolument  inappré- 
ciable. 

En  général  il  est  visible  que  lorsque  les  forces  vari£j>Ies  nV* 
gissent  que ^pendant  un  temps  de  fort  courte  durée ,  on  peut  les 
regarder  comme  constantes. 

Les  équations  ç:=zgty  e  z^  ig^9  ^*  =  2^  expriment  donc 
toutes  les  circonstances  du  mouvement  d'un  corps  qui  tombe  li- 
brement  dans  le  vide  :  lei  coefficient  g  y  désigne  la  force  accélé- 
ratrice de  la  pesanteur.  En  faisant,/  =  i,  on  trouve  i^  =  ^  et 
ez=.lg:  d'oii  il  suit  que^  n'est  autre  chose  que  la  quantité  dont 
s'accroît,  pendant  chaque  unité  de  temps,  la  vitesse  d'un  corps 
abandonné  à  la  gravité  seule  (ce  qu'on  a  déjà  vu  i54  ),  ou ,  si  l'on 
veut,  le  double  de  l'espace  qu'il  parcourt  pendant  la  première 
unité  de  temps.  11  est  donc  facile  d'obtenir  la  valeur  de^,  en  lais* 
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aant  touiber  uo  ccH*ps  dans. le  Tide  :  il  est  vra  que  cette  expé- 
rience ne  peut  être  faite  ayec.taute  i'exaotttucte  coii.Tetiable ; 
mais  nous  virons  bientôt  (  igS^  4*"-  et  ^aa).  d'antres  procéda 
plus  rigoureux,  qui  ont  fait  connaître  qu'en  praiMB^  pour. unité 
la  86490*  partie  du  jour  moyen,  ouJa  secx>ncte  aexàgé8imale>  on 
a  à  Paris  » 

§  =^  9>8o8795  mètres,    ou  ^  =  3o,  i  g583  pieds ....  {g). 

Mais  par  des  causes  qui  tiennent  à  la  figUfe  du  sphéroïde'  ter- 
restre et  à  sa  rotation  diurne,  cette  quantité  ^  varie  avec  le 
lieux.  7^.  n*  igS.  '  ,    ' 

En  attribuant  à  g  cette  valeur ,  on  a  donc ,  pour  les  équations 
du  mouvement  d'un  corps  pesant  qui  tombe  dans  le  vîàe , 

^  —  ïg^yi'^gt.  ) 

Les  deux  dernières  sont  d'un  fréquent  usage;  elles  sont  desti- 
nées à  faire  connaître  la  hauteur  e  dont  un  corps  grave  à  dû 
tomber  dans  le  vide  pour  avpir  acquis  la  vitesse  Vy  et  récipro- 
quement :  V  est  ce  qu'on  nomme  la  vitesse  due  à  la  hauteur  é- 

157.  On  peut  obtenir,  au  moyen  desiquationa  (h),  la  solution 
de  tous  les  problèmes  relatifs  à  la  chute  libre  des  corps  pesans 
dans  le  vide.  Nous  en  donnerons  ici  plusieurs  exemples.  • 

I.  Combien  de  temps  un  corps  mettra-t-il  à  tomber  de  4oo 
mètres  ?  L'équation  ez=l  g^,  en  faisait  *  =  4oo ,  donne  - 

Ainsi  ce  corps  emploiera  un  peu  plus  de  9  secondes, 

IL  Quelle  sera  la  vitesse  de  ce  corps  à  la  fin  de  sa  chute?,f  f=^/ 
'devient  '  ici  i^  =  9,809  x  9,o3  =  88,588.  A'utrement  on  a 
P=  1/(2^0  =V/  (19,618  X  400)  =  88,588.  Ainsi  il  parcou- 
rait  uniformément  88"*,588  par  seconde, 
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lU.  Un  cevpt  ffisamt  ne  peut  paitrenir  ai|  ienà  ^on  préeipte» 
qu'au  hûul  de  ^'i  queUo  est  la  prolbadstir?  Péqnattoii  «  ça  |  ^ 

doBBe  ppuv  4iekte  pr^fcndaur  •  ;3»  4>9^4  X  49  =™  M^**^' ^' 
I¥.  Be  fMiia  baulewr  ftiut-il  qu'im  corps  pesuit  toaAe 

pour  acquérir  une  iritesse  de  4^^  P^**  seconde?  L.'éq;ualioii 

d  =  —  donne  «  =  ^-^-a  =  oi56". 
a^  19,618 

V.  Jusqu'ici  nous  p'ayous  considéré  que  la  diute  libre  d'un 

corps  pe^ntî  m^is  ci  ou  lui  ^ùt  imprii^é  vm  TÎtoff^  ipiti»l« 

V^  danç  CQ  caç  il  it^r^t  feUu  recourir  avx  éq«»tion^  (/)  ji  «infi» 

en  prenant  pour  origine  le  point  de  départ ,  coo^ptwt  lot  «  p0«i" 

tifs  ^ans  le  sens  de  l'inapulsipp ,  9^  aurait ,  HUÎTftiAt  V^  Q#t^  i*^" 

pulsion  serait  àirigièe  de  h|iigit  çq  bM,  ou d^ Jm  ff^hgJiXp 

Arrètona-noùs  au  second  cas.  Les  Taleurs  de  i'  et  «  sont  for^ 
mes^  Pun  positif,  l'autre  négfitif^  daps  le  com-r 
rps  ipoutera^  quelque  petite  que  «oit  l'ipopuli- 
ôt  gt  sfirpassera  V,  i^  deriendr»  ni^«,tif  ^  et  W 
a.  pour  trourer  le  liçu  et  l'iiistant  oà  cda  w- 

mey  m  eil  çlalv  que  #  élant  mn  mmsim^m^  il  laut  fiiire  ^^^^x 

■      '■  ■'  V 

ou  v=:a«A3iiaî tait  qu'osa  ^<**  le  corps  mente;  lorsque 

•"  V  ■  '         V*       ■ 

<  =  —>  en  a  f  ai|-^,  et  le  corps  éteint  son  maximum  iFélé^ 
Tation  :  enfin  f  devient  >»  ^^  »  et  le  cprps  redeseend  j  l^  vitesse  i^ 

alors  s'accélère  en  partant  de  i^  =  a  Si  l'on  fait  /= ,  on 

.  .  .    .  .     ^        . 

trouve  i'rs' —  Vet^2=p,ce  qui  prouye  que  le  mobile  Qipjiploie 

-pour  redescendre  à\i  ppipt  di^  départ  le  même  temps  qu'il  a 
Tnîs  à  ^élever,  et  qu*îî  9  en  ae^s  contraire  la.  vitesse  de  pro- 
jection. 

On  peut  donc  trouver  à  quelle  élévation  est  parvenu  un  corps, 
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îeté  Terticaleiaent  ^  quand  on  ccmimii  le  Vmitps  écoulé  depuis  V<y* 
rigise  desoii  mouyement  jusqu'il  la  fin  Ae  satliute.  Au*t5xemple^ 
Mi€dr|Mquî  lâtroéVeitteàlMMtt  éèMs*^  hàûfttfest  d«  Vcftdùt 
qu'au  bcmt  de  18"^  a  mis  néMMhtré^ttélkt ^'^  à  féhf^r^ti  ûàùC 
pour  la  hauteur  cherchée. 

'^  t=  î^  =in  4)9o4  X  8 1  =  397,224  mètres. 

lf«ui  réMMnrerbM  ikxrébtvint  la  letti^ef  pM^  Mb^i*  là  M«e 
de  la  pknaivtottk*)  «^e^k-dtm  «nvitfdti  cf^fit* 

IV .  ApplicaHons  des  formules  du  Mouçement  varié. 

Nous  allons  aj^yy^^uèr  à  t{tt«iqttes  leieiRfAêé  les  f^ttskiÊ^)^ 
(rf)  et  {$)  du  teottveinefit  vai^îé,  Jiàttt*  ttitéïit*  d6y«tei|^tef»<è^  l^fti^ 
cl^dotittidûàaip^ii^rf6fiiifreltk«fttoriti-flS)  '         '^ 

i58.  Dêtèrminèt  touïéàiè^  tlrtonÈtàhbès  dummpémèArHr^épft 
point  Matériel  ploci  en  A  (fig.  tt^) ,  mtèMi  pàs/^  émpkè^; 
tunéténêantû  ^tiniÀêtd&kvèn^&Sm  fpUiiiJ^êfrkMiiHififhH]^ 
mentvatU  :  V nuire  t&rvdantau  éoHitaihe  à  le  tepoùéH^^  àe  ikl^WH 
D^  en  raison  inverse  de  sa  dtètaftce  au  point  6. 

Soit  AB  :±t  a,  AN  ic  «  :iè=  Péspafcè  JJaif (îOttl'tt  tiuWA  é\i^èàufk 
t  :  si  f  on  désigne  par  >j  la  force  ôccéïéràti-tee  qui  provléhtdfe  là 
Impulsion  du  mobile  de  HT  vers  D,  et  pât  n»  fà  Vâléùi'  ttë  tettè 
ibi^ce  &  Vutilté  de  distance  du  fioiiat  B,  on  àtira  ;i}ài*k  ttsCtut^é  dé 

la  question  -*--  ou =  —  ;  donc  x  =  — r— •  Soit  enfin  g  la 

force  accélératrice  constante  qui  agit  sur  le  mobile  de  N  vers  B« 
La  forof  4>  qui  anime  çn  -^fiçt  le  corps  au  ]^ut  ^  tem{)f  fiyf^hi 
différence  éfitre  ces  deux  forces ,  d'où  ^  =  a;  —  S\  ^'^^^  <^  *  le* 
trois  èquafions 


7/1 


-^,  ^dezzii^iff  det±lifdt, 


entre   lesquelles   il   s'agit   d'éliminer    deux   des   quatre    va- 
riables e,  t,   y  et  f.   La  seconde  et  la   première   doiment 
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Pour  déterminer  C,  obcervons  qu'au  point  A,  on  a  i/sso^  «sa; 
on  en  conclut  C  7  —  i?»  log  a.  Donc 

{^mXlog(^)-2^.} (Oj 


i^=:±,  1/ 


équation  qui  détermine  la  vitesse  que  le  moI»le  a  acquise,  après 

avoir  parcouru  l'espace  e.  Pour  obtenir  une  relation  entre  «  et 

.  .  •  de 

#,  il  faudrait  mettre  ici  pour  ^  sa  valeur  -7-  et    int^rer  de 

nouveau. 

iSg,  Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  se  prés^te 
dans  une  circonstance  remarquable.  Si  un  corps  pesant ,  tel 
qu'un  piston ,  ferme  un  cylindre  ou  tube  indéfini  BD  (fig.  1 12)^^ 
ouvert  seulement  à  l'extrémité  D^  et  si  la  partie  AB  contient  un 
fluide ^l^istique  comprimé,  il  est  clair^  qu'en  faisait  abstraction 
d^vi^tt^ment  du  piston  contre  les  parois  du  tube ,  ce  piston  sera 
sômnis  i.  If  action  de  la  pesanteur,  et  de  la  pression  de  l'air  exté* 
rieur  qui  tendront  k  le  faire  descendre  avec  une  force  constante 
g,9tiilk  force .  répulsive  du  fluide  élastique  :  or  on  sait  que  le 
ressort  du  fluide  est  d'autant  moindre^  que  l'espace  qui  le  con- 
tient est  plus  grand ,  ou  que  le  piston  est  plus  éloigné  de  B^  ainsi 
la  ^MTce  expansive  provenant  de  la  vapeur  agit  en  raison  inverse 
de  la  distance  du  piston  mobile  au  point  B.  Pour  dbtenir  le  maxi- 
mum de  vitesse  :  il  faut  ^aler  à  zéro  la  valeur  de  --j-  >  ou  f =0, 

et  déduire  ensuite  celle  de  a  4-  ^  >  savoir  a  -f*  ^  =  —  •  Passé  ce 

point,  p  diminue,  le  mouvement  devient  retardé  et  même  il  est 

nul  lorsque  m  log  (-. j|=^;  ensuite  le  mobile  revient  sur 

ses  pas,  et  oscille  indéfiniment. 

On  trouve  un  exemple  bien  siinple  de.  cette  espèce  de  mou- 
vement dans  les  armes  à  feu  :  on  sait  que  l'inflammation  de  la 
poudre  développe  une  grande  quantité  de  vapeur  expansive, 
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qui  r.contranrte  dans  un  espace  étroit ,  chasse  avec  force  )e  pro- 
jectile. Si  Ton  suppose  que  e  =  ÀD = la  distance  de  Porifice  du  ' 
canon  ;  au  point  de  départ  de  la  balle ,  a  +  e  est  la  longueur 
totale  BD  de  ce  canon  >  et  ^  désigne  alors  la  vitesse  du  boulet  au 
sortir  de  l'arme.  La  longueur  qu'il  convient  de  donner  au  ca* 

m 
non  pour  que  cette  vitesse  soit  plus  grande  possible^  est  —  • 

On  peut  ùjre  abstraction  de  la  résistance  de  Pair  et  du  poids 
du  boulet,  qui  altèrent  peu  la  vitesse  jusqu'à  Porifice  D  du  ca- 
non :  ce  poids  est  d'ailleurs  nul  lorsque  l'axe  du  tube  est  hori- 
zontaL  Si  l'on  fait  ^=:  o,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  si  Pon  ne 

suppose  des  Porigine  du  calcul  d'autre  force  que  x  =  — X^  ' 

et  "^"  ^ 

on  a 

a  +  4 


=  V/{2m.l0g(-î±t)} ii). 


160.  lyouçer  le  mouvement  d^un  corps  pesant  dans  le  vide 
en  ayant  égard  à  la  variation  de  la  gratuité.  Soit  en  D  (fig.  1 1 3) 
un  point  matériel  sollicité  par  une  force  accélératrice,  agissant 
de  D  vers  Ben  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  de  ee  mo- 
bile au  point  B  :  cherchons  les  eiroonstances  du  mouvement 

Soit  BD  =  a,  DN  =  e  =5  PespacQ  parcouru  au  bout  du 
temps  t  :  lorsque  le  mobile  sera  parvenu  en  N ,  la  distance  BN 
sera  a  -^  «;  désignons  par  m  la  valeur  de  la  force  attractive  ^ 
quand  le  mobile  est  à  Punité  de  distance  du  point  B  ;  les  con- 
ditions de  la  question  exigent  que  ^  :  i  •  !  :  n»  :  BN*  ou  (a  —  «)*  : 
on  a  donc  /    • 

f   =    z — —-^^  ^    ^^   ^^^  >    ^^^  ^^   ^^' 

On  élimine  la  quantité  f  entre  les  deux  premières ,  et  Pon  a 

^A>  =  V    "^,„  d'où  l'on  tire  v'  +  C  =^. 
(a  —  ey  a  — ^ 

Supposons  qu'à  l'origine  V,,  h  mobile  n'étt^it  animé  d'aucune 
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vHeise,  €mirèt-àite  ii'atait  mçîi  mH^mut  «pubÎMi;  on  attit 

donc  en  même  temp««  =  oetv  =  o,  ainsi  Cî=  —  •, en substîr 

tuait  et  réduisMrt  OB  obikat 


.-v/(^)xv/(t^) 


(0. 


Fwr  obtenir  la  t^buAtta  entre  «  et  <,  3  snffit  de  mettre  {toor  f 


sa  valeur  ^,  et  d'intégrer 


Or  pour  faciliter  l'intégration ,  il  importe  de  laisser  le  radioal 
au  dénominateur  pevl^  nous  multiplierops  donc  la  fraction  baut 

et  bas  par  a  ^  e,  et  le  2*  radical  sera  wT^J^T?)  "'  *^"^  ^^  * 

0nclM«i)M<faii!adicaI,mMsttt#3sia'-'K,  eequidentu» 
à  înt^r  la  fraction  JT^J^^'^cb  ;  die  se  partfi«»  W 

la  constante  est  nulle  parce  qu'on  ai  te  ft)ls  ^  =  0,  ^  =  0, 
«  =^  a;  remettant  pour  z  sa  yaleur  i  a  —  ^ ,  ou  en  conclu^ 

Newton  a  donné  une  construction  très  élégante  de  cette  for- 
ipEide*  S<Mt  décrtt  (%.  1 13)  swr  DB :»  a;  comme  diamètre,  un 
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demi -cercle  DMB^  l'abscisse  DN  étant  =^«1  rorckonéeHM 
est  comme  on  sait  =  ^{ae  —  e^)  ;  de  plus,  DM  est  Tare  dont 
le  sinps  Versç.est  < ,  dans  le  oercle  DMB  dont  le  rayos  est  |:  a  ; 
donc  y  MM  -f-  MD  représente  le  second  facteur  de  la  vadeur  de 
t.  et  Ton  a 


'=v/(â)><tN»*  +  MI>]. 


Les  valeurs  ci-dessus  de  v  et  /  donnent  la  solution  complète 
du  problème  proposé ,  et  renferment  toutes  les  circonstances 
particulières  du  mouvement*  Si  l'on  fait  e=:  a,  on  obtient 


-sj^- 


^^GQr    et    <=^4/(rr:)X^. 


La  vitesse  du  point  mobile  au  centré  B  d'attraction  est  donc 
infinie  ;  ce  qui  estaisé  à  concevoir,  puisque  l'intensité  de  la 
puissance  croit  d^atitant  plus  que  le  mobile  est  plus  voisin  da 
centi^.  La  seconde  expression  donne  le  tempâ  nécessaire  pour 
arrivera  ce  centré;  eflé  est  proportionnelle  à  a\/a,  ou  |/a^: 
ahiflt  hs  temps  employés  par  dèiMi  corps  partant  du  repos j  pour 
arrkmr  au  centre  cPattractionj  sont  entre  eux  comme  les  racines 
carrées  dek  cubes  de  leurs  distancés  initiales  à  ce  centre. 
'  i6i.Ottk  nèmmé  ^FbrceCentripèts  cette  force  d'attraction  vers 
un  centre  &e  i\e&  observations  lès  plus  constantes  établissent  que 
l'attraction  est  une  des  propriétés  dont  jouit  la  matière  (Ployez 
19^  B6^)^ibita  nèàdfeew^mil  q««pdiir  deon  p^fs  matériels, 
e«te  «ttriîotiiiil^  khtpfk  «a  sai^ift  inverse  du  oan^  de  leurs  di- 
•laBO<{.  l^pimblèiie  ^  lioua  venons  de  résoudre  s'applique 
aut  corpis  qfui  pèsent  nrMotrf  gi^,  car  la  pesanteur  terres^ 
l»9  C6l  «mcâapaUtioalâer  de Pattracrtîott  universelle;  il  né  faut 
^pxedianiier  à  kl  ctestamté  m  la  v^lmir  convenable.  Or  soit  r  le 
rayçs»  terveitre,  g  la  pesanteur  à  Ta  surface;  puisque  m  et  g 
«oi&t  leb  ¥deur»de  la  force  d'al^rttction  aux  distances  i  et  r;  dt^ 

centre  d^  la  tei^re,  on  a  —=: ^,  mettant  donc  r^  poHr  m^ 
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notre  formule  devient 

et  si  é  est  très  petit  par  rapport  à  a,  <=  -  t/f — V. 

162.  Lorsqa  on  corps  se  meut  dans  un  fluide  ^  il  est  obligé 
d'employer  une  partie  de  la  force  dont  la  puissance  motrice 
l'a  animé  ^  pour  déplacer  les  molécules  fluides  ^  se  faire  entre 
elles  un  passage ,  et  se  mouvoir  :  c^est  ce  qui  sera  rendu  mani- 
feste après  que  nous  aurons  traité  du  choc  des  corps  (219^  i^O- 
Cet  effort  employé  par  un  corps  qui  se  meut  dans  un  fluide^ 
est  visiblement  dirigé  dans  le  sens  même  de  son  mouvement  ; 
il  dépend  d^  la  vitesse  qui  l'anime.  La  résistance  du  fluide  peut 
donc  être  assimilée  à  une  force  directement  opposée  au  mou- 
vement du  corps  ^  et  variable  avec  sa  vitesse  suivant  une  cer- 
taine loi  :  de  sorte  qu'on  peut  considérer  un  corps  mu  dans  un 
fluide;  comme  mb  en  mouvement  dans  le  vide^  pk>urvu  qu'ou- 
tre le  système  de  forées  qui. agissent  $ur  lui^  on  en  conçoive 
une  de  plus  qui  exerce  son  action  en  sens  contraire  du  mouve-» 
ment;  et  dont  l'intensité  soit  dépendante  de  la  vitesse  du  mo- 
bile. Quant  à  la  loi  que  suit  cette  résistance  ^  on  a  coutume 
de  prendre  la  force  retardatrice  de  la  risiitance  du  fluide  j 
proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse.  jPl  à  œt  égard  ce  qui 
sera  dit  (222). 

Quel  est  le  mouvement. d'un  corps  pesant  kmci  verticalement 
de  bas  en  haut  aifec  une  vitesse  Vj  en  c^ant  égard  à  la  rési-^ 
stance  de  Pair  ?  D'après  ce  qui  vient  d'être  dit ,  ce  corps  poivra 
être  considéré  comme  animé  pal:  deux  forces;  savoir  :  i®.  la 
pesanteur^,  qui  tendra  à  le  faire  descendre  et  qui  sera  dirigée 
en  sens  opposé  de  la  vitesse  imprimée  Y  ;  2^  la  force  retarda- 
trice du  fluide,  dont  la  valeur  au  bout  du  temps  <  sera  repré- 
sentée par  mp^y  v  étant  la  vitesse  du  corps  à  cet  instant ,  et  m 
un  coefficient  constant  qui  dépend  de.  la  nature  du  fluide  et  de 
la  forme  du  corps^  c'est  la  valeur  de  cette  force  lorsque  le 
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corps  a  une  TÎtesse  égale  à  l'unité.  Cette  puissance  étant  dirigée 
dans  le  même  sens  que  la  granité,  on  n'a  qu'une  force,  qui  est 
=  —  CéT  +  ^*^)7  ^  cause  qu'elle  agit  en  sens  contraire  de  l'im- 
pulsion primitive:  cette  impulsion  entrera  d'ailleurs  bientôt 
en  considération  ;  eUe  ne  fait  pas  partie  des  forces  continues, 
dites  accélératrices,  qui  agissent  au  bout  du  temps  t  Ainsi 
on  a 

f  =  — '(^g+rrw^^y    ^dt=zdt^,    et     çde=zpdif. 

Mettant  pour  ^  sa  valeur  dans  les  deux  dernières, 
j^ dp  y  ^_  ^^jfdv 

Il  est  facile  d'intégrer  ces  deux  équations  ;  et  l'on  obtient 

V/(^).^=C  — arc{tang  =  (v.^j)}, 
'xme  =  C  —  log  [g  +  nw^\ 

Les  constantes  G  et  €'  se  déterminent  en  observant  que  la 
question  exige  qu'on  ait  en  même  temps  i  =  o,  «  =  o,  v=V; 
nous  ferons,  pour  abréger,  la  constante  mznzc^gx  nous  aurons 
donc 

C  =  arc(tang  =  aV),   C  =  log  {^(i +a^V)}  ; 

ce  qui  transforme  les  valeurs  ci<lessus  en 

agti=i  arc  (tang  =  aV)  —  arc  (tang  =  ap) , 

Ces  deux  valeurs  servent  à  faire  connaître  l'espace  parcouru  par 
le  mobile,  et  sa  vitesse  au  bout  du  temps  t  :  elles  doivent  rem- 
placer celles  que  nous  avons  trouvées  (  i56  et  i57  )  j  puisque 
nous  y  avons  fait  abstraction  de  la  résistance  du  fluide.  Si  l'on 
£ait  V  =?:  o ,  on  a  pour  la  plus  grande  élévation  £ ,  à  laquelle 
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le  mobile  pfsimt  pirtenir  efi  rerta  de  9m  force  de  pri^#clkni# 
el  pour  le  temps  T  fu^tl  y  emploie  y    ^ 

aa^E  =  log  (i  +  a^y*y,    Offt  =  arc  Ctang  =  aV). 

PanrenQ  à  son  maximum  f  élévation ,  fe  mobile  a  épuisé  sa  vl-- 

tesflé  de  projection;  il  redeicend  donc:  main  ici  la  force  retar-^ 

datrice  de  la  résistance  du  fluide  agit  tout  à  coup  en  sens  op-^ 

posé,  et  les  équations  auxqueQesrnous  Tenons  de  parrentr  n'ont 

plus  lieu  :  ainsi  le  mourement  n'est  pas  assujetti  à  la  loi  de 

continuité. 

Pour  analyser  ce  cas,  proposons-nous  de  cbercber  le  mouye- 

ment  d'un  corps  pesant  taneé  verticalement  de  baut  en  bas.  La 

force  accélératrice  est  alors  ^—  tth^,  et  on  a 
f 

d'où  l'on  conclut  dt  zzz- ,  et  cfe  = -:  faisant,  comme 

g  «—  mir  g-^mi^ 

ci-dessus,  m=  a^gy  pufs  supposamt  pour  int^er  la  première 
€tir=zny  ona £çrfSfc=— — ^ , ce  qui  dètine  :tagt:^  C-f'h^ -^T—  - 
on  trouTcdonc 

2aV=C— log{5-(i-aV)}. 
G>mme  /=:o  donne  e=o  et  v=  V , on  trouTC 

C  =  -log(i±^^)etC'=log{^(,-a«V»)}. 

Donc  enfin  on  a  pour  les  équations  du  mouTement 

.  ^\t  — o^f^V         ^  Mi  +  cm)  (i— af>)/ 
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I>waleci^  01&  le  mobile  aurait  été  abandoiiné  à  Factiond^  la  gvar 
-vite;  «aA9  a^oir  reyii  d'impvl^ioiii  il  suffirait  de  faire  chu^  ce» 
formules  y  =  0  ;  ce  qui  donne 

2^=log(J-5^),aaV=— log{(i— ai/)  (i+a^}- 

GonsuItesL  k  fin  du  n^  222. 

Daiisle  proMëme  précédent  la  Tttesse  du  mobile  ^  lortqu^l  est 
reyenu  au  point  de  départ,  n^t  phisY  comme  (i57,  V);  pour 
l'obtenir,  il  faut  mettre  ici  £  pour  e^  on  trouve 


i/t»+**v*y 


i63.  Déterminer  le  moiéuement  d'un  point  pesant  M  qui  des" 
cend  le  kmg  d'un  plan  imsliné  (fig.  1 1  4)*  Le  poids  'M  est  parti 
de  B ,  et  la  gravité  l'a  fait  arriver  en  M  au  bout  du  temps  t;  il  a 
ajors  la  vitesse,  i'j  «  est  l'espace  BM  qu'il  a  parcouru. 

La  gravité^  imprime  pendant  le  temps  dt,  dans  la  direction, 
verticale  MD,  la  vitesse  élémentaire  gdt\  décomposons  cette 
'  impulsion  en  deux  autres,  l'une  perpendiculaire  au  plan  et  dur 
truite  par  sa  réaction,  VaiitrQ  ^</^.siaf,  dirigée  dans  le  sens  du 
plan  2 1  désignant  l'angle  A  qua  le  plan  fait  avec  l'horion  :  il  est 
clair  que  cette  dernière  aura  pour  direction  la  ligne  B  A  de  |dus 
grande  pente  sur  le  plan;  ce  sera  celle  que  décrira  le  corps  et 
suivant  laquelle  la  vitesse  f^  aura  lieu.  La  composante  cte  l'im- 
P^lsion^^  dans  le  sens  BM.  étant  gdt.  sin  1 ,  en  a  pour  Vaiccrois- 
seio^t  de  vitesse  le  lon^  du  plan  d$f  =f  sin i.dt.T^ji  intégrant 
on  obtient 

p=:Y+gsmt.t,    e^C+Vt+igsmt.t* (»), 

Ainsi  lepeîiit  BMbile  est  aoHicitê  par  la  force  accélératrice  con<- 
sCaiHï»  ^si»i  àmi»  1»  sens  du  plaii;  on  peut  regarder  ce  pbtn 
cMntaevertîod,  pourvu  qufe cette  force  remplace  la  gravité;  le 
rmm^^êtftet^eB^im^hrmê^nenûvtxrài^Y  est  b  vitesse  initiaiis^  du 
corps  qu\m  suppose  dirigée  s^on  h  Kgne  BA,  et  C  est  sa  distance 
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à  Porîgine  des  e  lorsque  /= o.  Si  Ton  prend  le  point  B  de  départ 
pour  origine  des  e,  et  si  Ton  n'imprime  aucune  impulsion  ini-* 
tiale  y  l'équation  du  môuTement  est  donc 

la  pression  du  corps  sur  le  plan  est  ^oos  i • 

164  Comparons  maintenant  le  mouyement  sur  le  plan  incliné, 
à  cdui  qui  a  lieu  quand  le  corps  est  libre.  Goinme  il  descend  le 
long  de  la  verticale  BG,  on  a  (  i56 ,  A  ), 

e'  =  lg^%  ♦''=«/,  et   /•=2^'. 

1^.  Pour  trouver  en  quel  point  de  BC  le  mobile  doit  être  par* 
Tenu  9  lorsque  le  corps  M  a  décrit  sur  le  plan  incliné  l'espace 
BM,  il  faut  faire  ^  =  ^^  et  éliminer  t  entre  les  équations 
e  =  î^sini.^,  e  r=  {g^.  On  a  donc  e  =  e'sini ,  ce  qui  in- 
dique que  e*  est  l'bypoténuse  d'un  triangle  rectangle  dont  e 
est  le  côté  opposé  à  l'angle  f  y  ainsi  en  menant  en  M  la  perpendi- 
culaire ME  sur  AB,  on  a  BE  =  e',  et  le  point  E  répond  à  la 
question. 

Cette  construction  fait  voir  que  si  l'on  mène  dans  u^  cercle 
ACDB  (fig.  1 15)  des  cordes  AC,  AD, . . .  par  l'extrémité  A  du 
diamètre  vertical  AB  ;  ainsi  que  BC ,  BD, ...  à  cause  des  angles 
droits  en  C,  D, .  •  •  toutes  ces  cordes  seront  décrites  dans  le  nîême . 
temps  que  le  diamètre  :  cette  propriété  s'appelle  Isochronism^ 
(iW,  égal;  xV^^^y  temps).  \ 

2^  Comme  on  a  ^'•  =  2^',  et  ♦'*=2g'^.  sini,  pour  trouver 
en  quels  points  de  BA  et  de  BC  (fig.  114)  les  deux  mobilea  ont  la 
même  vitesse,  il  faut  faire  ç=i/yce  qui  donne  / = «  sin  1.  DAc 
e  est  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  dont  e'  est  le  côté 
opposé  à  f  angle  t\  ainsi  en  menant  l'horizontale  MF/  on  voit 
que  BF = e\  et  que  par  conséquent  lorsque  les  mobiles  sont  par- 
venus en  M  et  en  F,  ce  qui  arrive  à  des  inst^as  diffiérens,  Us 
ont  la  même  vitesse;  ou ,  «i  l'on  veut  »  que  la  TÎtesse  du  corps  en 
M  est  dirigée  dans  le  sens  MA ,  et  due  à  la  hauteur  Bf^.  On  con- 
clut de  là  que  plusieurs  corps  qui  parcourent  des  plans  différem- 
ment inclinés  j  et  qui  ,  sans  impulsion  prinUtiifej  partent^  d^un 
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même  flan  horizontal^  ont  des  vitesses  égaies  j  après  ai^oir  décria 
sur  leurs  plans  respectifs  des  parties  de  même  hauteur.  Nous  al*» 
Ions  voir  dans  peu  (  192  )  que  ce  théorème  n'est  point  particuliei^ 
au  plan  incliné. 

3°.  Comparons  les  temps  employés  à  descendre  les  longueurs 

BG  et  BA  terminés  a  l'horizontale  AC;  soit  BC  =  e*  et  BA  =  e  \ 

t 

on  a; e  z==.\gi!^.    et    e  =  i^sin  e . ^^  =  7 ^^ . -  ,  à  cause  que  Je 

triangle  ABC  donne  e sin  1  =  é'  ;  donc  c*  :  e^  \\  ^  M'»,  éii 
BA  :  BC  ::  t\  £,  Ainsi  ^  quelle  que  soit  l'inclinaison  du  pi  an /les 
temps  sont  proportionnels  aux  longjieurs  AB^  BC  :  d'où  il  suit 
que  les  temps  emptoyés  à  descendre  le  long  de  différens  plans  in- 
clinés j  sont  entre  eux  commue  les  longueurs  de  ces  plans.  M 

i65.  Nous  avons  fait  abstraction  jusqu'ici  du  frottement  'qjaé 
le  corps  éprouve  en  glissant  sur  le  plan  ;  nous  allons  maintenant 
y  avoii^gard.  Coulomh  a  démontré  qu'à  moins  que  la  vitesse  ne 
soit  très  grande  ou  très  petite,  le  frottement  est  environ  le  lo* 
de  la  pression  et  ne  dépend  point  de  la  vitesse^  nous  représente- 
rons cette  fraction  -^  par/*:  d'après  cela,  la  pression  que  le  corps 
exerce  sur  le  plan  étant  ^cos  i ,  le  frottement  est  dirigé  en  sens 
opposé  au  mouvement  et  ■=fgcosi  (i34).  Ainsi  l'accroissement 
de  vitesse  qui  a  lieu  en  M  quand  le  corps  descend  de  B  vers  A , 
est  dv==g{s\Vii'^f  cos i)  dty  d'où  l'on  tire  i^=^ (sin  1— ^x)s i)^-f-V. 
La  constante  V  est  la  valeur  de  p  lorsque  ^=:  o ,  c'est-à-dire  est 
l'impulsion  qu'on  suppose^avoir  été  communiquée  au  corps  dans 
le  sens  BM ,  au  commencement  du  temps  t. 

Si  le  corps  était  au  contraire  lancé  4e  A  vers  B,  alors 
la*ravité  et  le  jfrottement  tendraient  a  diminuer  la  vitesse 
imprimée  V,  et  l'on  aurait  dp^=.  — g  (sine  +/cos  t^  dt,  d'où 
f  =  V— ^(sin«-f-/cosi)'^.  De  sorte  qu'en  cumi^ulant  éei^eux 
circonstances  j  on  a  ;      -       :    '1!,  '  . '*. 

'       '         ^  '.     '     '^;:  .    n 

♦'  =  V— ^(/cos  izpsint).^.  .r. . ...  .«(o).,  \.     - 

On.  en  tire  aisément  pour  l'espace  parcouru   ...  , 

er=Y/J  — V^(/cos f  zp sinft)f%  ...;..  .(p).     i 
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Le  signe  supét^iemr  a  lieu  lorsque  l'impulsion  initiale  est  donnée 
de  haut  en  bas  ;  ^inférieur,  de  bas  en  haut. 

Dans  ce  dernier  cas^  on  voit  que  i^T^o  liA'sque 


g(stn«+/coSf)*        iinf-4-/*coii* 


en  substituant  dans  {p}  y  et  faisant  y*=  2^A.  Il  est  clair  qu'alors 
le  corps  ne  montera  le  long  du  p^  que  jusqu'à  un  certain  point»   I 
dont  nous  venons  de  déterminer  la  position  ;  d'où  il  redescendra 
cpç^sui^een  partant  du  repos. 

Si  i  =o,  le  plan  est  horisontal^  et  l'on  a  pMr  la  solution  du 
problème  des  TrqineauXj  les  équations  siÛTantes,  qui  n'ont  lieu 
W^  JHSftJA'à  ce  que  la  vitesse  d'impulçii^  soit  épuisée. 


BBek«i*««MaÉMs 


CHAPITRE  IL 

nu  MOUVEiiBinr  d'un  point  en  ..ligne  coujibe. 


I.  Propositions  générales.  p 

166.  Voi^  oomment  la  notion  dumonTement  curviligne  peut 
être  déduite  des  premiers  élémens  de  la  Mécanique.  Soit,  AB 
(  fig.  1 16)  la  direction  d'une  force  qui  donne  une  impulsion  au 
mobile  A  t  le  -point  parcourra  uniformément  cette  ligne  ^  si  au- 
cune cause  n'altère  son  mouvement.  Mars  supposons  que  parvenu 
en  By  ce  point  soit  soumis  à  Faction  d^une  autre  force  qui  lui 
oommumque  dans  le  sens  BD  une  impulsion;  en  formant  le  pa- 
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rallébgramme  BŒD ,  sur  les  parties  BC ,  BD ,  proportionnelles 
aux  TÎtesses  imprimées^  on  sait  que  le  corps  décrira  la  diago- 
nale BE.  Si  de  même  le  mobile  reçoit  iwe  impulsion  suirant  GE, 
il  parcourra  EF  et  ainsi  de  suite.  On  voit  donc  qu'il  décrira  le 
poljgone  Â,BEF:  mais  si  l'on  suppose  que  les  intervalles  de  temps 
qui  séparent  ces  diverses  impulsions,  sont  plus  courts^  le  poly- 
gone aura  de  plus  petits  côtés;  de  sorte  qu'il  est  facile  de  voir  que 
le  mobile  décrira  en  effet  une  courbe^  ^i  les  forces  agissent  sans 
interruption. 

Il  suit  de  là  qve  le  point  mobile,  qui  déerit  un  poljgone 
AJ3EF  doit  continuer  à  décrire  unifcnrmément  le  dernier  côté 
EF^si  aucune  force  n'agit  désormais;  et  que  par  conséquent 
lorsque  un  mobile  déerit  une  courte  f  $i  à  im  instant  quelconque  ' 
V action  des  puissances  cesse  tout- à-coup  j  le  mobile  doit  par^ 
courir  uniformément  la  tangente  à  cette  courbe^  au  point  où  iee 
forces  ont  cessé  d'agir  sur  lui.  En  effet ,  on  peut  regarder  cbaquo 
élément  de  cette  courbe  comme  le  cdté  infiniment  petit. d'un 
polygone.  Ainsi  le  corps  change  à  chaque  instant  la  directi<m  dç 
son  mouvement  9  qui  est  celle  de  la  tangente. 

Lorsqu'un  corps  décrit  une  courbe  en  vertu  de  l'action  de 

certaines  forces  ^  pour  se  faire  une  idée  de  ce  que  désigne  le  mot 

vitesse  j  il  faut  supposer  que  la  courbe  est  rectifiée ,  et  que  tout 

à  coup  les  forces  cessent  d'agir  -,  l'espace  décrit  par  le  md>ile  du«- 

rant  l'unité  de  temps  est  ^  vitesse  à  l'instant  où  ce  changement 

s'est  produit»  Soit  donc  K.MZ  (%•  1 1 7)  la  courbe  que  parcourt 

un  point  n^atériel  :  si  ^u  bout  du  temps  t  le  corps  est  parvenu 

en  ^ y  en  nommant  s  l'arc  parcouru  KM,  si  tout  k  coup  lea 

forces  cessent  d'agir,  le  corps  devra  décrire  uniformément  la 

,  ds 

tangente  MH >  avec  une  vitesse  f  =  ^t. 

167.  Quelles  que  soient  les  forces  qui  agissent  sur  un  mobiley 
on  peut  tonjouT$  le^  décoinposçr  en  trois  antres  parallèles  à  trois 
axes  rectangulaires  )  il  est  clair  que  chaque  composante  aura  un 
effet  indépendant  desi  deux  autres  (146, 5**),  et  que  par  consé* 
quent  on  peut  appliquer  à  chacune  ce  qui  a  été  dit  des  mouve- 
mens  rectilignes.  O'est  par  ce  moyen  qu'on  parvient  à  connaître 

i5.. 
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les  propriétés  du . mouveiueut  d'un  point,  et  la  nature  de  IsL 
ligne  qu'il  parcourt  (  qu  on  nomme  Trajectoire  ) ,  lorsque  les 
forbés  qui  agissent  sur  lui  sont  données  en  grandeurs  et  en  direc-' 
tiens.  Le  mouvement  curviligne  se  réduit  par  là  naturedlément  à 
deux  ou  trois  mouvemens  rectilignes ,  selon  que  la  courbe  dé- 
crite est  à  simple  ou  à  double  courbure.  En  eSei,  en  rapportant 
cette  courbe  à  des  coordonnées  rectangulaires ,  il  est  clair  que  la 
détermination  du  point  de  la  trajectoire  ou  ce  mobile  se  trouvera 
à  cbaque  instant ,  dépendra  de  la  valeur  de  ses  coordonnées  au 
même  instant  :  de  sorte  que  chacune  de  ces .  coordonnées  sera 
une  fonction  du  temps ,  et  pourra  représenter  l'espace  rectiligne 
parcouru  par  un  mobile  qui  serait  la  projection  du  vrai  mobile 
sur  chacun  des  axes  coordonnés. 

Ainsi ,  lorsque  la  trajectoire  est  plane,  le  mouvement  pourra 
être  représenté  par  les  deux  équations  *  ;=  F^,^  =y^>  qui  se- 
ront celles  des  mouvemens  rectilignes  de  deux  mobiles  suivant 
les  axes  dçs  ar  et  des  j^.  En  éliminant  t  entre  ces  équations  ,  on 
çbtiendra ,  en  x  et  en  y ,  une  relation  qui  sera  l'équation  de  la 
ligne  parcourue  par  le  mobile ,  puisqu'elle  exprimera  une  con-' 
dition  indépendante  du  temps  t,  entre  les  variables  x  et^.  De 
même  si  la  trajectoire  est  à  double  courbure,  le  mouvement  sera 
repi*ésenté  par  trois  équations  ar  =  F*,j=/î5,  £z=zçt;  en  éli- 
minante, on  obtient  deux  équations  enx,y  etz,  qui  sont  celles 
de  la  oourbe  à  double  courbure  que  décrit  le  corps. 

Tout  ceci  s'éclaircira  par  la  suite.  Il  s'agit  ici  de  déduire  les 
équations  x^iFt,^  =fi} «  —  ^<,  de  la  nature  des  puissances,  ou 
plutôt  trois  équations  entre  les  quatre  variables  x,yyZ  et  ^^  «l'est 
ce  qui  va  être  développé.  <     > 

i68.  Reprenons  les  notations  ordinaires  (  n**  27  )  pour  dési- 
gner les  forces  accélératrices  eV  lesangles  formés  par  leurs  direc- 
tions avec  les  axés  respectifs  des  x^yetz.  Décomposons  chaque 
force  en  trois  autres  parallèles  à  ces  axes  -,  soient  X ,  Y  et  Z,  ces 
composantes  qni  agissent  ensemble  sur  le  corps,  et  lui  impriment 
une  impulsion  élémentaire ,  chacune  dans  sa  direction.  On  a    ^ 

X  =  2  (P'  cos  /) ,  Y  =  s  (F  cos  /8') ,  Z  =  s  (F  cos  y  ) .  . .  (a').. 
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^    Il  est  inutile  de  dire  que  chacune  des  cora  posantes  P'  cos  t^ , 

1^  cos  /s' . . .  doit  être  prise  ayec  le  signe  qui  lui  appartient  >  et 

qui  se  détermine  comme  il  a  été  dit  n^  25.. 

Au  bout  du  temps  ty  le  mobile ,  placé  sur  sa  trajectoire  au 

^int  qui  9^  x^y  et.z  pour  coordonnées  7a  donc  dans  le  sens  des 

dx 
X  la  vitesse  -7-;  de  sorte  qu'en  ce  point  on  peut  concevoir  ce  mo- 

bile  comme  en  repos  y  et  recevant  actuellement  dans  le  sens  des 

dx 
X  une  impulsion  qui  lui  imprime  la  vitesse  -t-.  Cette  vitesse  doit 

s'accroître  par  l'effet  des  forces  durant  le  temps  dty  et  devenir 
^  H-  û^  V~5r)*  ^^  '^  vitesse  qui  est  imprimée  au  corps  dans 

dx 
le  sens  des  x  [dy  i52),  est  en  effet  -7-  +  X(f^j  et  comme  les  effets 

àe&  forces  de  directions  rectangulaires  sont  indépendans  (146, 5®}/ 
les  puissances  T  et  Z  ne  changent  rien  à  cette  vitessse.  On  en 

conclut  que  les  vitesses  Xû?^  et  û?  f -i- j  sont  égales.  On  prouve- 
rait la  même  chose  par  rapport  aux  axes  des  y  et  des  %  \  ainsi 
op  a  '       . 

ou  l)ien ,  en  prenant  dt  constant  y 

■    ^  =  X,^  =  Y,^=Z .,.  (i'). 

d^  \  de  ^   de  ^     V    y 

« 
Telles  sont  Us  équations  générales  du  moui^ement  Ubre-d'un 
points  Elles  doivent  être  employées  à  la  fois  lorsque  les  forces 
F,  P^ . . .  sont  dans  des  plans  différent  :  mais  deux  d'entre  elles 
suffisent  dans  le  cas  contraire  :  elles  remplacent  d'ailleurs  les 
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éqaatiotts  x  =s  F# ,  ^  '^^fiy  %^=:  pty  dont  nous  avons  parlé  dan» 
le  numéro  précédent ,  équations  qui  appartiennent  aux  mou* 
vemens  des  trois  ibobiles  suivant  les  axes  j  de  manière  à  être  la 
projection  du  vrai  mobile  à  chaque  instant 

169*  Les  équations  précédentes  servent  à  faire  connaître 
toutes  les  circonstances  du  mouvement  d'un  point  matériel  libre, 
et  soumis  'k  l'action  de  forces  continues ,  données  à  chaque 
ÎBstant ,  en  grandeurs  et  eu  directions  ;  c'est-à-dire  servent  à  as- 
signer la  vitesse  du  mobile  et  son  lieu  à  un  instant  déterminé, 
ainsi  que  sa  trajectoire.  En  effet,  supposons  pour  plus  de  sim- 
plicité que  les  forces  soient  dans  1q  plan  des  xy  ;  X  et  Y  étant 
constans  ou  variables ,  mais  donnés ,  il  ne  s'agit  que  d'éliminer 
le  temps  entre  les  deux  premières  équations  (6^).  Si  Pon  conçoit 
ce  calcul  effectué,  ainsi  que  les  intégrations ,  on  aura  une  équa  * 
tion  entre  x  et  y  y  qui  sera  celle  de  la  trajectoire.  On  pourra  même 
obtenir  de  scnUables  relations  entre  x  et  #,  et  ^  et  ^  ;  qui  feront 
connaître  le  lieu  du  mobile  pour  chaque  râleur  connue  du  temps  u 

Lui  quantités  -t-,    •^,  donneront  les  vitesses  du  mobile  dans 

le  wns  des  ^  et  des  y,  et  Sa  vitesse  absolue  f>  sur  la  courbe  sera 

1        •     j    1               j    1                .      ^      ^*      ^**  +  ^ 
la  racme  de  la  somme  de  leurs  carrés ,  </*  =  -j-j  = j^""^^"  • 

Plus  généralement ,  la  vitelse  sur  une  courbe  quelconque  dans 
l'espace  est 

dt  dt 

11  est  à  observer  que  chaque  intégration  introduit  une  con- 
stante :  on  aura  donc  six  constantes  arbitraires ,  dont  trois  seront 
déterminées  par  la  valeur  de  la  vitesse  qui  avait  lieu  à  un  instant 
donné,  tel  qu'au  commencement  du  temps  t  :  les  loutres  dépen- 
dront des  coordonnées  du  mobile  à  un  instant  quelconque ,  qui 
pourra  être  le  même  que  le  précédent.  Ces  principes  detieÉ- 
droiit  plus  lucides  à  Paide  des  diverses  applications  que  hous  en 
ferons  :  nous  ne  les  énonçons  ici  que  pour  faire  sentir  toute 
l'importance  des  équations  (  &^  ) ,  et  pour  faire  voir  en  même 
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teiKips  qtie,  cyiOM}u'dleaïie  dépendent  que  des  forces  accéléra- 
trices ,  elles  renferment  néanmoins  implicitement  la  vitesse  et  le 
lien  du  mobile  au  commejicement  du  mouvement. 

1 70.  On  peut  donc  employer  le  calcul  précédent  pour  assigner 
la  vitesse  du  mobile  à  un  instant  déterminé  :  la  marcbe  suivante 
peut  aussi  donner  v.  Multiplions  la  première  des  équations  (b') 
par  dxylsi  seconde  par  dy,  la  troisième  par  dz,  et  ajoutons  : 
il  vient 

Or  le  numératisur  du  premier  membre  est  la  dîjOrérentielle 
de  î  ((ir*  +  dy""  +  dai*)  ou  de  j  .  A'  :  donc  e^i  intégrant 

^^ç^^A.^  a/(Xûfa-h  Ydy^ZdM) (c'). 

Pour  que  cette  équation  puisse  être  appliquée  à  des  circonstances 
de  mouvement  >  il  faut  que  Xdx  •+-  Ydj  4-  Zrfjs  soit  une  diSereti"- 
tielle  exacte )  ainsi  X^  Y  et  Z  sont  des  fonctions  de  s,  ^  et  s ^ 
indépendantes  de  t,  et  doivent  satisfaire  aux  conditions  sui* 
vantes  (Cours  de  Matb. ,  n°-  708)  '^ 

dX-^dY        dK_^        dY\^dZ 
dy^dx'        dz~  dx'       1^^  dy"'^'^^' 

et  en  pourra  regarder  Xdx  -f-  Ydy  +  7dz,  comme  la  différen- 
tielle d'une  fonction  ;^  de  s^  y  et  2  facile  à  trouver;  c'est^-^îre 
qu'on  a  XJx  +  Yt/y  *+*  Zû&  =3  c(»  ; 

v^:szL+lx (/). 

La  valeur  de  la  constante  A  dépend  de  la  vitesse  initiale  du  mo- 
bile ,  ou ,  en  général ,  de  sa  vitesse  à  un  instant  quelconque  :  ce 
résultat^  nomnké  principe  des  forces  vipes  (218) ,  est  surtout  re- 
mar^uaïilë  en  ce  qu'il  fait  voir  que  la  vitesse  est  indépendante  de 
la  trajectoire  parcourue  par  le  mobile ,  pourvu  qae  dx  soit  une 
difi^rentielle  exacte.  Voyejt  le  n**  3104. 
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II  est  inutile  d'insister  pour  faire  voir  que  lors<|ue  la  trajec- 
toire est  située  dans  le  plan  des  xy ,  cette  dernière  équation  a 

lieu;  mais  qu'alors  (f;(;  =  Xûîr  +  ^àyj  et  que  (c?')  se  réduit  à 
jv        gTsr 

-—  =r  -— ;  X  et  Y  sont  d'ailleurs  supposées  des  fonctions  de  x 
dy       dx 

et  y ,  indépeiidantes  du  temps  t. 

171.  Si  le  mobile  n'est  soumis  à  l'action  d'aucune  force 
accélératrice,  c'est-à-dire  s'il  ne  se  meut  qu'en  vertu  d'une 
impulsion,  on  a  X  =  o,  Y  ==.  o,  Z  =  o  :  donc  f*  =r  A; 
ainsi  la  vitiesse  est  constante.  Les  équations  (ô')  donnent 
dx  d/y        ,  dz        «   „  ,        ^,     dx       c   dx       <?    ,      . 

tions  des  projections  de  la  trajectoire  sont  donc  c^x  =  Â.+cy, 
c*'x  =  B  +  Cjs;  ce  qui  fait  voir  que  le  mobile  a  un  mouvement 
rectiligne  et  uniforme ,  proposition  d'ailleurs  évidente' (i44)' 

172.  Les  équations  (b')  conduisent  à  .une  conséquence  re- 
marquable. Pour  la  rendre  plus  facile  à  saisir ,  nous  suppose- 
roo^  d'abord  que  la  trajectoire  est  dans  le  plan  xy  :  on  ne  doit 
alors  employer  que  les  deux  premières  valeurs  {b')*  M ultiplionsr 
les  respectivement  par^  et  x,  puis  soustrayons;  il  vient 

•i i^  =XjK  —  Y*;  intégrant^  on  a 

Or  Xy  —  Yx  n'est  nul  que  dans  deux  cas:  i®.  lorsqu'on  a  X=  o 

et  Y  =  o ,  c'est-à-dire  lorsque  le  mobile  n'est  mu  que  par  une 

Y       y 
impulsion  ;  2°  lorsque  =  =  -•,  or  le  i"  membre  est  (19,  A  )  la 

tangente  de  l'angle, que  forme  avec  l'axe  des  x  la  résultante  des 
forces  Y  et  X ,  ou  la  puissance  'qui  anime  le  corps  au  bout  du 
temps  ^;  le  2^  membre  est  la  tangente  de  l'angle  que  forme  avec 
l'axe  des  x ,  la  ligne  menée  de  l'origine  (  le  rayon  vecteur  )  au  mo- 
bile, à  cet  instant  :  puisque  ces  angles  sont  égaux,  il  s'ensuit  que 
cette  puissance  est  dirigée  vers  l'origine.  Ce  dernier  cas  est  celui 
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du  système  dumonde,  ainsi  que  nous  le  ferons  voir  bientôt  (i86). 
Dans  ces  deu:i  cas ,  on  a  donc 

Gela  posé ,  on  sait ,  par  les  principes  du  calcul  intégral  >  que 
Taire  ADMP  (fig.  ii8)  d'une  courbe  est=f(ydx)  :  concevons 
qu'on  ait  mené  de  Forigine  A,  à  deux  points  de  cette  courbe, 
des  rayons  vecteurs  AH  et  A  M,  on  aura  pour  l'aire  AHM  qu'ils 

comprennent,  (  =  ADMP  —  AMP  ±.  ADH ,  ou. 

{ =/  ( ydx)  —  lxy±i  ADH;  le  ib  dépend  de  la  position  de 
AH  relatiTcment  à  l'axe  des  y.  En  différenciant ,  on  obtient 
c^  =iydx  —  î  rf  (  jp^) ,  ou  û?5  =  i  ( j'û&f  —  xdy  ).  Mettons  cette 
valeur  dans  Péquation  (/') ,  elle  devient  C^4-  C  =  2 1 ,  ou  plu- 
tôt ;.C/  =  5-,  car  on  peut  toujours  supposer  C  =  o,  puisqu'il 
ne  faut  pour  cela  que  prendre  convenablement  l'origine  du 
temps  t  Donc  les  aires  eomprises  entre  les  rayons  vecteurs  j 
menés  de  V origine  à  trois  points  d^une  trajectoire  ,  sont  propor- 
tionnelles aux  temps  employés  à  décrire  les  arcs  interceptés , 
lorsque  le  corps  ne  se  meut  qu'en  vertu  d'une  impulsion^  ou 
lorsque  les  forces  accélératrices  qui  l'animent  sont  dirigées  vers 
l^ origine.  On  voit  aussi  que  les  aires  ne  peuvent  être  propor- 
tionnelles aux  temps  que  dans  ces  deux  cas,  puisqu'ils  sont  le* 
seuls  dans  lesquels  la  quantité  Xy  —  Yx  soit  nulle. 

Le  même  théorème  a  lieu  lorsque  la  trajectoire  est  décrite 
dans  l'espace;  car' si  l'on  multiplie  la  première  des  équations  (b') 
par  z,  et  la  troisième  par  at,  et  qu'on  les  retrani^lie;  puis  qu'on 
opère  de  même  sur  la  seftnde  et  la  troisième,  on  aura  dans  les 
deux  cas  ci-dessus 

xdz'-'zdx .  •  zdy  — ydz 

On  conclut  de  ces  équations  que  la  trajectoire  est  plane;  car 
faisant  là  somme  (ies  produits  respectifs  de  A ,  B ,  C  par  j',  xetz, 
il  vient  l'équation  du  plan  Ay+Bx-j-Cz  =  0 ,  et  celte  équation 
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étant  indépendante  de  ^ ,  est  l'une  de  oelles  de  la  trajecUnrô 

Ainsi,  quandle  mouvement  est  produit  par  une  impulsion  initiale  . 
et  par  une  force  centripète^  la  courbe  décrite  est  plane.  En  pre- 
nant ce  plan  pour  celui  des  xy^  on  retombe  sur  cé  qui  ^ient 
d'être  exposé. 

II.  Mouvement  des  Projectiles, 

x^S*  Pour  appliquer  les  principes  précédens  à  des  exemples 
simples  y  bous  prendrons  d'abord  le  mouvement  des  projectiles 
dans  le  vide.  Soit  un  point  matériel  A  (fig.  117)  lancé  dans  le 
vide  sous  la  direction  AD,  avec  la  vitesse  U.  Si  la  grayité  n'agis-* 
sait  pas  sur  ce  mobile ,  il  parcourrait  Ta  droite  AD  uniformé- 
ment ;  la  pesanteur  tend  à  l'écarter  de  cette  droite^  et  lui  fait 
décrire  une  courbe  AlVlZ  que  nous  nous  proposons  de  détermi- 
ner. Prenons  Taxe  des  y  vertical;  comme  il  n'y  a  ici  d'autre 
force  que  celle  de  la  gravité,  nous  aurons  X=:o,Z  =  o,  et 
*  Y  =  —  ^;  ainsi  les  équations  (^')  deviennent 

d^x  d^z  d^y  .  . 

» 

La  i'*  de  ces  équations  étant  divisée  parla  2®, on  trouve  en  in- 
tégrant ,  ex  =  cz  \  équation  linéaire  qui  fait  voir  que  la  projec- 
tion de  la  trajectoire  sur  le  plan  des  xz^  qui  est  horizontal,  est 
une  droite.  Donc  cette  courbe  est  dans  un  plan  perpendiculaire 
à  celui  des  xz ,  et  par  conséquent  vertîial ,,  passant  par  l'axe  des 
y.  Prenons  le  plan  xy  pour  celui'  qui  la  contient,  et  nous  n'au- 
rons plus  égard  qu'à  la  i."  et  à  la  3*  équations.  En  intégrant  de 
nouveau,  on  obtient  • 

x^ct,    y—c't—\g^   ........  (3). 

On  n'ajoute  point  ici  de  constantes,  parce  qu'on  doit  trouver  ï. 
la  fois  ^=:o,;r==:o,et\y  =  o.  Pour  déterminer  lès  autres  çonr 
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étantes  cetc\  il  faut  recourir  au  commencement  du  niouyement . 

-7-  y  -j-  sont  à  cliaque  instant  les  vitesses  du  corps  suivant  les 

axes  ;  si  l'impulsion  U  fait  avec  l'axe  des  x  Pangle  d,  ses  compo* 
santés  sont  U  cos  8  et  U  sin  8  ;  et  comme  ce  sont  les  valeurs  de 

-T-,;^,  lorsque  *=o, on  ac=3U  cosâ^etc'ssU  sinô.. 

D'ailleurs  l'une  des  équations  (3)  est  celle  d'un  mouvement 
uniformf  ;  l'autre  appartient  à  un  mouvement  uniformément 
varié  :  ce  sont  les  écjuations  des  mouvemens  de  deux  points  ma- 
tériels qui  occupent  perpétuellement  les  pieds  des  projections 
du  ïnobile  sur  les  axes  des  x  et  des  j.  y,  ce  qui  a  été  dit  n°  167 . 
Pour  avoir  l'équation  de  ta  trajectoii*e,  il  faut  éliminer  le  temps  t 
entre  les  deux  valeurs  (3)  ;  on  trouve 

G  gx^ 

En  substituant  pour  c  et  c'  leurs  valeurs,  on  d  c'  c=:  c, tango  ; 
^t  réquati<m  de  la  tfà^ctoiï^e  est 

^=*-*«"«''-nj^ .(/). 

En  mettant  2^â  pour  U* ,  h  désigne  la  hauteur  due  à  la  vi- 
tesse initiale  U  (i56) , 

.j.  =  *tange_pJ'l^g. (A'). 

Cette  équation  est  cdie  d'une  parabole  (fig.  lao)  qu'il  sera 
facile  de  construire:  on  trouvera  qu'elle  a  son  axe  MB  vertical, 
et  que  lès  coordonnées  de  son  sommet  sont  (G)urs  de  Math. , 
n'>440 

AB=±tix^.iiûfl.cosô=:A.sin(20>    PM  =  Asin*e: 

son  paramètre  est  4^.cos^  S. 

174-  Les  calculs  précédens  conduisent  à  pllusieurs  consé- 
quences remarqU£d>les.      « 
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I**.  La  trajectoire  que  décrii^ent  les  projectiles  dans  le  vide  est 
Une  parabole. 

^**.  Le  maximum  d'élévation  du  projectile  est  le  point  qui  a 

pour  coordonnées  AB  =  A.sîn  (28),  BM  =  A.sin*^  :  on  peut 

encore  paryenir  à  ce  résultat^  en  égalant  à  zéro  la  valeur  de 

dy 

-T-,  conformément  à  la  théorie  des  maximu, 

3".  U  amplitude  du  jet  est  AC  =  sA.sin  {p.f)  =z  n  y(^  AB; 
car  en  faisant^  =  o  dans  l'équation  (A'),  on  trouve  pour  »  cette 
valeur. 

4**.  Si  l'on  veut  que  cette  aftiplitude  soit  la  plus  grande  possi- 
ble, pour  une  vitesse  U  dopnée ,  il  faut  prendre  pour  é  la  valeur 
qui  rend  2h,sm  (2  0) ,  ou  plutôt  sin  (2  6) ,  un  maximum  ;  ce  qui 
a  visîblepaent  lieu  lorsque  2é  =  J  ir  :  donc  6  =  jsr  =  5o®  est 
l'arc  qui  mesure  l'inclinaison  correspondante  k  la  plus  grande 
portée.  On  serait  aussi  parvenu]Jk  ce  résultat  en  diiSérenciant 
2^ . sin  (2 6)  par  rapport  ké^et  égalant  ensuite  à  zéro. 

5**.  En  général,  lorsque  la  vitesse  de  projection  est  donnée, 
on  peut  se  proposer  de  déterminer  l'inclinaison  qu'elle  doit 
avoir  pour  qu'il  en  résulte  une  portée  connue ,  et  =  P  :  alors  il 
faut  tirer  la  valeur  de  é  de  l'équation  P=  2À.sin  (2*)  ,  ce  qui 

donne  J  =  5.  arc  f  sin  =  -y  Y  On  voit  d'abord  que  pour  que  le 

problème  ne  soit  pas  absurde ,  il  faut  qu'on  ait  P  <^  2A  :  on 

observe  en  outre  qu'il  y  a  deux  solutions.  En  effet  (fig.  120  ), 

P 
soit  K'E'  =  — 7 ,  le  rayon  AI  étant  =  i  ^  la  droite  AD  qui  divise 

P 
en  deux  parties  égales  l'arc  K'DI  dont  le  sinus  est  —r  >  satisfait  à 

la  question.  Menons  K'K  parallèle  à  l'I ,  Parc  IK  a  aussi  pour 
sinus  K'E'  ;  donc  la  droite  AD'  qui  divise  cet  arc  en  deux  par- 
tie égales  correspondrait  a  la  même  portée.  On  peut  même 
ajouter  que  les  droites  AD  et  AD'»  forment,  de  part  et  d'autre, 
clés  angles  égaux  avec  la  ligne  AO  qui  divise  l'angle  droit  LAI 
en  deux  parties  égales  y  car  iK.  -f-  IIi£.'  est  visiblement  =  ^  :  la 
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somme  de  la  moitié  de  ces  ares  est  donc  l  x  :  ainsi  ID-f-Iiy=lL  ,* 
d'où  ID'—  LD ,  et  par  conséquent  OD  =  CD'. 

6°.  Si  la  position  du  but  est  connue  par  ses  coordonnées  a  et  Z^ , 

on  a  &  =  a  tane  é  —  77 --,  d'où  l'on  tire  pour  l'angle  9  que 

4^  cos  0  .       .      "        ^ 

doit  faire  ayec  l'horizon  l'impulsion  primitire  U  =  ^(2^) , 
tango  =:-{2A±V^(4A*  — 4AZr  — a»)}. 

Ainisi  il  y  a  deux  trajectoires  pour  une  vitesse  initiale  donnée  ; 
te  qui  s'^accorde  avec  ce  qu'on  a  vu  (5®). 

']**,  Si  la  vitesse  U  est  imprimée  verticalement  de  bas  en  haut^ 
on  a  ô  =  j  sr  j  alors  l'équation  (hf)  ne  peut  être  employée  ;  mais 
les  expressions  (3)  deviennent  ar  =  o,  et  ^  =  U^  —  ig^',  la 
première  indique  que  le  corps  n'a  point  de  mouvenlent  dans  le 
sens  des  x  ;  la  seconde  est  la  même  que  nous  avons  employée 
(i57,V). 

175.  Cherchons  maintenant  la  trajectoire  des  projectiles 
dans  les  milieux  résistans;  telle  est  \;elle  que  décrit  un  corps 
lancé  par  une  bouche  à  feu  dans  l'atmosphère.  La  résistance  des 
fluides  est  une  force  retardatrice,  qui  est  proportionnelle  au 
carré  de  la  vitesse  (222) ,  jet  dont  la  direction  est  sans  cesse  op- 
posée à  celle  du  mouvement  ;  ainsi  il  suffit  d'introduire  la  consi- 
dération de  cette  puissance  dans  la  question  que  nous  venons 
de  résoudre;  et  nous  aurons  à  analyser  les  circonstances  du 
mouvement  d'un  corps  mu  en  vertu  d'une  force  de  projection, 
et  de  deux  forces  continues,  la  gravité  g,  et  la  résistance  R 
du  fluide  :  l'une  qui  agit  verticalement  de  haut  en  bas,  et 
l'autre  qui  est  dirigée  suivant  la  tangente  en  chaque  point  de  la 
trajectoire. 

On  a  coutume  de  substituer  à  cette  courbe  la  parabole,  parce 
qu'elle  est  la  trajectoire  dans  le  vide,  et  qu^on  regarde  l'air 
comme  un  fluide  assez. subtil,  pour  que  la  résistance  qu'il  op- 
pose puisse  être  négligée  :  elle  est  en  effet. peu  sensible,  lorsque 
la  vitesse  du  mobile  est  très  petite.  Mais  dans  le  cas  contraire , 
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qui  se  rencontre  beaucoup  plus  fréquemment^  rerreur  est  si 
considérable ,  qu'elle  peut  aller  même  jusqu'à  donner  une  por- 
tée dix  fois  trop  grande,  f^.  à  cet  égard  le  n**  221.  Le  problème 
delti  ffallistique  est  donc  aussi  intéressant  comme  objet  d'ap- 
plication, qu'il  l'est  sous  le  point  de  yue  analytique.  Newton, 
Euijui  et  dernièrement  LsoBNimE  ont  donné  des  solutions  âé^ 
gantes  de  cette  question  )  et  si  les  formules  sont  compliquées, 
c'est  une  difScuUé  inéyitable,  qui  tient  à  la  nature  même  du 
prdblème. 

Prenons  l'axe  des ^  Tcrtical  (fig.  1:91)  :  désignons  parx,^ 
et  z  les  coordonnées  du  lieu  du  mobile  au  bout  du  temps  /,  et  par 

s  l'arc  décrit.  On  sait  que  -7- ,  ^ ,  ^TT  *^^^  ^^^    cosinus  des 

angles  formés  par  la  tangente  avec  les  axes  respectifs  des  x,  des 
^  et  des  z  :  ainsi  les  composantes  de  la  force  R  dans  le  sens  de 

chacun  de  ces  axes,  sont  R«;t->  ^'^  «*  ^']7"J  '^  équajions 
(a')  deviennent 

x=-H.g,i=l(K.*+,),z=-a.|, 

on  affecte  ces  forces  de  signes  négatifs,  parce  qu'elles  tendent 
à  diminuer  les  coordonnées  s, ^  et  z.  Les  équations  (ô')  devien- 
nent donc 

3?  ^A'    d£- ^^""^'    5?  — ~^^- 

En  divisant  la  i'*  par  la  3* ,  on  a 


ct^x        dx        (Px  _  â^z 
ax    ^^  dz 


Tz'      'Ix'^'d^'  Iogrf^=;=logCflf^. 


Ainsi  »  =  £:«  +  A;  la  projection  de  la- trajectoire  sur  le  plan 
xy  étant  «ne  ligne  droite,  cette  courbe  est  dans  un  plan  verti- 
cal; ce  qu'on  eût  pu  prévoir.  Nous  prendrons  donc  le  plan  yx 
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poiur  celui  de  notre  oourbe ,  comme  p.  284,  et  la  3^  de  nos  équa- 
tions sera  inutile. 

On  sait  que  la  résistance  R  du  milieu  est  proportionnelle  au 
carré  de  la  yitesse  v,  en  sorte  que  (n®  222) 

Ko$  équations  devien^nt  donc^  di  étunt  constant^ 

d^x:=^ — adxdsf      d^y='  —  adyds — gd^  ....  (i). 

Il  s'agit  maintenant  d'intégrer  ces  équations  difPérentielles  du 
2^  ordre.  La  i^*  reyient  à  {e  est  la. base  des  log.  népériens)     , 

^  =  ^ad8y    logAdar  =  — ûw,     •~==ce-«.  ( 

Cette  équation  fait  connaître;  en  fonction  de  l'arç  s  décrit ^  U 

dx 

vitesse  -j-  dans  le  sens  horizoiital.   Pour  déterminer  la  con- 
dt 

stante  c  introduite  par  l'intégration  ^  obsenrons  qu'au  commen- 
cement du  mouvement  9  si  la  vitesse  impritaée  U  faisait  avec 
l'horizon  un  angle  S ,  sa  composante  selon  les  x  était  U  cos  6 , 
vitesse  horizontale  qui  répond  à    x'=io,    t-=.o    et    «ssso; 

ainsi 

c=Ucostf. 

f 

L'angle  variable  «  >  que  fait  avec  l'horizon  la  tangente  a  l'ex- 
trémité de  l'arc  s ,  a  pour  tangente 

y=^  =  tang<t,  dy=^ydxy  d^y=zyd''x  +  dy'dx. 

Substituons  à  c^j,  dans  la  2*  de  nos  équations  différentielles (i), 
cette  expression^  puis  mettoife  pour  d^x  et  cfy  leurs  valeurs 
—  adxds ,  et  y'dx^  elle  deviendra  dydx'=Z'^gi^\  et  comme 
nous  avons  trouvé  cdt'=:^ef^dxf  nous  voyons  que 

e*dy'  =  r-^idxi9^'^ (a). 
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Multiplions  cette  équation  par  dx\/{i  4-J''*)=û28  (qui  équi- 
vaut à  c&*  =  dx^  +  dy*)  ,*  nous  trouvons  enfin  cette  équation 
intégrable  (Cours  de  Math. ,  n**  778)  , 


c— ^**^=2a^cos>*  [y /"i  +y'+iog(y+v'i+y«)].-.(4)- 

Nous  avons  fait  ici  c*  =  U*  cos**  6  =  2gh  ces*  ô  ^  A  étant  la  hau- 
teur due  à  la  vitesse  initiale  (  1 56) ,  ou  U*  =  ^gh.  Or  y'c=  tang  et 
donne  * 

.      '  »/(i+/l=séc-, 

y+V^(i+/^)=tanget  +  séo«===?î^^=tang(45<»+l-.), 

ainsi  qu'on  le  voit,  en  faisant  Jb  =  90**+  «,  dans  Féquation  gé- 
nérale tang  5  ir  =  — : — 7 —  (équ.  M,  Cours  de  Math.,  n**  359); 
donc  notre  équation  intégrée  revient  à 

C-^4î*«=r2a/tcos*ô|  ?^  +  logtang(45<»+|»)\. 

On  détermine  la  constante  C  en  observant  qu'à  l'origine  on  a 
s  =  o  et  «  =  ô ,  ce  qui  donne 

C=i  +2^Acos*ô, 
en  posant 

-  .1  ... 

ainsi  notre  équation  intégrale  est 

.-  =  i  +  2aAcos««{/-^-logtang(45«  +  i«)}  .,.(£');. 

Cette  équation  n'est  point  celle  de  la  trajectoire  en  a:  et  ^, 
mais  elle  établit  une  relation  entre  les  dçux  variables  s  et  «  qui 
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'Suffit  pour  trouver  cette  courbe  et  en  connaître  la  forme  et  les 
particularités,  ainsi  que  nous  ïallohs^  montrera 

1 76.  Avatit  d'aller  plus  loin ,  il  c^t.  bon  d'obseryer  que  si  la 
résistance  du  milieu  était  nulle,  il  faudrait  £aire  û  =  o  ^ans 
tous  ces  calculs.  En  remontant  à  l'équation  (2),  on  obtient 
dans  ce  cas  aA  cos*  fl  û?y' =  —  dx,  d'où  intégrant , 

r  '  *^  dy     .^       '     èc'     ^ 

.    :      .    J^  "e    ^^ie^^  a/t  cos*  i 

X)rs  ==  o^  àwamy  2=:  tang  6;  dotHî  H  =  tang  #  i  a«tt$i  6n*  inté- 
/grant  de iKmveàix ,  otf  retrouve' l'éqtiÀtioi*(A' pi  ofâS), et tétisïcs 
l|iéorëiiies^ihontitéB  alors.  Puisque  là '4^àfectô$re  datif  lèt^iàe 
e^tconiiue,  et  .facile  à  construire^  çt  c[^eJadîife;j;ilté  des  cal- 
"  culs  àe  nous  permet  pas  d'obtenir  l'équation  dé  là  trajectoire  en 
ar  et  ^ ,  ]»rsqu41  y  a  un  nanlieù  '  résistant^  irapportotis<c^k-t^  i  hn 
If*  eà  les  coiArparant  ^nseml^le.  fàkêpDk  ^'tn  o  dans  Pé^fùatlom 
<3);  die  se  réduit  a  -^ ^  =  a*.. ço^^ .Vrf/  !/(  i  -f  j?'*)?'^ 
iÀtégrantmi  obtient  I  par  lemème^îali^idqiiepréôédefiimeâltfi  "• 

,E^/  =  Acos^fl{^^H.iogt^gi4îS*4*i^«)J,   ,V 


aux  points  de  leurs  courbes  r£specti¥e>„où  Jes  ^tauffentes  font 
avec  l'axe  des  x  le  même  angle  ce  ;  ces  arcs  ne  sont  point  décrits 
dans  le  même  temps.  .;  '       .  .      '    *. 

Gomme  s'  ==  a  4oDne  a  =  9 ,  on  trfouye  E  =«:  fli  çps*,9  j  jsiî^sf 


.^n  a 


«'  =  Acos-e  {/--^-£_logta*g  (45«  +  1*)}. 

Mettant  dans  l'équation  (/)  9  pour  la  valeur  qtfè  nous  yéiiôàs 
d'obtenir,  on  parvient  à  cette  relation  remarquable  ^ntr^  leé 
arcs  set/  '   ^  "* 

16 
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^M/_,  ^208^  ou  2a«==log(i  +2a«')  ..é  (*'), 

177.  Cette  relation  est  très  propre  k  faire  connaître  certaine» 
particularités  de  la  trajectoire  cherchée  :  elle  fait  Voir  que  / 
croît  en  tnéine  temps  que  «,  mais  d'une  manière  bien- plus  ra- 
pide. Or  on  toit  que  plus  le  point  qui  termine  Parc  de  parabole 
ADG  (fig.  121)  est  éloigné  de  son  sommet ,  et  plia  la  tai^nte 
à  l'extrémité  de  cet  arc  approdie  d'être  parallèle  i,  son  stjje  :  il 
.  en  résulte  que  la  tangente  menée  2i  l'extrémité  de  l'arc  s  devient 
d'autant  plus  yoisine  de  k  verticale,  que  s  est  plus  grand;  alors 
y  est  très  près  de  l'infini  Pour  savoir  précisément  ce  qui  je  passe 
ahurti  éliminons  j  et^Uie  (2  et  4)>  nous  aurons  en  fonctios  de  y 

la  valeur  de  ^  ^  qui  ferait  connaître,  après  l'inti^ration ,  l'ab* 

scissjB  du  poilàt4e  k^ourbe  dontla  tu^ente  a  une  indinajflon 
^nnée..Maia  s'il  ne  s'agit  que  des  points  de  la  brandie  descen- 
dante "EsF  y  qui  sotit  élcHgués  du  commet  E^  il  faut  intégrer 
«i^tce  deux  v4oim  très  grandes  dey  i  on  peut  donc  négliger 
dans  (4)  devant  y*  les  termes  constans,  et  même  log  y.  Ainsi 

i;^':!:^^*^^  I/intégi*aleest  x  =C ;;7  •  ^  V^  donne  s  fini 

quand  y  est  infini  :  ainsi  la  branche  descendante  £F  a  une 
Asymptotif^^iferticale  IK. 

Si  Ton  fait  s  et  is'  n^atifs  dans  la  formule  (Jk')  \  elle  devient 
—  2âw  =  1<^  (1  —  T'Os'y  :  les  arcs  «  et  «^  sont  pris  de  A  vers  N 
et  N'  sur  les  courbes  EAN ,  DAN'  continuées  eu  deçà  du  point 

A.  L'équation  précédente  donne  «  infini  lorsque  «'  =  -^  ;  ce  qui 
fait  voir  que  si  Von  prend  sur  k  parabole  DAlT,  un  arc  AN'  nu- 
mériquement ^1  à  —  ,  k  tangente  N'  V  au  point  N',  est  pa- 

2A 

rallèle  à  celle  qu'on  mènerait  à  l'infini  sur  la  branche  AN;  ainsi 
k,  trajectoire  a  une  autre  asymptote  NV  parallèle  à  H'  V  :  ce 
qui  fait  voir  que  cette  courbe  est  formée  de  deux  branches  dis- 
semblables. 
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Ï78»  Quoique  l'équation  (£')  ne  soit  pas  en  ar  et  y,  elle  n'est 
pas  moins  propre  a  décrire  et  à  calculer  les  parties  de  la  trajec- 
toire: car  si  Ton  regarde  les  petits  arcs  A6,  ^,  co,.  • .  (fîg.  lat) 
comme  des  Ugnes  droites  ^  leurs  inclinaisons  mutuelles  seront 
très  petites.  On  peut,  par  exemple,  concevoir  les  longueurs  de 
ces  arcs  telles,  que  les  angles  qu'ils  forment  décroissent  de  degié 
en  degré.  Pour  diacun  de  ces  arcs  la  valeur  de  «  sera  connue 
d'avance,  et  la  formule  (0  servira  à  déterminer  la  longueur 
correspondante  de  cet  arc.  Dans  le  triangle  cofy  on  connaîtra 
donc  Fangle  c ,  et  l'hjrpoténuse  co  -,  ainsi  on  pourra  en  calculer 
la  base  cjei  la  hauteur  fb.  En  opérant  de  même  sur  chaque  pe* 
tît  arc ,  et  réunissant  ensuite  les  hases «ntre  elles, >  ajoutant  pa- 
reillement les  hauteurs ,  on  aura  l'abscisse,  l'ordonnée  et  la 
longueur  dé  Fàrc  qui  répondent  k  une  valeur  donnée  de  «  :  il 
faudra  opérer,  séparément  sur  les  deux  branchai*  et  prenârè 
toutes  les  valeurs  intermédiaires  de  d^é  en  degré,  depuis 
#1  =;  9  juscpu'à  «t  =  o  pour  la  branche  ascendante;  et  depuis 
#  =  o  jusqu'à  ce  égal  à  la  valeur  >-  i  tt  qui  répoqd  à  un  point 
déterminé  de  la  branche  descendante.  En  faisant  «=0^  on  au- 
rait la  longueur  entière  de  la  branche  ascendante. 

Ainsi  on  pourra  construire  des  tables  pour  toutes  les  portées 
et  les  inclinaisons.  Le  calcul  de  chaque  trajectoire  n'est  d'âtUeur» 
pas  aussi  long  qu'il  le  paraît  d'abord;  car,  i**. /est  constant 
dans   toute    l'étendue   de   la  même  courbe  ;  2^.  la  quantité 

/  •  V/(  I  +y')  +  log  (y  +  i/i+y^),  calculée  de  de- 
gré en  d^ré ,  servira,  pour  toutes  les  trajectoires  ;  3**.  lorsqu'on 
prend  a^^jt  pour  calculer  la  branche  descendante ,  cette  va-, 
leur  change  de  signe ,  mais  conserve  la  même  grandeur  :  cela  est 
évident  pour  le  i"^  terme,  qui  change  dé  signe  aVecy:  quant  au 
a%  il  devient  log  (  — y  +  V^  1  +y*)  ;  pr  en  multipliant  et 
divisant  le    nombre  par  y  +  V^(  i  +  y*  )  ,   on   obtient 

^S  (y  +  y  ,  +y;)>  qni  équivaut 

—  log  (  J*'  +  V^  I  +  y*  )  ;  4**-  le  calcul  de  la  quantité  va- 
riable est  d'ailleurs  facile  h.  effectuer ,  puisqu'elle  est ^ 

i6.. 
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km  «s 


+  log  tang  (45'»  +  î:  ce  )  ;  5*^.  enfin  vers  le  sommet 
cos*  •         • 

de  la  dourbe  les  arcs  devant  être  fort  petits  ^  afin  de  diminuer  îe 
nombre  des  opérations ,  on  pourra  employer ,  au  lieu  des  cordes^ 
les  arcs  des  cercles  osculateurs.  Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  nops  j 
étendre  sur  cette  matière ,  qu'on  trouvera  suBisamment  détaillée 
dans  le  XI*  cahier  du  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  p.  222 , 
par  M.  Moreaun 

X  79.  L'équation  (/)  ne  donne  point  la  relation  entre  ^r  et  y  ; 
mais  il  est  £eicile  de  l'obtenir  lorsque  l'angle  S  d'impulsion  ini- 
tiale est  fort  petit ,  ce  qui  est  le  cas  du  dr  à  riqocheu  Jln  effet , 
déyeloppojns  V'(  i  +/ *  )  dans  (3) 

— .<?»-'A  =  2ft cos»flc?y'(  I  4-i/*. . . .) 

d'oà  — «««+C=4a^cos*ft(y+^y»..0 

comme  S  est  supposé  très  petit ,  y'  l'est  aussi  à  plus  fprte  raison , 
et  les  termes  du  3*  ordre  sont  négligeables.  On  trouve  C ,  en  fai- 
sant s  =  o  et  y  =  tang  fl  ;  ainsi 

««»' =  I  +  4aA  cos' e  (tang  9  — y) , 

mettant  cette  valeur  dans  (2)  en  place  de  e^^^^ 


dx  = 


!ih  cos'  9  dy 


\  +  4a/i  cos^  9  (tang  9  — y  )  * 

d'où  2a»  =  Ic^  [i  -f.  4aA  cos*  9  (tang  9  —  y')]. / 

La  constante  est  nulle ,  attendu  que  a;  =  o  répond  ày  =  tang  9 . 
Passant  des  log.  aux  nombres,  et  tirant  la  valeur  dé  y\ 


rfx~^"^^       4aÂcos*9' 
enfin  intégrant,  età  cause  que  «=:  0  donne  j^  =0,. 


h  cos*^* 
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Telle  est  Péquatîoti  Ae  la  trajectoire  dans  le  cas  du, ricochet.  '£n 
omettant  la  dernière  fraction,  on  a  une  droite  bien  facile  à  tra- 
cer; pour  décrire  la  courbe ,  il  reslera  à  retrancher  de  chaque 
ordonnée  de  cette  droite  une  quantité  égale  k  la  yaleur  ique 
pr^nd  en  ce  point  cette  fraction  omise,  Taleur  qu'on  ti'ouve  par 
logarithmes.  L'équation  y  ==  x  tang  6  est  celle  de  la  droite,  d'im- 
pulsion que  le  mobile  aurait  parcourue  sans  la  grayité  et  la  ré- 
sistance de  l'air;  les  autres  termes  sont  la  chute  due  à  ces  deu± 
causes.  Le  sommet  ^e  la  courbe  répond  î  y  =t  o  ;  l'abscisse  dé  ce 
point  es^  donné  par 

c*«*  =;  I  -f.  4fl/*  cos*  fl  tang  6,  d'où  aax  =  log  (^  +  2ah  sin  aâ) . 

L'amplitude  du  jet  s'obtient  eu  faisant  j^  =p  o,  et  prenant  là  ya^^ 
leur  de  ;v,  ce  qui  ne  se  peut  que  par  approximation,  parce  que 
l'équation  est  transcendantCt 

III.  l}e8/orce$  centrales. 

180.  Quel  est  le  moupenfent  d^un  corps  j,  qm  iiant  lantoi  dans 
le  vide  apec  une  force  de  projection  quelconquej  est  attiré  vers 
un  point  fixe  par  urie  force  CsNTRjpàrB  ^  dont  V action  varie  à  , 
différentes  distance^  de  ce  point  ? 

Menons  par  le  centre  d'attraction  trois  axes  rectangulaires ,  et 
désignons  par  P  la  yaleur  absolue  de  la  force  centripète  k  un  in- 
stant quelconque  :  le  rayon  yecteur  mené  du  centre  au  lieu  où 
se  trouye  le  mobile  à  cet  instant,  fait  ayec  les  axes  des  angles 

dont  les  cosinus  sont  - ,  - ,  -  ;  ainsi  les  composantes  de  la  foroe 

Po?    Py    Pz     1 
sont  — ,  -^ ,  ' — .  Si  donc  on  prend  c/^  constant,  on  trouye  pour 

les  formules  (6'),  en  obseryant  que  ces  forces  tendent  à  diminuer 
les  coordonnées 

d'x Tx         d'y  _       Py         ^z  _       9z  . 

dt^—      r'      dF  —  '^T'     5"^  — ~T*"-"---^'^' 

11  s^'aglt  d'intégrer  ces  équations. 
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Ona  ra,  b**  1 72>  que  l'on  peut  chasser  i^0es  éc(uati<^s  la  i&fce 
\  et  prouver  que  la  trajectoire  est  dans  un  plan  qm  passe  par  Iç 
neutre  des  forces.  Ce  résultat  ^  qu'on  pouvait  d'ailleurs  prévoir^ 
pennet  de  ne  plus  traiter  le  problème  qu'en  deux  dimensions  9 
en  prenant  pour  plan  des  x^  celui  de  l'orbite.  Soit  doqc  FDM 
(fig.  1 18  et  1 19)  la  trajectoire ,  M  le  lieu  d^  mobile  à  l'instant 
^,  A  le  centre  des  forces ,  Ax  et  Ay  Içs  axes;  on  aura  AP  =  x, 
PM  =^r,  AM  =  r,  et  l'angle  MA»  =  w  :  il  suffira  d'employer  les 
deux  premières  équations  (i),  qui  produisent  (/^  p.  232) 

xdy  — ydx  =  cdt (2).  * 

Le  triangle  rectangle  MAP  donne  pour  la  transformation  en 
coordonnées  polaires 

X  =  r cos  i^,  j^  =  r  sîn  i^,  r*  =  rc*  +  j^*  ) 

d'où  d[r=— rsinw.û?tt  +  c6Stt.û?rA. (3). 

dy=z^     rcosw,(/i^-|-8inM.£/r,j 

Ainsi  on  a  xdy  -^ydx  =  r^du^  ce  qui  change  (2)  en 

r^du  =  cdf (4) . 

Or  on  sait  (172)  que  fr^du  ou  f^xdy  — ydx)  est  le  double  de 
l'aire  i  comprise  entre  deux  rayons  vecteurs  AH  et  AM  dont 
Tun  a  une  position  fixe  ;  donc  cette  aire  4  =  i  c^  +  A  ou  plutôt 
1=1  et,  en  prenant  pour  le  rayon  fixe  AH  celui  qui  passe  par 
le  lieu  du  mobile  lorsque  /=o.  Ainsi  quelle  que  soit  la  force 
centrale  j  Vaire  décrite  par  le  rayon»  vecteur  pendant  le  temps  t, 
est  proportionnelle  à  ce  temps. 

Prenons  sur  le  rayon  vecteur  AM  un  point  distant  dit  centre 
A'd'utie  longueur  égale  à  l'unité  ;  ce  point  décrit  une  circonfé- 
rence lorsque  le  rayon  Tccteur  suit  le  corps  M  dans  son  orbite, 
et  la  vitesse  que  ce  point  prend  à  cbaque  instant ,  mesure  celle 
du  rayon ,  et  par  conséquent  celle  du  corps  :  c'est  ce  qu'on  ap- 
pelle la  vitesse  angulaire  du  rayon  vecteur  j  elle  est  exprimée  par 

—  —  —=:»  j   donc  la  vitesse  angulaire  est  réciproquement 
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praporHonnelie  au  carré  de  la  difkmce  du  mobile  au  centre. 
Abaissons  de  Forigine  A  (fîg.  1 18)  une  perpendiculaire  Al  sur, 
la  tangente  en  M;  la  longueur  ^de  cette  ligne  est 


j^ xdy-^ydx    cdt  _^  c 

~  \/{dx^+dp\  ~d^  ~  7^' 


V{dx-+dy^) 

m 

en  faisant  usage  des  valeurs  (2  et  4)  ^  et  à  cause  que  là  yitesse 

^  =  ^  :  ainsi  la  vitesse  effective  du  mobile^  dans  un  lieu  quel- 

conque  de  son  orbite^  est  réciproque  à  la  longueur  de  la  perpen- 
diculaire menée  du  centre  sur  la  tangente  en  ce  point 

181.  Reprenons  les  deux  premières  équations  (ï),  et  multi- 
plions-les  respeetiyement  par  dt,  dy^  puis  ajoutons  ;  nous  aurons^ 
à  cause  de  jpc6p  4~  ^^ = '^'V 

dx.d^x  +  dy.d^y 

5^5 =  —  Pt^r . 

Comme  Pintensité  de  la  force  P  Tarie,  par  hypothèse,  arec  la 
distance  au  centre,  P  est  supposé  une  fonction  connue  de  r  5  ainsi 
l'intégrale  fVdr  est  facile  à  trouver,  faisons 

/  .  /Pc/r:=4/+«,       • 

«  étant  la  constante  arbitraire  ;  il  vient 

dx^  +  dy"^  /.    .      . 

Cette  équation  est  celle  des  forces  vives  (170)  :  et  les  formuler 
(2)  et  (5)  sont  les  deux  intégrales  du  premier  ordre  des  équa- 
tions (O^^qu'eUes  doivent  remplacer.  Les  constantes  a  et  c  sont 
engagées  dans  ces  formides  avec  des  quantités  qui  déterminent 
la  vitesse  du  corps  ^  elles  dépendent  donc  de  la  force  de  pro- 
jection ,  ou ,  si  Ton  veut,  de  la  vitesse  en  un  point  déterminé  de, 
l'orbite. 

Si  l'on  conçoit,  sur  une  ligne  ^Iconque  kx,  un  autre  mobile, 


Digitized  by  VjOOQ IC 


246^  VYH^AXaX^J^  '     { 

slMt^^  Tf r6  le  |foint  A  par  la  même  force  P^  VéqHh[ifm,f^^k==^pdt^ 
(i53 j e) ^étermiiiera  les  lois  ^  son  mouyement  reQim%Wyet 
comme  cfe = — dry  f^ =— P^,  d'où  i^*=  —  2  (  -vj/  +  «')•  Ainsi 
la  vitesse  de  ce  second  mobile  sera  la  même  que  celle  du  premier^ 
à  même  distance  du  centre^  poorru  ^u'tdie  fois  ils  aient  eu  tous 
deux  la  même  vitesse  pour  des  .distances  ^ales  ]  car  alors  a,^=tt' . 
C'est  la  4o*  proposition,  section  VIII,  du  livre  des  Principes  de 
lîewlon. 

TraQ3fi>r|]!K>nfl  les^oocMcdonnée&dani  l'éqnaticm  (5)  ;  il  vient  les 
deux  intégrales  du  premier  ordre 

en  ^liininant  di,  on  a  pour  l'équation  de  la  trajectoire 

et  comme  les  variables  i^  et  r  sont  séparées  ^  on  pourra  int^er 
et'conjtruire  :  il  faut  en  dire  autant  de  l'équation  (4)i  cdtr^r^du,^^ 
puisque  du  est  connu  en  fonction  de  ry  on  a  donc  le  lieu  du  mo^ 
bile  à  chaque  instant.  Le  radical  porte  ici  le  signe  i:,  et  on  devra 
préférer  le  signe  +  lorsque  w  et  r  croîtront  ensemble ,  et  le  signe 
—  dans  le  cas  contraire f  cô  qui  lie  dépend  que  de  l'impulsion 
donnée  au  corps 

182.  I^renons  le  cas  ou  la  force  est  proportionnelle  à  la  di- 
stance :  supposons  dcplus  que  le  mobile  posé  en  F  (fig.  118)  ait 
reçu  uiie  impulsion  dans  une  direction  F  V  perpendiculaire  à  AF, 
V  désignant  la  vitesse  imprimée.  On  aura  P=/«r,  fc  étant  une  con- 
stante qi|î  représente  TtAtensité  de  la  force  centrale,  lorsque  la> 
distance  r^^J.  On  en  déduit  %^=4^,et  f^^c^-^/tr*— îjvst:  or  V 
est  la  valeur  de  <^  lorsque  y  =  AFssa,  ainsi  -—a^issY^+iw^  ^  de  ' 

^us,  la  vitesse  angulaire  du  rayon  AF  étant  »  =  ^ ,  (180),  on* 

en  conclut  pour  la  vitesse  en  F,  ^ = a  »  î=:  -,  mais  cette  vitesse 
est  V,  donc  c  =  aV.  Telles  s(>nt  les  vakws  des  constantes  c  et 
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eu  dans  le  cas  présent:  on  Toit  comment  elles  dépendent  de  la^ 
force  de  projection,  et  ce  qu'il  faudrait  faire  pour  les  déter- 
miner dans  toute  autre  hypothèse.  Nos  taleurs  6  et  6  deviennent 
donc 

'    '  _  a\dr 

On  a  mis  ici  le  signe — parce  que  u  décroît  tandis  que  r  croit.  Or 
il  est  facile  de  décomposer  le  radical  en  deux  facteurs,  ^ — V 
eto*— r*:  ainsi 

,_  —àVcir 

Pour   intégrer  '  cette  fori&ule,  on  fait  {/  i  a*  —  r*  )  =  pr^. 

d*oii  r  =  —77 : — rr  *•  substituant  pour  r  et  dr  leurs  Taleurs. 

on  a 


duz 


^(^a*— V*— yy)* 


Uintégrale  est  i^  =  arc(sin  =  ^^^a^y^-j); 

comme  r=:AF=a  donne  M=^*r    et  p/zn.o,  la  constante 
est  nuUe^  Remettant  pour  />  sa  râleur  en^r,  on  a. . .  ^  • . . . 
V*  (  a*  —  7^  )  =  r*  (^*— V^)  sin*  i*  ;  puis  repassant  aux  coor- 
données rectangles  à  l'aide  des  formules  (3)',  on  obtient 

équation  dWe  eBipse  dont  le  centre  est  à  l'origine  A',  et  dont 

V 
les  demi-axes  sont  a  et  •— ;—  :  le  sommet  est  en  F. 

Dans  une  eUipsedont  a  et  b  sont  les  demi  -  axes>  on  troure 
aisément  pour  la  perpendiculaire  AI  abaissée  sur. la  tang^ite, 

^  .=  v{«*-;r\(«'~^TJ '  ^ ^^"^  ^^*'**  ^^^^""^  ^^  ^ ''^" 
pond  à  *  =  o ,  la  plus  grande  à  a?  =  a  *,  l'une  est  b,  l'autre  est 
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a  !  <)r  /  S3-^  ainsi  la  plus  grande  yitesse  est  a  (/a^  à  Pextrémité 

Ddu  petit  axe^  la  plus  petite  est  V^  elle  a  lieu  à  Fei^trémité  F 

V 

du  grand  axe.  Ckmme  &== -r^yon  a  pour  kfitesseeu un  point 

M  quelconque 

^««•/•— '•(^  — ^)- 

Au  reste  ces  diferses  circonstMices  sont  données  par  Péquation 

Soit  ^  l'aire  TSÀM  ;  les  aires  sont  proportionnelles  aux  temps  'y 

et  puisque  ^  o  est  l'aire  décrite  pendant  l'unité  de  temps  ^  on  a 

t  t  al  ,       *  , 

J  =    ,  y  »  ou  /=  -==•;  équation  qui  donne  le  lieu  du  mobile 

i  chaque  instant:  l'aire  totale=rad  (Cours  de  Matb.^  n^  8o5^  TV), 
le  temps  T  de  la  réyolution  entière  est  donc 

m  b         2'7r 

Ce  temps  est  le  même  (i44)  qu'emploierait  un  mobile  k  décrire 
un  cercle  de  rayon  b  avec  la  Titesse  uniforme  Y  :  et  oomme  il 
est  indépendant  de  a^  6  et  Y^  on  voit  que  plusieurs  corps  dé^ 
criçent  leurs  ellipses  autour  du  même  centre  d*attracùon,  dur 
rant  le  même  temps* 

i83.  Traitons 9  pour  dernier  exemple,  le  cas  de  la  nature  ; 
c'est  celui  où  la  force  P  est  en  raison  inyerse  des  carrés  des  di- 

Stances,  ce  qui  suppose?  =  -^^  ^=—  -,  d'où 

Pour  intégrer  cette  dernière  équation ,  supposons*. 

r  = : — ,  et  substituons  pour  r  et  A-  leurs  valeurs;  en  faî- 
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sant,  pour  abréger ,  ^•—  2«c*  ==  k\  il  vient ,  tout  calcul  fait, 

du  =       .  11^  >  \  >  ^^^*  l'intégrale  est 

*^v  ^        P    )  I  •  \ 

w=:tf +  arcrcQS=^  Y  ou  p  =  icos(M  —  O- 

Remettant  pourp  sa  valeur  —  —  ^, on  a  enfin  pour  équation 
de  l'orbite 

Cela  posé  (  Cours  de  Matb.^  n**  ^99  )  ;  on  sait  que  la  longueur 
du  rayon  vecteur  r  ==  AM..(  ^.  119),  mené  du-fbycr  À  à  Fun 
des'points  M  d'une  eilipse^  est 


I   +   «  008  •  ' 


a  étant  le  demi-grand  axe  OH,  i  l'angle  variable  M  AH,  O  le 
centre  de  l'ellipse,  e  le  rapport  de  l'excentricité  O  A  au  demvgrand 
axe.  Prenons  une  autre  droite  quelconque  Ax  passant  en  A  et 
faisant  avec  le  grand  axe  AH  un  angle  é  ;  nous  aurons,  en  nom- 
mant u  l'angle  Mkx ,  i  =:=  i^  —  tf  :  donc  l'éqtiation  de  l'ellipse , 
rapportée  à  une  droite  quelconque  Ax  menée  par  le  foyer 
A ,  est 

^   _J    +  g  C03   (  ^  "^  é-)  , 

7' â(i  -a*)  '      "^- 

En  comparant  cette  équation  à  celle  de  notre  trajectoire ,  on  re- 
connaît qu'elles  deviennent  identiques ,  lorsqu'on  pose 

^  f  \^  ^  ^  ^ 

—=  a    (l    —•«*),  «=-     ou     —  =  — 7 r-r* 

Ces  équations  sont  propres  à  déterminer  dans  tous  les  cas  les 
constantes  âs  et  «  de  l'ellipse,  et  on  a 
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d'où  il  suit  que  notre  courbe  est  1^le  Ellipse  dont  le  foyer  est 
an  centre  d'attraction ,  et  qu'on  peut  aisément  décrire  lorsque 
les  constantes  a ^  eeXê  sont  connues^  puisqu'on  connaît  alors  la 
position  et  la  longueur  du  grand  ase  ^  ainsi  que  l'excentricité. 
Ces  constantes  dépendent  delà  force  de  projection ,  ou,  si  l'on 
Teut^de  la  Titesse  du  corps  à  un  instant  et  dans  une  position 
déterminés.  On  doit  remarquer  ici  que  l'équ&tion  (7)  appartient 
à  la  Parabole  quand  e=.i  ^  ou  a=:oo,ce  qui  arriy9}orsque 
vt  =  ^ ,  et  par  conséquent  n  =;  o  ;  et  qu'elle  est  celle  d'une  Uy  - 
perbole  lorsque  k  esf^  fi,  auquel  cas  a  et  ât  sont  négatifs  :  alocs 
la  trajectoire  n'est  plus  une  ellipse ,  mais  dans  tous  ces  cas  elle 
est  une  section  conique. 

Comme  ^  c  est  l'aire  décriter  dans  l'unité  de  temps .,  on  a  par  la 
proportionnalité  des  aires  aux  temps  ^  en  désignant  par  T  le 

temps  d'une  réyolutton  entière  ;  —  = ^rf '  ,  car 

l'aii-e  de  Fellip^  est  ^cA  =   ^a*  V  {^  — ^)  •  ^^^^i  i  —  «* 

étant  =  — ,  on  a  ' 

Pour  un  corps  décrivant  une  autre  ellipse  - —  serait  le  même 

coefficient  :  ainsi  les  carrés  des  temps  des  résolutions  sont  comme 
les  cubes  des  grands  axes  des  orbites, 
La  vitesse  à  chaque  instant  est  donnée  par  Ift  formule 

v^  =  2  r -T-  *-  lê  y,  la  valeur  est  la  plus  grande  ou  la  plus  petite, 

suivant  que  r  est  lui-même  plus  petit  ou  plus  grand ,  ce  qui  ar- 
rive aux  deux  sommets  ;  donp  la  vitesse  est  minim.um  en  F  et 
maximum  en  H  ',  ces  deux  points  se  nomment  les  Apsides  ;  Il  e§t 
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le  PérihilU  (*)  ;  F  ast  V Aphélie.  La  formule  ^  =  -   donne  la 

xnême  conséquence. 

L'équation  (4)  r^du  =  cdt  va  nous  donner  le  lieu  du  corps  à 
chaque  instant;  en  effet  ^  substituons-y  la  valeur  de  du  en  r  et 

ifr^  et  mettons  pour  c*  et  m  leurs  valeurs  âjK  (  i  — -«* )  et  —  , 


nous  aurons 


1//X   y/jar-^-ad-*')  } 


en  intégrant  9  on  a  ^en  fonction  de  r.  Pour  y  parvenir  ^  faisons 
r  s=;ii  (  I  —  «  cosA),,et  mettons  pour  r  étdr  leur»  valeurs,  il 

3 

viendra    VVe  •  ûbiara*  (  i  — ecoftA)û?X:  onintëgreet  baissait 

a  •  j/^  ==  7^ ,  on  a  w/  +  B  =  A  —  «  sin  A;  6  e3t  la  constante 
arbitraire  :  mais  si  Ton  veut  compter  les  temps  à  partir  de  celui 
ou  le  corps  a  passé  au  périhélie  H,  B  est  nul,  parce  que  u  =^  § 
donne  r  =  AH  =  a(i  —  tf)^(ce  qui  est  d'ailleurs  visible  )  va- 
leur qui  répond  à  cos  A  =  i ,  ou  A  =  o.  On  a  donc 

i»f=A—  #8inA,   rz=a  (i— «cosA) (8)i 

Jl^audrait  éliminer  A;  mais  la  difficulté  des  calculs  fait  préférer 
de  laisser  cet  angle  ét^e  s'en  lervir  comme  d'un  auxiliaire  :  on 
le  nomme  Anomalie  (^^)  excentrique.  On  peut  aussi  compter 
les  arcs  u,  à  partir  de  AH,  ce  qui  donne  tf  =  o  :  l'angl^  u  est 
alors  ce  qu'on  nomme  V  Anomalie  vraie  :  on  nomme  ni  V Ano- 
malie nioyenne.  Pour  obtenir  la  relation  entre  ^  et  i^ ,  mettons 
pour  r  dans  l'équation  (7)  sa  valeur  (8),  il  vient ., 


(*)  ApHÉns,  de  ««■&,  ab,  longà;  i^Moc»  sol:  loin  du  soleil. 

PiaiHELiE,  de  «f^i,  circa;  nKiùÇf  sol:  autour  du  «oieil. 

(**)  AiroBLàLiE,  de  a  privatif  ;oju«tA.oc>  œqualis,  régulier:  ce  mot  signifie  ir- 
régularité, parce  que  Panomalie  est  en  effet  la  loi  des  irrëgularitcs  apparentes 
de^  TDOuTemens  planétaires,  car  elle  est  l'angle  formé  par  les  lignes  des  ap-* 
sides  et  le  rayon  vecteur  mon^.au  lieu  réel  ou  moyen  de  la  planète. 
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I  *—  é*        . 

I  —  <  cosA  =  — :  on  en  tire  les  Taleurs  de. . . .  • 

,  I  +  ecosu 

l'^coBXeti+coi  A ,  qui ,  dtyisées  Tune  par  Fautre, 

donnent 

Les  équations  (8)  et  (9)  serrent  à  déterminer  les  quantités  r,  i 
et  u  lorsqu'on  connaît  une  d'elles^  elles  complètent  la  résolotioa 
du  problème^ 

Bons  arrmis  dit  que  les  constantes  «,  c  et  I  sont  données  par 
la  connaissance  de  l'état  du  mcdiile  à  un  instant  déterminé.  Pour 
montrer  la  manière  d'en  trouyer  la  Valeur ,  supposons  qu'en  un 
certain  point  H  (fig.  i  ig)  distant  de  l'origine  A  de  AH  =  /*,  la 
vitesse  ait  été  Y  perpendiculaire  à  AH  ;  soit  que  cet  effet  ait  été 
produit  par  l'état  antérieur  du  corps  déjà  mu  dans  l'orbite  de* 
puis  long-temps  I  soit  qu'il  ait  été  le  résultat  de  la  force  de  pro- 
jection ;  la  valeur  de  ^  donne 

V*  =  2  (  ^-  •  ),d'où  «  =^_  1  V«. 

Pe  même  la  vitesse  angulaire  «  du  rayon  vecteur  AH  étant 

V         c 
M  =  —  =  ^1  (m  a  C  =/V  :  on  lire  de  là  les  équations 

i^- V=î2^  (^-j;),  et  it=^-/V«. 

La  première  donne  la  vitesse  à  cbaque  instant  :  la  seconde 
montre  que  tf  =  o,  car  r  =  /  doit  donner  w  =  o ,  ainsi  AR  se 
confond  avec  kx  et  est  la  direction  de  l'axe  de  l'ellipse  dont  le^ 
dimensions  sont  maintenant  connues. 

184.  Nous  terminerons  ce  chapitre  en  traitant  le  cas  du 
mouvement  parabolique.  Il  faut  pour  cela  faire  ^  =  i ,  a  =  00  j 
la.  quantité  a  (  i  — e")  représente  la  distance  périhélie  AJI> 
nous  la  désignerons  par  D.  L'é<{uation  (7)  devient  alors    * 
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i  cause  de  2  CQ6*  J  m=  i  +  cosu:  telle  est  donc  Féquationpo* 
laire  de  la  parabole.  La  valeur  de  di  devient 

^<m  n'ajoute  fam  de  constante ,  puisqu'on  peut  compter  les  temps, 
de  sorte  que  r=2D  donne  ^  =  o.  On  peut  aussi  déduire  t  en 
fonction  de  l'anomalie  Traie  u]  il  suflKt  pour  cela  de  mettre  pour 

V  r  sa  Taknr  ;<tiii  A  ainsi 

or  le  second  £acteur  yariable  équivaut  k  tang  î  m;  le  fNremier  k 
3  +  -'  "^,T'  *"  =  3  +  tang-i  ujdonc 

*=D«  V/^{  tungitt  +  itangn^*  }. 

IV.  Dé  la  Gravitation  universelle. 

liiS.  Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  d'applique 
au  mouvement  des  planètes  autour  du  soleil^  parce  que  les 
corps  s'attirent  en  raison  directe  des  masses  et  inverse  des  carrés 
dés  distances»  Ce  n'est  pas  d'après  l'exacte  concordance  des  ré- 
sultats que  nous  venons  de  trouver  avec  les  phénomènes  de  la 
phjsîque  céleste ,  qpie  nous  établissons  cette  vérité  ;  mais  nous 
allons  praidre  le  problème  en  sens  inverse  pour  remonter  des 
phénomènes  connus  à  leur  cause  ;  car  les  équations  (J/)  ne  sont 
pas  seulement  propres  à  faire  connaître  le  mouvement  produit 
par  des  forces  données;  mais  encore  à  déterminer  la  nature  de^ 
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forces ,  lorsqae  les  circonstances  du  monvement  soht  connues  : 
ce  qui  suit  peut  en  servir  d'exemple. 

Nous  regarderons  ici  les  lois  de  Kepler  comme  démontrées 
par  l'obseryation  :  les  détails  dans  lesquels  nous  serions  obligés 
d'entrer  pour  exposer  comment  on  a  pu  connaître  ces  lob  >  nous 
écarteraient  trop  du  but  que  nous  nous  proposons  ;  c'est  pour- 
quoi nous  renvoyons  à  V Exposition  du  Système  du  Monde  de 
liiplacei  et;  à  notre  Ufanogràphie,  ïjes  phénomènes  qui  servent 
de  base  k  la  théorie  que  nous  voulons  exposer,  sont  connus  sous 
}a  dénomination  de  lois  d^  Képl^ ,  du  nom  du  ssiast  qui  les  a 
découvertes  :  voici  leur  énoncé. 

.^  I*.  Les  aires  décrites  autour  du  cehim  du  êoleH,pmt les  rayons 
vecteurs  des  planètes  ,  sont  proportionne lUê  aucB  àemps  employés 
4  les  décrire. 

2^.  Les  orbes  planétaires  sonê  des  ellipses  dont  6  cerUre  du  so-^ 
leil  occupe  un  desjbyers*  r  ■      ,     ^    J  ' 

3^  Les  carrés  des  temps  des  révolutions  des  planètes  j  sont 
entre  eux  comme  les  cubes  des  grands  axes  de  leurs  orbites. 

Nous  regarderons  donc  ici  ces  lois,  comme  des  vêtîtes  duesà 
l'expérience  :  Kepler  les  a  obtenues  par  une  longue  suit^  d'ob- 
servations ;  on  les  a  depuis  confirmées,  et  il  est  impossible  d'éle- 
ver le  plus  léger  doute  à  cet  éguti*  Gonsidérolis  le  soleil  et  une 
planète,  telle  que  la  terre,  par  exemple. 

i86.  Soient  x  et  y  les  coordonnées  rectangles  AP  et  PM 
(fig.  119)  du  lieu  d'uUB  planète  M  dans  son  orbite  FDM ,  l'ori- 
gine A  étant  au  centre  du  soleil  :  nommons  de  plus  X  et  T  les 
forces  dont  cette  planète  est  animée  dans  son  mouvement  au- 
tour du  soleil ,  i^arallèlement  aux  axes  des  x  et  des  y  :  les  équa- 
tions (&')  ,  sont  d^x  i=:  XûÎ/*,  d^y  =  Ydf^  ;  dt  est  ici  constant.  Si 
Pon  retranche  les  produits  respectifs  de  ces  deux  équations ,  par 
y  et  par  a;  ,  on  a  x.d'y  — y .  d^x  =  (a?T  — j'X)  dt^ .  Le  premier 
membre  est  la  différentielle  de  x,dy  -^y.dx  :  or  on  a  vu  (172) 
tp.ef{xdy  ^^ydx)  est  le  double  de  l'aire  que  décrit  le  rayon 
vecteur  AM  de  la  planète,  pendant  le  temps  t,  autour  du  soleil  : 
d'après  la  première  loi  de  Kepler,  cette  aire  étant  proportion- 
nelle au  temps ,  on  a  f(xdy  '^ydx)  =  et  ;  d'où  Pon  tire 
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xdy — ydx  =  cdi,  et  Ya;  —  Xy  =  o. 

Il  suit  de  là  (172)  que  les  forces  X  et  Y  opt  leur  résultante 
dirigée  vers  le  centre  du  soleil  ^  qui  est  à  l'origine  des  coordon- 
nées. D'ailleurs  la  courbe  décrite  par  la  planète  étant  cohcaye 
vers  le  soleil,  il  est  visible  que  la  force  qui  fait  décrire  cette 
courbe  tend  vers  ce  point.  La  loi  des  aires  proportioni^elles  aux 
temps  employés  à  les  décrire ,  nous  conduit  donc  à  ce  premier 
résultat  remarquable,  la  force  qui  sollicite  chaque  planète  est 
dirigée  vers  le  centre  du  soleil, 

187.  Déterminons  la  loi  suivant  laquelle  cette  force  agit  à 
différentes  distances  de  cet  astre  :  il  est  clair  que  les  planètes^ 
s'approcbant  et  s'éloignant  alternativement  du  soleil  à  chaque 
révolution,  la  nature  du  mouvement  elliptique  doit  nous  con- 
duire à  cette  loi.  Reprenons  dans  cette  vue  les  équations 

d^x  +  Xû?^  =  o,  ûPj^  +  Yc?^  =  o  ;  les  signes  des  forces  X  et  T 
sont  changés,  parce  qu'elles  tendent  à  diminuer  les  coordon- 
nées :  en  ajoutant  les  produits  respectifs  de  ces  équations  par 
dxek  dy^on  ^  dx.d'x-^dyld^y.^ÇLdx'^^Ydy)  <f^»=:oj  el 
comme  la  première  partie  est  la  différentielle  de  \  {dx'^  +  û^")  , 

1         xdy-—ydx 
en  mtegrant ,  et  mettant  pour  dt  sa-  valeur  — ^ — - —  ,  don-* 

née  par  la  loi  de  la  proportionnalité  des  aires  décrites  aux 
temps,  on  a 

P^^  +  .n^dx+Ydy)  =  o. 
{xdy—ydxY^  J  ^  ^       -^  ' 

La  constante  arbitraire  est  comprise  daûs  le  signe  /.  Transfor- 
mons, pour  plus  de  facilité,  les  variables  x  et  j,  en  coordon- 
nées polaires  j  et  pour  cela  ayons  recours  aux  formules  (3)  du 
n"*  180  dans  lesquelles  r  est  le  rayon  vecteur  AM  (fig.  1 19)  mené 
par  les  centres  du  soleil  et  de  la  planète,  u  l'angle  MAx  qu'il 
forme  avec  Taxe  des  x'.  On  trouve  dx""  +  dy"" -=:^  r^'du'' +  dr""  et 
xdy  -^ydx  =  r^diu  Soit  ^  la  forcé  qui  agit  sur  la  planète  ;  X  et  Y 
en  sont  les  composantes,  donc  X=^Cosï^,  Y  =  ^sini^,  et 
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Xdx  +  Yû^  ==  ^  dn  Notre  équation  est  donc  changée  en 

Si  kl  Ibroè  f  était  ooanne  en  fonetioii  de  r^  cette  éçoàtioii  ferait 
COAnahre  la  rektlon  çn  r  et  i#  qui  appartient  à  la  trajectoire  \ 
mais  eqoBime  ici  cette  omrbe  est  donnée,  tandis  qu'an  contraire 
f  nte  Vest  point  ^  il  £Dint  tntrod«ire  la  relation  ai  r<et  u  qui  appar- 
tient à  l'ellipse,  et  employer  cette  équation  \  déterminer  f .  Elle 
se  met  sous  la  forme 

En  difiSrenciant  on  ditient 

On  a  vu  (i83)  <|ùè  Téqûati^n  polaire  del'eHipie  est  (7) 
I  1  +go<»(^  —  O 

e  désigne  le  rapport  de  l'excentricité  au  demi-grand  axe  a,  9  est 

l'angle  qlte  celui-ci  fait  a^ec  un  axe  fixe  kx^  u  est  l'angle  yarîa- 

ble  VLkx  que  cet  axe  fait  avec  le  rayon  lecteur  AM.=  r.  Pour 

introduire  cette  Talèiïr  dans  celle  de  f ,  on  différencie  et  on  a 

dr  èsin(M— fl)      ^  ,  .    ,         .x  ,  «  .1    ,    , 

PSÎ  =    ai\—^^   '  etoneBchassesm(i*-*«)  a  l'aide  de  la 

pjnteédeùte  qui  donné  e  cos  (  m  —  «  ) ,  dont  le  carré  retranché  de 
^produit 

«\      /  û?r  Y  _        f .^ ; 


Digitized  by  VjOOQIC 


idm 
la  yaleur  de  ^  devient  donc 


La  ditférentielle  du  second  membre  est  —  -7 -r—  H -5-  : 


'en  faisant  la  constante  —r^ — ^-T^  ^^  ^  î  ^^"^^  ^^  ^^  ?^  ^*  ^'*" 

Hues  despktnètes  sont  elliptiques^  on  concUu  que  la  forets  q^i  les 

anime  est  réciproque  au  carré  de  la  distance  du  centre  de  ^es 

astres  à  celui  du  soleil.  t 

188.  L'intensité  de  la  force  f ,  rciatiyeioent  à  chaque  pknèt^^ 

dépend  du  coefiici^  h\  les  lois  de  Képkr  donnent  encore  le 

moyen  de  la  déterminer.  En  effets  si  l'on  nomme  T  le  temps  de 

la >éyolution  d'une  planète,  l'aire  que  son  rayon  yecteur  décrit 

pendant  ce  temps  sera  la  surface  même  de  l'ellipse  planétaire} 

cette  surface  estjraè=ira'|/(i — «*);  mais  on  a,  d'après  la 

^ct  t 

premifere  loi  de  Kepler,  — ^^.    .^  ^\  ^^  t  ^  ®*  d'après  la  troî- 

sième,  T'^=m^a^,  m  étant  un  coefficient  constant  pour  toutM 
les  {^anëtes  :  on  a  donc  c^m^:=^  4^  a  (  i  -^  e"  ) ,  d'où 


A=: 


-.4^- 


a(i  —  tf*)       OT* 


et  ^==^XjJ (/T.'). 

Le  coefficient  ^-^  étant  le  même  pour  toutes  les  planètes,  tl  en 

fésplte  que  pour  chacun  de  ces  corps  la  force  ^  est  réciproque 
an  carré  d^s  distances  au  centre  du  soleil,  et  qu'elle  ne  yarie 
d'un  corps  à  l'autre  qu'à  raison  de  ces  distances  \  d'où  il  sui V 
qu'elle  est  la  même  pour  tous  ces  corps  supposés  à  égale  c)#stan<:ié 
du  soleil.  Ainsi  lés  planètes  abandonnées  à  leur  gravité  vers  cet 

17.. 
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satre,  tomberaient,  dans  ce  cas,  en  temps  égal,  d'égales  liau^ 
teurs,  en  sorte  que  leur  poids  serait  proportionnel  à  leur 
niasse,   ' 

189.  Nous  Yoîlà  donc  conduits^  par  lés  belles  lois  de  Kepler, 
à  regarder  le  centre  du  soleil  comme  le  foyer  d'une  force  attrac- 
tiye  qui  s'étend  à  l'infini  dans  tons  les  sens,  et  décroit  en  rai- 
son du  carré  des  distances.  La  loi  de  la  proportionnalité  des  aires 
décrites  par  les  rayons  vecteurs  ^  aux  temps  employés  à  les  dé- 
crire ,  nous  montre  que  la  force  prihcipale  qui  sollicite  les  pla- 
nètes est  constamment  dirigée  vers  le  centre  du  soleil.  L'ellîpti- 
cité  des  orbes  planétaires  prouve  que  poUr  chaque  planète  cette 
force  (Bst  réciproque  au  carré  de  sa  distance  au  soleil  ;  enfin  de  la 
proportionnalité  des  carrés  des  temps  des  résolutions  aux  cubes 
des  grands  axes  des  orbites,  il  résulte  que  cette  force  est  la  même 
pour  toutes  les  planètes  placées  à  égales  distances  du  soleil  :  en 
sorte  que  dans  te  cas  ces  corps  se  précipiteraient  vers  lui  avec  la 
même  vitesse  ;  d'où  l'on  conclut  que  la  gravitation  est  propor- 
tionnelle à  la  masse. 

Puisque  la  loi  de  l'attraction  est  connue ,  on  peut  obtenir  une 
première  approximation  du  mouvement  des  corps  célestes ,  eu 
supposant  que  les  masses  des  planètes  sont  trop  petites  et  trop 
éloignées  les  unes  des  autres  pour  s'influencer.  Cette  hypothèse 
permet  de  considérer  les  phénomènes  pour  chaque  planète  > 
comme  si  ce  corps  existait  seul  avec  le  soleil  ;  et  la  théorie  expo- 
sée dans  le  chapitre  précédent  s'applique  directement.  Seulement 
chaque  pls^nète  n'a  une  orbite  connue  que  lorsqu'on  a  préalaWe-^ 
ment  déterminé  les  constantes. 

Ainsi   soit  M  la  masse   du  soleil ,  m  celle  de  la  planète. 

— ,  —  sont  leurs  attractions;  chacune  tend  à  attirer  l'un  des  astres 
r*  r* 

vers  l'autre  :  si  donc  on  veut  regarder  le  soleil  comme  fixe,  il  faut 

M         .  , 

concevoir  la  force  —  appliquée  à  la  planète  en  sens  contraire  ; 

ainsi  le  mouvement  relatif  est  àh  à  la  somme  de  ces  forces  ou 
-—^ — ,  de  sorte  que  /t  -z:  M  -f-  m ,  à  moins  qu'on  ne  néglige 
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m  relatiyeiaént  à  M^  ce  qui  saffît  pour  une  première  approxi- 
mation. 

Il  est  en  outre  nécessaire  de  connaître ^  pour  cliaque  planète^ 
sept  quantités ,  que  l'on  nomme  les  Êlémens  du  Moupènuut  el- 
liptique. Cvoq  de  ses  élémens ,  relatifs  a^  mouvement  dans  l'el- 
lipse,  sont  I**.  la  durée  T  de  la  révolution  sidérale  ;  2**.  le  demi- 
grand  axe  a  de  l'orbite  y  ou  la  moyenne  distance  de  la  planète 
au  soleil;  3^  l'excentricité  l:=:ae)  4°.  la  longitude  moyenne  de 
la  planète  à  une  époque  donnée  >  afin  de  déterminer  Y  ;*  5^  la 
longitude  â  du  périhélie  à  la  même  époque.  Les  deux  autres  élé- 
mens se  rapportent  à  la  position  de  l'orbite,  et  sont  i?.  la  longi- 
tude, a  une  époque  donnée ,  des  noeuds  de  l'orbite;  2M'inclinai-. 
son  de  l'orbite.  V.  V  Uranographie. 

L'équation  d'ellipse  que  nous  avons  employée  n'app^tiei^t 
pas  seulement  à  cette  courbe:  lorsque  e  est>  1  et  a  nég^if^^dle 
est  celle  d'une  hyperbole;  et  elle  devient  enfin  celle  d'une  para-, 
bole,  lorsque  «  =  i  et^  =  00.  Quoique  ces  deux  circonstanf^çs 
ne  se  rencontrent  point  dans  le  système  céleste,  cepep^^iit 
comme  les  comètes  décrivent  des  orbes,  autres  peu  près  p^ri^boli- 
ques ,  on  voit  que  la  loi  d'attraetioa  est  encore  vraie  pour  c^  as- 
tres; et  leur  iuouvem.ent  est  alors  déterminé  par  les  .forinulés  di^ 
n°  184.  Les  lois  de  Kepler  s'appliquent  également  aux  &^//f/«^ 
des  planètes,  qui  ont  autour  d'elles  un  mouvement  relatiftà  .peu 
près  comme  si  elles  étaient  immobiles;  ces  satellites  gravitent 
donc  suivant  les  mêmes  lois.  Le  soleil  et  les  planètes  qui  ont  des 
satellites ,  sont  par  conséquent  douées  d'une  force  attractive  qui , 
en  décroissant  à  l'infini  réciproquement  au  carré  des  dijstances, 
embrasse  dans  s^  sphère  d'activité  tous  les  corps,  y  analogie 
nous  porte  à  penser  qu'une  pareille  force  réside  généralement 
dans  \es  autres  planètes  et  dans  les  comètes  *.  maison  peut  s'en 
assurer  directement  de  cette  manière.  C'est  une  loi  constante 
de  la  nature,  qu'un  corps  ne  peut  agir  sur  un  autre,  sans  en 
éprouver  une  réaction  égale  et  contraire  ;  ainsi  les  planètes  et 
les  comètes  étant  attirées  vers  le  soleil,  elles  doivent  attirer  .cet 
astre  suivant  la  même  loi.  Les  satellites  attirent  parxla  même 
raison  leur  planète;  cette  propriété  attractive  est  donc  comr 


Digitized  by  VjOOQ IC 


Baune  aux  planètes,  auï  oomMas  et  aux  sét^ilei»  et  pari 
conséquent  on  peut  regarder  la  gravitation  des  corps .  ce- 
Jestes  1^  uns  rérs  les  autres  eomme  une  propriété  gébé^le  de 
cet  unitinrs. 

Nous  -renons  dé  Yoif  tju'elle  suit  la  raison  tnyerse  du  carré  dta 
^stances  ;  3t  la  réfîté ,  cette  raison  est  donnée  par  lés  loifl  d» 
mouTement  elliptique,  auxqueUes  les  moutement  célestes  ne 
sont  pas  rigoureusement  assujettis  ;  mats  lei  perturbations  ré- 
sultent de  Faction  même  des  forces  attractives  des  ph^ëtes  les 
unes  sur  lés  autres,  insultez  à  cet  égard  le  eliap.  I^  du  litre  H 
de  la  Mécanique  céleste^  et  VSafpositiouéusyatèmedH  Monde, 
ôùt^ges  de  M.  de  Laplace,  dont  nous  ne  samriotis  trop  recom^ 
mander  la  lecture,  et  dont  Mus  avons  extrait  totfl  ce  que 
nous  atons  dit  dans  cet  axtiele. 

La  mène  loi  s\>bserTe  sur  la  terre  t  on  s'est  assiàré,  par  des 
expériences  tris  précises  fsites  au  moyen  d^un  pendule  (p.  âi68), 
que  sans  la  résistance  de  Flair ,  tous  les  corps  se  précipiteraient 
tef  s  éott  centre  avec  une  égale  vitesse  :  les  corps  terreaUres  pfc- 
séiit  â<mc  stir  la  terre  en  raison  de  leiirs  masses,  ainsi  que  fos 
pAaitètes  posent  vers  le  soleil,  et  les  satellites  vers  leurs  pla* 
Itètés.  Cette  conformité  de  la  nature  avec  elle-même  sur  la  terre 
et  dalis  l'immensité  des  cîeux,  tiôus  motrtre,  de  la  manière  la 
plus  frappante,  que  là  pesanteur  observée  i^i  bas  n'est  quNin 
<»s  particulier  d^uhe  loi  générale  répandue  dans  l'univers.  Les 
pliéiiomtsiies  céte^^s ,  comparé»  aux  lois  du  mouvement ,  nous 
eottduTsent  dont  à  ce  grand  princiipe  de  la  nature^  que  lêa 
moUculeè  éU  la  matière  s^atêifient  mutuéUettuM  en  fmison  thè 
ifms$e$,  ei  rieiprùqtumtnt  du  éatri  déè  éiêftiTtûes. 

T.  Mom^ement  étun  eorp»  pêaanê  èur  Une  x^ourèe  tans 
fivÈiettieht,  ^ 

itfO'  Itous  avons  supposé  jusqu'ici  que  le  mdbile  obéissait 
nbrmient  à  PacfHon  des  puissances  qui  le  soHieilaient  ;  aiqipo' 
sons  maintenant  qu'il  se  tronve  assujeHÂ  à  paroourîr  un«  cornée 
donnée  ^comme  il  arriverait  s'il  était  retenu  dans  uneanal  cur- 
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viligDe  «MIS  ûrottettieiKt),  etai^lmé  par  dtes  forons  cpnaues.  Mais 
pour  rendre  tout  qç  que  noua  atom  à  dire  plas  famk  à  aatsîr» 
nous  alloiii  d'ab^d  tr«ûlQr  le  ead  9ii  fe  mobile  i^eit  «oamîs  qvfk 
la  grarité;  ee  cas^  le  plus  ^mmmi  dans  la  BaiuvO;  Méirit^ 
BB  exaifies  particulier  ï  eause  ée  so»  4iitpoiFtaiiÀe  et  ^  ta  tin»^ 
plîcîté. 

igi.  SupposoB»  qu^uii  pôitii  matériel  pasa^t  parte  Ae  B 
(fig.  11^),  parqouiTe  Parc  dé  coiolie  BM  ^  et  parrienîifi  en  M 
au  boàt  du  temps  t.  Prenona  poi^r  aseï  rj^rîatkrtab  Jkm  el  la 
irertieale  A^^^  de  lorte  que  APrc;»,  PM:asjr^  et  BM«»t  toit 
BC==i&.  La  Yitesée  i^  que  lé  moinle  a  en  M^  dané  le^sem  de 

l'élément  de  la  courbe  ^  est  i^  =^  -r  >  et  la  g;raTité  l'augmçnte  de 

dp  dans  Pinstant  di  :  mais  cette  force  tend  à  communiquer  la 
vijte^fe  gdi  dans  le  sens  de  MX}.  Ipiilons  donc  jic^  ce  q«i  a  étç^ 
fait  (i63)yet  dééomposons  cetle  impulsion  en  deux  autres» 
dirigées ,  Pune  suivant  la  normale  MN  et  détruite  par  la  rési- 
stance de  la  courbe  ;  Fautre  suivant  la  tangente  MH  et. .... . 

=^g*f^y-«  puisgi*^  ^  est  le  icosm^  ^  Tan^e  qv(B  forme  la 

tangente  TM  avec  Paxe  des  ^  ;  ainsi  Paccroi^ment  de  vHesse 

dy                     '     ■                                    •     ' 
6$t  dv p:zg4$.r^\  : d'^  yi^  ==é^«  %n  wtflgra^jb,  cp^^ 

f;*  ss  ^g^y  -f-  C)  :  or  ^  =  it  correspond  au  point  B  auquel  la 
vitesse  du  mbbihi  était  nulle  ou  due  à  la  hauteur  h  (  tSB), 
suivant  qu'il  n'a  pas. reçu  ou  a  reçu  une  înipulsion  initiale; 
ai^isi  v=Of  ou  v*="  2^A,  lorsque  ^  =  i  ;  d^oi  C  =  ^^  it  ou 
=  A  —  k'j  donc 

♦'•=2^:K  — *),  ou  ^  =  î^^4-A— ^). (n). 

Dans  ie  2^  cas,  prenons  1^ su ^ ,  et  i^ous  aurons  un  point  K 

de  la  courbe  doni  Fordonnée  est  CL  es  ib  -*  A,   êfoh '. 

V*  =:  ^g{  y .— >  CL  ).  Ce  cas  rentre  donc  dans  Pautre ,  puisque 
les  choses  reviennent  à  supposer  que  le  mobile  part  du  repoa 
en  K» 
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Dans  le  premier  cas  i'*  =  2^  X  MI ,  ainsi  le  mobile  a  la 
même  vitesse  en  M,  suivant  la  tangente,  que  s'il  était  tombé 
de  la  hauteur  IM.  Donc  lorêqu*un  corps  pesant  tombe j  sans  imr- 
pulsion  initiale^  ni  frottement^  le  long'  d'une  courbe^  il  a  en 
chaque  point  la  menue  vitesse  que  s'il  était  tombé  librement  d^ 
pareille  hauteur  verticale^  quelle  que  soit  la  courbe  décrite.  Ce 
résultat  nous  apprend  que  la  deuxième  cons^uence  ^u  n^  164 
n*est  qu'un  cas  particulier  de  ce  dernier  principe.  F".  224. 

Quoique  notre  fig.  122  suppose  la  courbe  plane,  cependant 
il  est  aisé  de  yoir  que  tous  les  raisonnemens  et  le3  calculs  ^nt 
Trais  dans  le  cas, d'une  courbe  à  douUe  courbure.  .. 

192.  Le  théorème  p4lbédent  servira  à  faire  connaître  le  mou- 
vement du  mobile;  en  effet,  on  trouve 

Qn  tirera  de  l'équation  donnée  de  la  courbe,  ds  en  fonction  de 
y  ^  dy\  tl  substituant  ici,  on  aura,  en  intégrant  depuis 
^  =  A,  le  temps  employé  à  descendre  de  B  en  M..  Lorsqu'il  j 
a  une  impulsion ,  il  faut  mettre  k  —  h  P^^^r  ^* 

193.  Sur  une  courbe  plane  quelconque  AQ  (fîg.  128),  on  a 
posé  un  mobile  en  A  en  lui  donnant  une  impulsion  propre  à 
Iç  faire  remonter  de  A  vers  M ,  point  où  il  arrive  au  bout  du 
temps  t\  pour  trouver  les  circonstances  du  mouvement,  rai- 
sonnons comme  ci  -  dessus.  A  étant  l'origine  des  coordonnées , 
AG  =^>  on  aura  i^dsf  =  — gdy\  le  —  vient  de  ce  que  la  gra- 
vité^ agit  en  sens  contraire  de  l'impulsion  ;  ainsi  *'*=  2^C — y). 
Si  l'impulsion  a  été  dirigée  selon  la  tangente  en  A ,  et  est  me- 
surée par  la  vitesse  due  à  la  hauteur  h  =  AD ,  on  a  ^  =  o 
quand  f^'=2^/t,  d'où  ♦'*  =  2^A— ^).  Le  calcul  se  continue 
aisément.  On  voit  que  plus  j^  croît,  ou  plus  le  mpbile  s'élève 
sur  la  courbe,  plus  la  vitesse  f'  diminue;  elle  devient  nulle  au 
point  Q  pour  lequel  y  =  A=:  AD.  Le  corps  part  alors  du  re- 
pos en  ce  point  Q  et  redescend  selon  la  loi  ci^devant  énoncée. 
Lorsqu'il  est  revenu  en  A ,  après  un  temps  égal  à  celui  de  son 
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ascension ,  il  a  repris  en  sens  contraire  sur  la  tangente  la  vi- 
tesse d  impulsion  ;  et  si  le  point  A  se  trouve  avoir  sa  tangente 
horizontale,  le  corps  remonte  sujr  Parc  AR  et  revient  au  re- 
,  pos  en  Q'  sur  Thorizontale  QQ'  menée  par  le  point  D.  Il  re- 
descend ensuite,  oscillant  de  la  sorte  perpétuellement  sur  Parc 
QAQ  ;  mais  examinons  plus  particulièrement  cette  espèce  de 
mouvement. 

VI.  Pendule  simple,'         ^ 

194.  Appliquons  ce  qui  vient  d'être  dit  au  cercle;  soit  un 
point  matériel  pesant  Q  lié  à  un  fil  QO  (^.  i23),  inextensible 
et  sans  pesanteur,  dont  l'extrémité  O  est  fixe;  on  donne  à  ce 
système  le  nom  de  Pendule  simple.  Si  le  mobile  part  du  repos 
au  pomt  Q,  nous  venons  de  dire  qu'arrivé  en  A,  au  point  le 
plus  bas  du  cercle  qu'il  décrit,  il  a  acquis  la  même  vitesse  que 
s'il  était  tombé  de  la  hauteur  verticale  DA  ;  et  qu'en  vertu  de 
cette  vitesse,  qui  est  dirigée  selon  la  tangente  horizontale,  il 
remontera  en  Q',  à  la  même  hauteur  et  dans  le  même  temps 
qu'd  a  employé  à  descendre,  puis  redescendra  et  ainsi  .de  suite. 
On  donne  lé  nom  A'oscUlation  à  l'excursion  totale  de  OQ  en 
OQ^;  on  voit  que  le  mouvement  se  continuerait  indéfiniment, 
dans  des  temps  égaux,  sans  la  résistance  de  l'air  et  le  frot- 
tement sur  Parc  O,  circonstances  dotit  nous  ferons  abstrac- 
tion ici. 

Examinons  d'abord  le  cas  ou  les  oscillations  sont  très  petites^ 
nommons  OA  =r  r  le  rayon  du  cercle ,  /  et  9  les  angles  QOA , 
MOA^  foi^més  avec  la  verticale  OA ,  au  commexic^iiœnt  (du 
mouvem^t  et  au  bout  du  temps  t,  lorsque  le  mobile  est  ar- 
rivé en  un  point  quelconque  M.  La  vitesse  en  M  est  due  à  la 
hauteur  DG  =  OG— OD;  mais  dans  les  triangles  rectangles 
MOG,  QOD,  ona  OG  =  ro6sô,  OD=rrcos/,  d'oà 

i^-  =  2gr(cOS  e  -  COS/)  =  fl,      dt  =  -T—- \ ^  ; 

ar  y  :igr  (  cos  o  —  cos  /  ) 

»iais  on  à  i  !  dâ  :  :  r  :  rfs  =  —  rrfô  ;  nous  mettons  ici  —  parce 
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que  $  oroit  quand  8  dicainiie;  il  refit  donc  à  injtégrçr  Téquatioi^ 

^*=\/{i))/iços7-cos/)  ■■■•'■■   ^'^' 

Pour  exprimer  que  ô  et/  sont  très  petits^  {nrenons,  au  4*  or- 
dre prës,  les  séries  cos  9  =  i  —  ^  d%  co$fr=zi  —  ^f\  et 
noua  aurons 

-\/(^)/Fc^=v/a)-(—7)+- 

La  <xNistaiite  C  egi  tmlle;  otteildii  ique  .6  ==/  4owe  ^f^  o. 
Poiir  en  dédnint  le  temps  ^e  )a  dçKn»*i)$/çU|a|tiou ,  on  fera  ^=7:9, 
et  doublant  oH  aurè  le  Ump»  T  ^  ^oscillation  ^Kfii^re^  ou  ^<e 
r«(cnii8i<m  totak  Aâ  Q  en  Q', 

Ou  dbder^era  que  Farc  qui  a  aéro  pour  coft.^t  autei  bien  |  «- 

^^  * ,  t  # •  ;,«  qui  piDVftt  que  le  mobile iirriv^  en  Q 

dans  une  infinité  de  taiiips  auDcessift,  Ums  sép^iré»  entre,  eux 

par  la  durée  2îr  t/(  -  j  de  la  double  oscillation.  Cest  ce  qui 

résulte  de  ce  qu'à  chaque  excursion  le  mobile  se  retrouT^  ^  r^e^ 
pos^  e^mikie  au  aiomeirt  du  départ,  ainsi  qu'on  1-a  déjà  re- 
marqué. 

195.  On  tke  de  (p'}  divet^s  oeudSqvenoes  împottantis.  * 
.  f^  Gommé  le  tempe  T  e$t  indq^ndaitt  dé  b^  qudUie  j^e  fm^ 
Pamplîtude  de  F>excixrrion  Q'AQ,  le  temps  de  To^ciDatip^  eur* 
tiënfr  «st  le  même;  pourra  qu'elle  ait  lieu.dci&s  u»  trk$  petiit 
arc;  oes  oacilli^tioiis  sont  dites  tsoeftroùfs  (=i64)^  ^^  mcd^l^f 
placés  en  diy.ers  points  de  l'arc  QA^  partant  enisemble  du  re- 
po^^  arriveront  tous  au  même  moment  en  A.  Nou3  reyien* 
drons  sur  cette  propl^iété*  Deux  pendules  sont  dits  synchrones, 
quand  ils  atccom plissent  leurs  oscillations  dans  la  même  durée 
(Xiff  ensembiej  Xp«w«-,  t0nif}8). 
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2*^.  Soient  r  et  r'  les  longueurs  de  deux  pendules  ^  les  temps 
Tet  T'de  leurs  oscillations  donneront  T  :  T'  ::  ^/r  :  V//; 
raînsi  les  durées  des  oscillations  sont  entre  elles  comme  les  racines 
carrées  des  longueurs  des  pendules^ 

3®.  Si  pendant  le  temps  t  un  pendule  ^ait  N  oscilla tîond^  la 

durée  de  l'une  d'elles  est  T  =  rr;  et  Ton  a 

un  autre  pendule  de  longueur  r  ferait  M'  oscillations  dans  le 
même  temps  t,  donc  r  N'*  =  rN*.  I>onc  les  longueursde  deux 
pendules  sont  entre  elles  en  raison  inverse  des  carrés  des  nom^ 
bres  d^ oscillations  y  Jaites  dans  le  même  temps.  L'équation. pré- 
cédente donnera  Tune  des  quatre  quantités  r,  N,  r  et  N'  lors- 
qu'on connaîtra  les  trois  autres. 

Ainsi  pour  déterminer  la  longueur  r  du  pendule  qui  bat  les 
secondes^  on  en  fera  osciller  un  de  longueur  arbitraire  /,  et  l'on 
comptera  le  nombre  W  d'oscillations  qu'il  fait  dans  un  temps 
déterminé,  tel  qu'une  minute,  ce  qui  donnera  r,  Cest  ainsi 
que,  par  exemple,  on  trouve  qu'un  pendule  de  797  millimètres 
de  long  fait  67  oscillations  par  minute.  On  a  donc  r  =  o'"797  , 
N'=  67  ;  faisant  N=  60,  on  en  conclut  que  dans  le  vide ^  à 
Paris  j  la  longueur  du  pendule,  simple  qui  bat  la  seconde  sexa" 
gésimale  de  temps  moyen  j  à  l* Observatoire  royal 

r  =  0,9988267  met.  =  3,069439  pi.  =  44o;^%3  lig. 

log  ;=  i,9973ïo6. 0,4856419 2,644oo44' 

4**.  Comme  rW  conserve  constamment  sa  valeur  potup  toute 
longueur  rd'un  pendule  t]ui  accomplit  N  oscillations  dans  un 
temps  désigné,  faisons  r  =:  longueur  du  pendule  à  secondes  de 
temps  moyen,  etN'  =  36oo ,  nombre  des  oscillations  par  heure^ 
le  produit  r  N^^  deyiendra  un  nombre  connu.  On  a  donc 

log  r  +  2  log  N  =  7,1099156; 

r  est  le  nombre  de  mètres  xL'un  pendule  simple  qui ,  à  Paris  ^ 
fait  dans  le  vide  le  nombre  N  d'oscillations  en  une  heure  de 
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iemps  moy%h*  Cette  rcUtion  deone  Vune  des  ^uantilétV  %l  BT 
quand  PO  Gopnatt  Patitre;  o'cti  ainti  qu'on  troufo  qu'um  feùr 
âv^  qui  r«tedfi  ou  a^acftMda  i'  par  joinr^  est  trop  long  ou  trop 
court  de  o''"'^oa3y  l'unité  étant  lo  mâliBiètre. 
; .  5%  On  lire  dé  ces  àoms  îdérations  et  de  (//) 

if       «r»         ^   • 

On  peut  donc  déterminer  ayec  une  grande  exactitude  la  valeur 
4e  b  granté  g^  à  Faide  d'expérienoetf  qui  feront  connaître  les 
iMnftbvos  V  Mi  pour  un  pendule  simple  de  longueur  connue  r  ; 
on  a  ^  s&  Tf^r,  r  étant  le  pendule  à  seebikdei.  Hbus  terrons  lnen*« 
\6%  comment  on  ramène  à  oet  état  idéttl  uk  pendule  de  forme 
définie  quelconque.  (F*.  Cours  de  Math.,  te*  Sj^7.)CésC  amsî  4n\>n 
a  trouvé  les  valeurs  données  n®  i56 ,  p.  *  t9. 

6^.  IlestfatUe  de  assurer  que  la  gravité  ne  varie  pas  pour 
les  divers. corps 9  à  la  manière  de3  attractions  chimiques.  II  suffit 
pour  cela  de  feire  osciller  Aes  corps  de  nature  différente ,  de  les 
réduire  par  le  calcul  à  des  pendules  simples^  et  de  voir  si  les  lon- 
gueurs sont  entre  elles  en  raison  inverse  des  carrés  des  nombres 
d'oicillatîons  fkites  dans  le  même  temps  (  tg$,  i'^.  )  ;  car  la  plus 
légère  différence  entre  les  actions  de  là  pesanteur  serait  rendue 
considérable  dans  ces  ^périences.  Ne^rton  les  a  £aiites  avec  le 
plus  grand  soin;  on  les  a  répétées  souvent  depuis,  et  tout  a 
prouvé  que  la  force  qui  pousse  les  corps  vers  la  terre  a  la  même 
intensité  pour  tous,  quelle  que  soit  leur  masse  et'  leur  nature  , 
çt  quQ.jpar  conséquent  le  poids  est  proportionnel  à  la  masse 
(5o,  22 1). 

7?.  La  pesanteur  ^  est  la  résultante  de  l'attraction  terrestre  et 
de  la  force  centrifuge  due  à  la  rotation  diurne  du  globe  (209)  \ 
en  sorte  qu^jia pesanteur^  en  un  lieu  désigné  dépend  de  lafi^ure 
et  du  mouvement  de  notre  sphéroïde. 

La  théorie  de  f  attraction  démontre  qu'au  nipeau  des  mers  la 
pesanUwr  g  tmne proportéomtellememi au  carré  dàsinuê'de  As 
iiUiàude  A  du  bûu;  et  puiaque^  22  irV^  r  varie  aéssi  suivant 
cette  mèifte  loi.  Posons  donc  cette  équation  bà  A  désigne  la  lati- 
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iutletVun  lieu^  et  A  et  E  deux  constantes  incomiues  , 
r  =  A  -4-  ^  8in*A. 

8^.  La  grayité  diminue  lorsqu'on  s'élève  sur  les  montagnes  . 
(iSq)  ,  parce  qu'on  s'éloigne  du  centre  d'attraction  :  soient  donc 
R  le  r&joa  terrestre  en  un  lieu  proposé,  h  la  hauteur  d*uné 
sommité  au  dessus  du  niveau  de  la  mer  (  R  et  A  sont  «apportés  à 
la  même  unité  ),  g  ià  gravité  et  r  la  longueur  du  pendule  à  se- 
condes à  ce  même  niveau  ^^  etr  les  mémesj  choses  auionunet, 
on  a  (p.  212) 

'=^('+T)=^+t-.^=*-^ (■) 

9*.  Déterminons  les  constantes  A  et  B,  en  recourant  à  l'ex- 
périence. 11  suif  de  la  théorie  de  l'attraction  que,  ce  désignant 
l'aplatissement  du  globe  terrestre  ^n  a 

R 
et  t=  o,oo865  —  -— (3) 

A. 

et  comme  les  opérations  g^éodésiques ,  et  les  mesures  du  pendule 
s'accordent  avec  la  théorie  de  la  lune  pour  donner  à  foct  peu 
fth$  titzixj^  z=x 0^0034^,  on  en  tire 

B  =:  0,00620  A>     tfo4    7*  =  A  (  I  -f-  0;Oo520  sin*  X  ). 

Des  expériences  faites  avec  une  extrême  précision  fsa^  Borda, 
ont  donné  o"*,9938267  pour  la  longueur  du  pendule  à  secondes  à 
l'Observatoire  de  Paris.  Nous  expliquerons  n°  265  comment  on 
doit  diriger  les  épreuves,  et  quels  sont  les  calculs  qu^îFfaut  faire 
pour  obtenir  ce  nombre.  En  le  substituant  dans  la  i'*  équation 
(2) ,  on  réduira  le  pendule  au  niveau  des  mers  5  on  fera  h  =  63" 
hauteur  de  l'observatoire  au-dessus  de  ce  niveau,  et  R=6364770"* 
rayon  terrestre  corres^ndant  :  nous  trouverons  r=:o"»^g938464. 
Mettons  ce  nombre  pour  r  dans  l'équation^récédente ,  et  pour  A 
la  latitude  de  l'Observatoiw ,  A  sera  seule  inconnue ,  et  on  en 
obtiendra  la  valeur* 

Tout  calcul  fait ,  on  trouve  pour  ta  longueur  du  pendule  à  se^ 
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condes  sexagésimales  de  temps  moyen  dam  h  ,vide  sous  la  la*- 
titude  A  et  au  nipeau  des  m^rs  ,  et  pour  la  grapité  g  dans  les 
mêmes  circonstances,  (  g  s'obtient  par  l'équation  g  =  w*r  )  : 
r  =  A  +  B  sin*A  ^  =  C  +  D  sin*A 

en  mètres   /  ^  =  o^ggooafîo,  log  B  =  3,7120445, 

l  C  =  9"*.7^o44,  log  D  =  a,7o6344î, 

en  pieds  f  ^  =  3''So5o5ii,  log  B  =  ;,aoo3758, 

*^        1  C  =  3oi'sio753,  log  D  =  7,1946755. 

10°.  On  peut  remplacer,  dans  ces  équations ,  sin*  A  par  sa  ya- 
leur  i  (  I  —  cos  2  A  )  :  par  exemple,  on  trouve  en  mètres 
^'=9"',8o5472 — i  Dcos  2  a=9'" ,805472(1  — 0,00283 7 cos 2  a). 

11°.  Nous  avons  dit  que  les  observations  du  pendule  en  divers 
lieux  pouvaient  faire  connaître  l'aplatissement  a  du  globe  ter- 
restre; et  en  eiFet  si  l'on  obtient  des  valeurs  de  r  sous  diflFérentes 
latitudes,  on  regardera  A  et  B  comme  inconnues  dans  l'équation 
r  =  A  +  B  sin*  A ,  et  l'on  déterminera  ces  quamtités  par  la  mé- 
thode des  moindres  carrés  (F",  la  Conn.  des  Tems  de  181 6,  p.  3 14, 
et  mon  Cours  de  Math.,  n**  597),  après  quoi  l'équation  (3)  don- 
nera «. 

196.  Examinons  ce  qui  arrive  lorsque  les  excursions  du  pen- 
dule sont  de  grandeurs  quelconques.  Aulieu  d'intégrer  l'équa- 
tion (i)où  les  coordonnées  sont  polaires,  rapportons  le  mobile 
à  des  axes  rectangulaires.  Prenons  le  point  A  (  fig.  i23  )  le  plus 
bas  pour  origine ,  et  la  verticale  AO  pour  axe  des  x,  savoir  AG=rx, 
GM  =  j',  AM  =  s,  AD  ==  b,  DG  =  6  —  x-y  la  vitesse  du  mo- 
bile, au  bout  du  temps  t,  selon  la  tangente  en  M  est 

^=ï/^XDG=  V^^b  -  *)  =  -  g,  dt^  ip^^:^- 

Nous  mettons  — ,  parce  que  l'arc  s  décroît  lorsque  le  temps  t 
augmente.  On  détermine  ds  en  jf  et  dx  par  l'équation  du  cercle 

„     ,           rdx  rdx 

v«  =  7.rx  —  a:*,  ds  =^ = 


y  {/{2rx  —  x^y 

rdx 
V^'Vip-rx  —  AT*)    {b  —  x)' 


—  rdx 
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Pour  intéfi;ref  ^  aou»  dÎTiserona  e^  multiptierons  respectivement 
par  nrx  le  2*  facteur  sous  le  radi^eal ,  ce  qui  donne 

détet6]^pài!ft  r  I  -»-   —  j   %  on  a  une  suite  comergente , 

On  obicrfe  q«e  les  termes  à  int^er  sont  toa$  ^  U  CoraM 

t^Â — """^^  ^*  ''^^  ^®  P^*^  P^^"^  «Atenir  le  teinps  de  la  deml- 
asdUatidli ,  Pii^tégrâb  doit  être  prise  entre  les  limites  x  :=3  £  ^  et 
Mist^Oth»  formdièà  eoniiiics  (Cours  àe  Math.»  n''  78a), 
donnent 

Le  premier  terme  disparaît^  soit  que  x=zby  soit  que  x::±=o  : 


si  donc  on  fait  /  ./rjT^  ^n  =  ^0»)  >  ^'^  ***^* 


.  •  ?» 

-,  ,    ,     2171  •—  *      TT 

tF<„u-t)  =  5  &.-— .  U(«^),ete.. . . 

Multipliaiit  ces  équations  entre  elles,  et  réduisant,  on  a 
U,  ,-  f~  "'''*  -  rar  ,r  i'3.S...(2m-3)(27w-i> 
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£n  attribuant  successivement  à  m  les  valeurs  o  ^  i ,  2  ^  3 . . .  et 
substituant  les  résultats,  on  obtient 

^     \g/      l       \2/      2r        V     2.4...2/W     /  a*/^  J 

G>nime  6  est  le  sinus  verse  de  l'angle  QOA  (fig.  i23) ,  lorsque 
cet  angle  est  très  petit ,  la  formule  précédente  se  réduit  à  la  va- 
leur (p')  n«  194. 

197.  Le, mobile  passe  de Q  en  A  par  différei^s  d^rés  de  vi- 
tesse qu'il  est  important  de  connaître.  Pour  cela  désignons  par 
y  la  vitesse  angulaire  ,  c'est-à-dire  la  vitesse  du  point  de  la  ligne 
MO  qui  est  distant  de  O  de  l'unité  :  les  circonférences  étant 
entre  elles  comme  leurs  rayons,  les  vitesses  des  points  qui  les 
décrivent  sont  dans  le  même  rapport;  ainsi  on  voit  que  la  vitesse 
du  point  M  est  r»,  et  on  a  (  191  )  r»=  ^  (a^  X  DG)  :  or 
DG  =  OG  —  OD,  et  les  triangles  OMG,  OQET  donnent 
OG  =  r.cos  ^  ,  OD  =  r.cos  /",  donc 

"^v/{^^*^'~"*'-^^} ^^^' 

Vil.  Propriétés  mécaniques  de  la  Cycloide. 

198.  Servons-nous  de  la  formule  (u')  pour  trouver  le  temps 
qu'emploierait  un  corps  pesant,  placé  en  M  (lig.  34),  sans  im-. 
pulsion  initiale ,  pour  descendre  au  point  A  le  plus  bas,  de  l'arc 
de  cycloïde  MA ,  dont  l'axe  CC  est  horizontal.  Soit  a  le  dia- 
mètre BA  du  cercle  générateur ,  nous  avons  vu  (67)  que  l'équa- 
tion de  la  cycloïde  est  «*  =:  ^ay ,  en  prenant  AB  pour  axes  des 

j' ,  et  le  point  A  pour  origine.  On  en  tire  ds  =  \/a  ,  -^  ;    et 

comhie ,  en  si^posant  AP  =  A ,  on  a  pour  la  vitesse  du  mobile 

ènO,  V'(2^XPQ)=  l  [^g{h—y)]—'~^^onenX\ve 


—  dy 


V{hy-y-y- 
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et  en  prenant  l'intégrale  depuis  j<  =:  A  ^  jusqu'à  ^  =  o, 

On  tire  de  là  deux  GOnséquencei  remarquables* 

I^  Cette  yaleur  est  celle  que  nous  ayons  déjà  trourée  pour  le 
temps  de  la  demi*  oscillation  (194)  dans  un  arc  de  cercle  très 
petit,  en  supposant  toutefois  aa  =r=  r  ;  c'est-à-dire  que  le  cercle 
doit  avoir  1  X  AB  pour  rajon.  Cela  yient  de  ce  que  le  cercle 
osculateur  de  la  cycloïde  au  point  A,  à  pour  rayon  ^a,  et  86 
confond  atec  cette  courbe  pendant  un  petit  arx;  :  on  peut  donc 
supposer  que  ce  cercle  est,  dans  cet  espace,  la  courbe  que  lé 
corps  pesant  décrit. 

2?,  La  quantité  h  n'entrant  point  dans  la  yaleur  du  temps  t^ 
il  s'ensuit  que  le  temps  employé  à  arriver  au  point  A  serait  le 
même ,  quel  que  fût  le  point  de  départ  M.  Cette  propriété  de  la 
cycloïde  n'appartient  au  ceréle  dans  les  arcs  très  petits,  que 
parce  que  ces  courbes  sont  osculatrices.  On  a  donné  à  cette  pro- 
priété dont  jouit  la  cycloïde  le  nom  de  l^mitophronieme  (Tk^tô  ^ 
même,  xi^**^  9  temps). 

Après  avoir  reconnu  que  la  cycloïde  était  Tautochrone ,  Hirr- 
aiBNS,  à  qui  l'on  doit  l'application  du  pendule  aux  borloges ,  ima- 
gina de  leur  donner  pour  r^ulateur  un  pendule  à  oscillations 
cyclôïdales  :  voici  comment  il  en  conçut  Fexécùtion.  On  smt 
que  la  dycloïde  a  pour  développée  une  autre  cycloïde  égale, mais 
disposée  en  sens  différent  (Cours  de  Math.,  n**  «735,  III).  Suppo- 
sons donc  qu'on  a  courbé  deux  l^mes  AC  et  AD  (fig.  I24) ,  sous 
la  forme  de  deux  arcs  de  cycloï4e  égaux ,  qui  juraient  pour 
sommet  commun  le  point  A  de  suspension  d'un  pendule.  Il  est 
clair  que  le  fil  en  se  courbant  successivement  sur  chacune  dés 
deux- lames,  ferait  décrire  au  mobile  M  un  arc  de  cycloïde ,  quelle 
que  fût  l'excursion  qu'il  serait  contraint  à  faire.  Mais  cette  théo- 
rie est  plus  ingénieuse  qu'utile  ;  c»  comment  donner  et  conser- 

18 
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Ter  aux  lames  la  forme  cydoïdale  ?  Oa  se  sert  avec  plus  d'avaa^ 
tage  des  pendvJes  à  petîteft  oscïllatîon;6;  leur  rocuirçmcni  est 
sensiblement  isochrone  ^  et  ne  présente  pas  les  mêmes  incon- 
véniens.  « 

199.  Apres  avoir  rçcounu  que  la  cycloïde  est  tautochrone 
dans  le  yide,  il  conyie^t  de  ^'assurer  si  elle  jouit  seule  de  cette 
propriété.  Prenons  l'origine  des  coordonnées  au  point  le  pltis 
bas  où  la  tangente  estborizontale,  comptons  les  y  yerticalemeht  ; 
nommons  «  l'arc  qui  reste  à  décrire ,  et  S  l'arc  entier.  La  cqm- 

TKyy^Tiff*  da  la  gravité  suivant  Farc  s  de  la  courbe  est  — g  -~-  :  si 
l'équation  de  cette  courbe  était  donnée ,  ^  serait  une  loiiction 

de  8\  on  peut  donc  supposer  ~-  =  M«*+Nér  +  etc. ,  «t,  C. . . 

dy    '  . 
étant  des  exposans  >  o  et  positifs,  puisque  ^'^  doit  être  nid 

l<n:^ue  s^=  o^  M,  N....  4^  coçffîciens  indépendant  de  ^.  Con- 
cevons maintenant  la  ^iprbe  rectifiée,  car  ^  vitesse  n'est  point 
^ngée  par  la  courbe  {V.  ao4,  i°.)  B  l'origine  (fig.  I25),  D  le 
poiïit  de  départ,  BD  suS ,  BN  =«^  et  le  md»ile  soumis  jen  N  i 

dv* 
la  force  — S'T'y  ^^  ^  ^^^^  (^>  ?•  ^^^) 


3^  =  -  i?Ms   —g^8  -^  etc. 


d^ 

Il  s'agît  d'intégrer  cette  équation  depuis  *  =  S  jusqu'i  s  =  o, 
et  on  idevm  obtenir  une  valeur  de  t  indépendante  de  S.  On.  mul- 
tiplie par  !id9f  on  intègre,  et  comme  la  vitesse  est  nulle  en  D  où 
»  =  S,  on  trouve 

Pour  dégager  les  divers  termes  de  S,  faisons  «  =  S«»,  ils  seront 
tous  de  la  forme  — 4"""  ^* ^    ( *  —  ***     ^)  >  ^^  premier  membre 

et  -^  I 

dm^ 
étant  -J-.  Or  les  limites  de  l'intégration  qui  reste  à  effectuer 


Digitized  by  VjOOQ IC 


TiuiPOCHftONS.  275 

tStant  •  =  I  et  «»  =  o,  qui  ne  coiïtîetottetit  pas  S,  celte  quantité 
S  nepeut^isparaitre^  à  moins  qae  Van  des  termes  n'en  soît  in« 
dépendant  et  les  antres  nuls;  ainsi  et  !r=  i  et  N  =^  o. . . .  Ce 
résultat  n'est  rrai  qu'autant  qne  la  force  accélératrice  est 
indépendante  de  la  Titesse>  car  M^  N.  « . .  seraient  des  fonc^ 
tions  de  S." 

On  a  donc  -^  ==  Ms  ou  —  =  —  g^lsy  toe  qui  montre  que; 

ponr  que  la  courbe  soit  tautochrone ,  ii  est  nécessai)*e  et  il  isûffît 
que,  pour  obaque  instant,  la  composante  de  la  gravité  dan^  lë 
sens  de  la  tangente,  soit  proportionnelle  à  Tare  qui  reste  à  décrire 
pour  «rriyer  au  point  le  plu^  bas.  Pour  trouter  l'équation  de  la 

courbe,  il  font  înt^rei»  ^  =  M^,  ce  qui  donne  ^  =  i  Ms*, 

et  éliminer  s  entre  œs  deux  équations  :  comme  en  général 
cette  courbe  est  ft  double  conirbure,  on  obtient,  en  faisant 

A ^^ cfc*,  ou  A^  =  c&*+ %» +c^it*. 

i 
£n  sorte  que  si  nne  relation  entre  les  trois  yso^iables  s ,  y  et  2 
satisfait  a  cette  équation ,  la  courbe  à  laquelle  elle  appartiendra, 
sera  tautochrone,  et  réciproquement.  Or  une  seule  relation  en- 
tre trois  coordonnées  ne  suffit  pas  pour  déterminer  une  courbe  : 
si  elle  était  intégrable  (  et  par  conséquent  décomposable  en  deux 
facteurs  du  premier  degré),  elle  donnerait  une  surface  courbe 
qui  serait  le  lieu  déboutes  les  tautocbrones,  c'est-à-dire  que 
to«tes^  les  courbes  qu'on  pourrait  tracer  sur  cette  surface  joui-^ 
raient  de  la  propriété  du  tautochronisme.  Mais  comme  cette 
équfttiôn  n'appartient  pas  à  une  surfiK^conrbe,  elle  est  dn  n<^aa«* 
bre  de  celles  qu'on  regardait  autrefois  comme  absurdes,  et  que 
MoKos  a  démontré  appartenir  à  une  infinité  de  courbes  à  dou- 
ble courbure^  jouissant  d*une  propriété  commune.  (  /^.  Cours  de 
Matbém.no86i.) 

S'il  faut  que  la  courbe  soit  dans  un  plan  incliné,  on  pourra 

18.. 
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tonjoilrs  supposer  l'axe  des  x  dans  ce  pkia.  Alors ,  pour  rapportei^ 
la  courbe  à  des  coordonnées  x^  et  y  prises  dans  le  plan ,  on 
fera  x  =z  x\  «  =  y  cosô  ei  y  =  y  sînfl,  6  étant  l'angle 
que  le  plan  fait  ayee  celui  des  x%^  ce  qui  donne.  .«•••  *• 

A  sinô.^  =ir  dx'^  +  d/*  =  A%    d'oà  Ton  tire  (198), 

«*  =  4Ay  sin  tf  y  qui  est  l'équation  à%  la  cycldide  :  quand  le  plan 
est  tertical  sinô  =  1. 

Il  résulte  dç  là  qu*il  y  a  une  infinité  de  Tautôchrones  à  douhl& 
courbure^  et  une  seule  Tautochrone plane  j  qui  est  la  cycloîde, 
verticale  ou  inclinée» 

200.  Si  l'on  veut  que  la  tautochrone  soit  tracée  sur  un  cjUxa" 

dre  Tertical  à  base  quelconque  ^  qu  |  ce  qui  reyient  au  même  y  si 

l'on  se  donne  sur  le  plan  horizontal  l'équation  de  cette  base, qui 

ert  la  projection  de  la  tautochrone;  l'élément  de  l'arc  de  la  base 

sera  dfé*  =  dx^  -f*  ^%  <^  -^f^^  change  notre  équation  différen- 

dy*" 
tielle  en  A  -^  =  dy^^  dj»*.  Or  il  suit  de  ce  qu'on  vient  de 

y         .  . 

dire^  que  cette  équation  est  celle  d'une  eycloïdé  qui  a  l'arc  (a 
pour  abscisse,  comptée  sur  la  base  cylindrique;  donc  si  l'on 
trace  sur  un  plan  une  cycloïde,  et  qu'on  la  courbe  sur  un 
cylindre  vertical  à  base  quelconque,  en  mettant  l'origine  aa 
point  le  plus  bas,  on  aura  une  tautochrone  à  double 
courbure. 

âoi.  Le  temps  qu'un  mobile  emploie  à  parcourir  la  corde 
DB  (fig,  1 15)  d'un  cercle  ACB ,  est  le  même  (164,  i**)  que  celui 
qu'il  met  à  décrire  le  diamètre  yertical  AB  =  a,  temps  qui  est 

(A,  i56)=t/r — )=i/( — ^J-   M*îs  celui  qu'il  emploie 

à  descendre  le  long  d'un  petit  arc  DB  ^tant  — .  l/(^— Ji  quan- 
tité plus  petite  que  la  précédente,  on  voit  que  le  chemin  le  plus 
court  pour  aller  de  D  en  B,  n'est  pourtant  pas  celui  que  le  mo- 
bile décrit  dans  un  moindre  temps.  Nous  allons  faire  voir  que 
la  ligne  de  plus  vite  descente  ^  ou  Brachystochrone  ^  n'est  pas 
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i^ûème  Tare  de  cercle ,  et  que  cette  courbe  est  la  t;ycloïde.  (C^ntr* 
xifTût ,  très  court  ;  xt^foç ,  temps.) 

Soient  G  et  R  (fig.  1 26)  deux  poÎQts  donnés ,  et  GMR  Ja  courbe 
de  plus  TÎte  descente  de  l'un  de  ces  points  à  Pautre  ;  il  çst  évi- 
dent que  si  l'on  prend  deux  autres  points  M  et  m'svtr  cette  courbe» 
l'arc  Mmmf  sera  aussi  celui  de  la  plus  vite  descente  de  M  en  ni'^ 
car  s'il  n'en  était  pas  ainsi ,  et  si  l'arc  Mnm\  par  exemple  ^  était 
celui  de  la  plus  Tite  descente,. il  est  clair  que  GMniTi'R  serait  la 
courbe  cherchée.  Gela  est  yrai|  quelle  que  soit  la  longueur  da 
l'arc  Mm  ;  supposons-le  infîaîmént  petit ,  et  partagé  en  deux 
portions  égales  Mjt»,  mm\  Il  s'agit  d'exprîmer  analytiquem^it 
que  le  point  matériel  pesant  arrivant  en  M  aîrec  une  yitessiQ 
due  à  la  hauteur  GP ,  parcourt  l'arc  Mmm'  dans  un  moindre 
temps  que  s'il  décrivait  tout  autre  arc  Mnm\ 

Faisons  GP  =  x,  PM  =  j^,  GM  =  s  ;  la  vitesse  en  M  sera 
Vf  ^]  y  ®*  ï^  temps  employé  i  parcourir  Mm  =  ds  sera  (c), 

ds 
dt  =  — -.  En  faisant  pareilleinmt  C/?  ou  «  +  t&  =  a/  ;  pm 

on  y  -H  dy  =y  1  GM  ==  s  -|-  ^*  =  *'>  ^^  aura ,  pour,  le  temps 

employé  à  parcourir  mm'^  — >^  :  le  temps  nécessaire  pour 

descendre  de  M  en  m\  devant  être  un  minimum  ^  on  aura 
xlonc 

'  Nous  employons  le  signe  ^,  pour  distinguer  la  variation  qui  a 
lieu  ici,  et  qui  se  rapporte  au  passage  d'un  point  de  la  courbe  à 
un  point  d'une  autre  courbe,  de  celle  qu'ondésigne  communé*- 
ttient  par  la  lettre  rf,  et  qui  provient  de  la  considération  de  deux 
points  pris  sur  la  même  courbe.  (Gours  de  Mathém.,  n^BSa.)  Or 
il  y  a  ici  des  grandeurs  constantes  qu'il  est  facile  de  reconnaîtï*e5 
telles  sont  g,x,x\  puisqu'elles  ne  dépendent  pas  de  la  considéra- 
tion qui  vient  d'être  exposée  pour  établir  les  variations.On  a  donc 

— -_  +  — 7T  =  o.   Cela  pose,  a  cause  de  ^tW  =  o. 
yx  yx  MT      ' 
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an  a  /.A  =  ^  ^-^Kî  ^  ^»î  /.A'  r=  -^  i'-ày^ \  donc. .  . 

"^1/     "^  ^^/  A  >  sn  o.  Or,  «ait  qu'Q  ai^agîsoe  de  Taorc  Wfmn\ 

ou  de  l'arc  yLnrnl\  l'ordonnée  jpm  ou  />/ï  deyient  toujours  pW> 
donc  dy  +  c^'  est  une  grandeur  constante;  d'où  l'on  tire 

dy  dy'     _ 

dsVx^dbyx'^''' 

Il  est.aisé  de  yoîr  que  le  2*  terme  de  cette  équation  n'est  autre 
que  le  i**',  dans  lequel  on  a  augmenté  chaque  Tariable  de  son 

accrobsement;  cette  équation  équiyaut  donc  à  rff—^j  =  o,ott 

^•^    3=  ^.  Or  -^  est  le  cosinus  de  l'angle  que  la  tangente  à  la 

Qoi^'he  fiai^  ay^ ï^^  d^s  abscisses;  au  point  ou  cette  tangente 

dy 
est  horizontale,  cet  angle  est  zéro,  et  l'on  a  ^  =  i  :  soit 

a  Pabscisse  inconnue  de  ce  point,  on  a    A  ==  --r-  ,     d'où 

û^ //«\         dy /^    X    \ 

ds^VKâJ'    5;~vv-J' 

à  cause  de  ds*  =  Ar*  +  dy*^  Cette  équation  appartient  à  une 
<;jcloïde  (67)  doi^t  Taxe  des  x  e^t  yertical,  l'origine  en  C 
(âg.  34 )  et  qui  a  le  diamètre  de  son  cercle  générateur  =  a; 
aiosi  la  qojurbe  de  plue  vite  dtscenie  est  une  cycloïdx. 

^ur  construire  cette  courbe,  il  suffît  de  trouver  le  diamètre 
a  du  cçjpole  génénateur;  camm^  on  connaît  l'abscisse  etTordon* 
née  du  point B.,  C%.  1 27  )  où  le  naobile  doit  parvenir,  on  mettra 
ce$  yaleurs  dans  l'équajtion  précédente  après  l'avoir  intégrée,  et 
on  en  déduira  la  valeur  de  a.  On  peut  aussi  employer  une  con« 
struction  fort  simple  :  A  et  R  étant  les  deux  points  donnés.,  on 
mènera  fa  droite  AR ,  on  tracera  sur  la  base  horizontale  AF  une 
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cycloïde  qjuelcooquç  A&L ,  et  par  le  point  K  de  rencontre  de 
cette  courbe  avec  AR ,  on  mènera  à  l'extrémité  L  de  soi^ia^  1^ 
droite  KL  ;  la  parallèle  RF  à  K.L  déterminera  le  point  F  qnl  don« 
nera  AF  pouf  l'aa^e  de  la  cydoïde  eliercjiée,  c'estrà-dire  que  AF 
sera  égal  à  la  circonférence  dn  cercle  générateur,  ou  AF=  2ira, 
Celte  construction  est  fondée  sur  ce  que  toutei  les  cycloïdes  sont 
des  courbes  semblables,  puisqu'il  n'entre  dans  lem*  équation 
q.u'une  seule  constante,  qui  est  le  diamètre  du  cercle  générateur. 
On  voit  aussi  que  pour  deux  points  donnés  A  et  R,  il  n'y  a  qu'une 
seule  cycloïde  qui  puisse  remplir  les  conditions  du  problème  de' 
la  brachystochrone. 

V I II.  Du  mouvemeitt  d'un  point  assujetti  à  parcourir  une  courbe 

plane.  '    . 

202.  Jusqu'ici  nous  n'avons  considéré  d'autre  mouveïnent  sur 
ttoe  courbe  que  celui  qui  est  produit;  par  la  gravité  ^1  est  im-* 
portant  maintenant  de  généraliser  notre  tbéorie  et  de  l'étendre 
à  des  forces  quelconques.  Pour  cela,^  observons  qu'un  mobile  ne 
peut  être  ainsi  contraint  dans  son  mouvement,  sans  exercer  con- 
tinuelleAient  une  pression  N  sur  la  courbe  qu'il  décrit  :  cette 
pression  est  d'ailleurs  normale  à  cette  courbe  ;  car  autrement 
elle  pourrait  se  décomposer  en  deux  (  49  c*  9^  )  >  l'une  normale 
et  détruite,  l'autre  tangente  et  en  vertu  de  laquelle  le  point 
n'aurait  pas  d'action  sur  la  courbe,  ce-  qui  est  contre  l'bypo- 
tbèse.  Employons  les  procédés  qui  nous  ont  déjà  été  utiles  (  97'  )', 
pour  ramener  le  mobile  à  l'état  de  liberté  où  il  doit  être  pour 
que  les  équations  (&')  soient  applicables;  concevons,  au  lieu 
de  la  réaction  de  la  courbe,  une  force  normale  — >N  (  et  par  con- 
séquent variable  d'un  point  à  Pautre  dé  grandeur  et  de  dîrec- 
'  tlpn),  et  qui  soit  sans  cesse  égale  et  opposée  à  la  pression  N;  et 
supposons  que  cette  force  agisse  d'une  manière  active  ^  avec  celles 
du  système  réduites  à  deux  X  et  T  (168).  Il  est  clair  que  détrui- 
sant sans"  eesse  la  pression  du  mobile,  la  force  —  N  le  met  dans 
le  même  état  que  s^il  était  libre  :  et  la  courbe  qu'il  décrit,  peut 
être  considérée  comme  une  trajectoire  ordinaire^  résultat  de 
l'iiction  simultanée  des  forces  X ,  Y  et  —  N. 
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&o3.  Soit  WSL  ^fîg.  19:8  )  la  courbe  plané  que  *le  mobile  €$t 
assujetti  à  décrire  et  que  nous  supposerons  coucaye  Ters  les  x  po- 
sitifs: X  et  T  scmt  les  forces  parallèles  aux  axes  Ax  et  Ay  ;  le 
corps  est  supposé  en  M  au  bout  du  temps  t\  BM  =  s ,  AP  =  «» 
PM=:;X^^^^^^  est  la  pression  normale  dont  nous  tenons  de 

parler.  On  sait  que-— et -7-  sont  les  cosmus  de^   angles   que 

forme  la  normale  a^rec  lès'  axes  des  x  et  des  ^,  ainsi  les  compo-* 

santés  de  Ja  pression  N  da,ns  le  sens  de  ces  axes  sont  <-^  N  -1^  ^ 

etN  ;7-(*);  la  première  est  ici  négatire;  parce  qu'elle  tend  à 

diminuer  les^  :  ajpsi  le  mobile  peut  être  considéré  comme  libre 

et  animé  par  les  forces  X  +  N^etY-^W-T-   parallèles   aux 

axes;  et   ks  équations  (&')  deviennent,  en  prenant  dt  coa* 
9taht| 

Telles  sont  les  équations  du  mQurement  :  et  l'on  voit  que  si  on 


(*)  Lu  pMision  N  agît  suivant  h  normale»  majt  oi\ne  connaît  pas  d'aTance 
d^ns  quel  cens;  nous  supposons  ici  q\i*elle  tend  à  éloignçr  U  mobile  du 
centre  de  çoi^rhurç.  Qr,  cela  est  indifiPe'rent  pour  Tanalyse  dont  Tùn  des  plus 
précieux  avantages  est  de  doqner  non-seulement  les  forces  inconnues,  mais 
«mcore  le  sens  suivant  lc(|uel  elles  agissent.  Si  donc,  pour  un  instant,  et  aa 
lien  qu\)ccupc  le  corps,  les  formules  {(f)  donnaient  pour  N  une  valeur  numé- 
riqne  négative»  on  reconnatheait  q\ie  la  force  agit  dans  un  sens  opposée  celui 
qu'on  lui  attribue  ici,  c'est-à-dire  tend  vers  le  centre  de  courbpre. 

Ce  quUl  importe  surtout  de  remarquer ,  c'est  que  les  deux  composantes  de 
]^  sont  essentiellement  de  signes  contraires:  en  effet,  si  ]a  dispositioii  de  la 
%ure  118  permettait  aux  composantes  de  N  d'avoir  les  mêmes  signes,  la  courbe 
devrait  affecter  une  forme  telle  que  Xy  y  et  z  ^e  croîtraient  pas  enseipble^ 
çoi|ime  cela  a  lieu  (âg.  1 38) ,  et  les  rapports  différentiels,  qui  sont  les  facteurs 
de^,  auraient  des  signes  contraires;  il  suffira,  pour  s'en  convaincre,  d'exa-< 
miner  touf-à-tour  les  (juatre  dispositions  que  peavent  avoir  ^  force  N  et  1% 
CQwybc, 
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leur  adjoint  Péquatioo  du  canal  que  le  mobile  est  assujetti  à  dé- 
cîrire,  on  aura  trois  relations  entre  les  quatre  variai Jes  jp  ,  j,  ^  et 
N;  de  sorte  qu'àPaide  de  l'intégration  et  de  Péli  mi  nation,  on 
c4)tiendra  des  équations  entre  deux  d'entre  elles.  Cestce  que 
nous  allons  développer  et  appliquer  à  des  exemples. 

204.  Pour  trouver  la  valeur  de  la  vitesse,  employons  le  pro- 
cédé du  n**  1 70.  Multiplions  la  première  de  nos  équations  par  dxr 
ïa  seconde  par  dy^  et  ajoutons  :  ce  calcul  fait  disparaître  les  ter- 
mes qui  renferment  N,  et  on  a  encore  ici,  comme  précédem- 
ment,  V*  z=  A  +  a/(Xû?ar  4-  Ydy) ,  ou  f  '  =  A  +  2;; ,  ce  qui 
donne  la  mâme^  valeur  de  v  que  p.  23i ,  et  nous  fournit  plu- 
sieurs conséquences  importantes. 

i^.  La  valeur  de  la  constante  A  dépend  de  celles  Aei^  ei  ^st 
un  instant  déterminé:  marquons  d'un  trait  les  variaWes  pour 
désigner  leurs  valeurs  à  cet  instant ,  en  faisant  f?  =  f'  ^  a;  —  A^'  > 
on  trouve  A  t=:  ^'*  —  n^^'^  ainsi  la  vitesse  p  en  un  second  point 
est  donnée  par  ç""  z=:  ç^  +  7^  {j^  —  ^)  :  or  x  et  k  ^^  dépendent 
que  des  coordonnées  des  points  extrêmes  j  ainsi  la  vitesse  au  se- 
cond instant  est  donnée  par  la  vitesse  au  premier  et  par  la  posi- 
tion de  ces  points;  d'oii  l'on  conclut  qu'en  général  la  vitesse  ne 
dépend  nullement  de  la  firme  de  la  courbe  décrite  j  mais  seule-* 
m^nt  des  positions  respectives  des  points  de  départ  et  d^ûrripée  : 
de  sorte  que  si  le  corps  était  assujetti  à  décrire  une  autre  courbe 
quelconque ,  passant  par  ces  deux  mêmes  points ,  il  aurait  encore 
la  même  vitesse.  L'expression  étant  la  même  que  si  la  trajectoire 
eût  été  librement  parcourue  (/,  p.  a3 1) ,  on  voit  que  la  pression 
qu* exerce  le  mobile  sur  la  courbe  qu'il  est  contraint  de  décrire  , 
ne  diminue  rien  de  sa  vitesse  (*). 

2^  Si  le  nAobile  n'est  soumis  à  l'action  d'aucune  force  conti* 


(*)  Cette  conséqaeuce  peut  être  démontrée  immédiatement.  En  effet,  Ion* 
qu^uii  mobile  dënuë  dé  tout  ressort,  lancé  dans  la  direction  F£  (fig.  329 ) 
avec  la  vitesse  Y,  représentée  par  Ï^E,  rencontre  un  plan  BH,  cette  vitesse  est 
ck'cotnposée  en  deux  autres  BE  et  El  :  celle-ci  est  détruite  par  le  plan }  la  pr^* 
•nière  k  son  entier  effet,  de  sorte  que  le  corps  glisse  le  long  de  BH  avec  la  vit 
tesse  BE ,  il  a  donc  perdu  la  vitesse  FE  —  BE  =  V  —  V  *  cos  d ,  ea  nomiiiant 
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nue  y  son  mouyement  ne  peut  provenir  que  d'une  invpuisîon  pri- 
mitive ',  et  sa  vitesse,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  doit  rester  v 
toujours  la  même.  On  voit  en  effet  que  X  =  o,  et  Y  =  o,  don- 
nent ^*  =  A.  Le  mouvement  est  alors  uniforme  et  rentre  dans  ce 
qui  a  été  dit  p.  198. 

3^  JLe  cas  de  la  gravité  est  reafermé  dans  ce  qu'on  vient  de 
dire  ;  si  cette  force  agit  seule ,  on  a  X  =  o ,  et  Y  =;=^,  en  comp- 
tant les  y  positifs  verticalement  de  haut  en  bas  :  ainsi.  • . . 
i/*  =  A  +  2g jr.  Soit  B  (fîg.  laa)  le  point  de  départ,  en  ne  suppo- 
sant aucune  vitesse  initiale,  ABM  la  trajectoire  donnée;  en^ 
faisant  y  =z  BC  =z  k-^  onav=?o;  ainsi  A  =  —  2^^,^ 
et  i'*  =  2^  (j^  --  it)  =  2gr  X  Ml  :  ce  qui  donne  de  nouveau'  le. 
théorème  (191). 

ao5.  La  pression  que  le  mobile  exerce  sur  la  courbe  est  N  ; 
pour  la  dé|erminer,  multiplions  la  i**"  des  équations  (q).\>9ir  dy . 
et  la  2*  par  dx^  puis  retranchons  le  i*"^  produit  du  2%  nous  au- 
rons 

dxd'y  —  dydJ'x 


de—-  ^ 


^^(|)=Y*-X*-N*i 


c^r  --.---  =  V  ;  éliminant  -7-  d  u  1  **  membre ,  il  vient 

'     dx  dt  ^  dt 

On  pourrait  aisément  tirer  de  la  la  valeur  de  N  en  fonction  des 
quantités  connues  X  et  Y,  et  des  coordonnées  x  et  j^  du  point 
qu'occupe  actuellement  le  mobile  sur  la  courbe  donnée  qu'il  dé- 
crit: mais  cette  formulé  est  plus  simple,  lorsqu'on  y  introduit 
le  rayon  de  courbure  R;  car  on  sait  que 


ô  l'angle  FEB.  Cola  posé,  on  voit  qne  la  vitesse  perdue  étsfnt  V.  a  «in»  \  ô, 
lorsque  le  corps  décrira  une  courbe,  il  perdra,  en  passant  d'un  ëlémeot  à 
l'autre ,  une  vitesse  proportionnelle  à  un  sinus  carre' ,  et  par  conséquent  à  un 
inSniment  petit  du  second  ordre  ;  de  sorte  que  la  vitesse  perdue  ne  sera  finie- 
que  lorsque  l'arc  décrit  sera  inâoi. 
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±  R  =s  ^    ^^    ^    =-  _  (Cours  de  Mathém. ,  n*»  733) ,  lorsque 

jf  j 

X  est  Tarlable  principale^ y, ^^  s  désignant  les  coefficiens  dijEfé* 
rentiels  tirés  de  l'équation^  =^  de  la  trajectoire.  Or  comme  dt 
n'eatre  plus  dans  la  -valeur  de  ^dsy  on  peut  y  r^arder  dx 
conmie  constant  :  divisant  tout  par  ds  y  le  dernier  terme  derient 

—  —T^  =  -f-  — .  Nous  prenons  îci  le  signe  —  pour  R  ^  parce 

que  la  courbe  (fîg,  128)  tourne  sa  concavité  à  l'axe  des  x.  Donc 
on  a 

«=g+ï^î^ -M. 

206.  Ainsi  lorsqu'un  point  matériel  sera  assujetti  à  parcourir 
une  courbe  plane  dont  on  connaîtra  l'équation  yz=.fxy  on  sub- 
stituera dans  l'équation  (c',  .170)  pour  X,  Y,  j^  et  ^fy  leurs  va- 
leurs en  fonction  de  x ,.  et  on  en  déduira  la  valeur  de  f^;  à  l'aide 
de  laquelle  y  et  par  une  semblable  substitution  dans  la  for- 
mule précédente ,  on  obtiendra  N  :  revenant  ensuite  aux  équa- 
tions (^r')  on  aura,  après  les  intégrations  convenables,  l'espace 
décrit  dans  le  sens  de  cbaque  axe,  et  le  Heu  du  mobile  au 
bout  du  temps  U 

Pour  faire  l'application  de  cette  tbéorie  à  un  exemple  simple, 
eberchons  les  circonstances  du  mouvement  d'un  corps  pesant  sur 
la  droite  AB  (fig,  i  n^),  formant  avec  l'borizon  l'angle  t.  Prenons 
pour  wigine  k  point  B  de  départ,  et  comptons  les  y  verticale*^ 
ment  :  l'éfuation  de  la-  droite  AB  est  jk  =  *  •  tang  1  ;  de  pks  on  a 
X=o,Y=^,.^ 

T         »  T«  dx  dy 

dy=i dx ,\2Xk%t  ^dy-xzOy  -7-  =cosi^^  =  sin«. 

On  en  conclut  i  ®.  f'"  x»  A  -f-  2gy ,  comme  (204  >  3**). 
2®.  B.  r=  00 ,  ce  qui  cbange  (r  )  en  N  ^=  ^  cos  g. 
3®.  Les  équations  (jj)  deviennent 

d^x  .  d!^y 

^^=^-CQSi.smi,     ^^-=^.siu^j 
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les  vitesses  dans  le  sens  des  x^  des  j'  et  de  BA  sont 
dx  .  dy  „  ^        da 

4^  On  a  enfin  pour  l'espace  parcoura  au  bout  da  temps  %>,  de 
ByersAi  «  =  i^sîni. 

On  peut  remarquer  l'aooord  qui  existe  entre  tout  ce  qui  Yient 
d'être  dit ,  et  ce  qu'on  a  vu  (i63). 

207.  L'équation  (/)  fait  voir  que  lai  pression.N  qu'un  point 
matériel  exerce  sur  une  courbe  qu'il  est  assujetti  à  décrire,  se 
compose  de  deux  parties  qui  sont  dues,  l'une  à  la  vitesse  ac- 
tuelle de  ce  corps,  l'autre  aux  forces  accélératrices  Y  et  X 
qui  le  sollicitent  :  celle-ci  est  U  somme  des  composantes. . . 

Y.  jT-  — X.-^,  de  ces  forces  dans  le  sens  de  la  normale.  Il 
da  da 

pourrait  arriver  que  le  corps  ne  fût  soumis  à  l'action  d'aucune 

force  accélératrice;  son  mouvement  ne  serait  alors  dû  qu'à  une 

impulsion  primitive,  et  serait  uniforme  (204 >  a®);  la  pression 

se  réduirait  à  la  première  partie,  et  h  étant  la  hauteur  due  à  la 

vitesse  p,  on  aurait 

N=|.     o«N  =  ^ (.7. 

N  est  alors  ce  qu'on  nomme  la  Force  Centrifuge:  cette  force  est 
donc  la  partie  de  la  preaaion  qui  dépend  uniquement  de  la  vi^ 
teaae  ;  et  lorsqu'il  n'y  a  pas  de  forces  accélératrices,  elle  est  la 
pression  même.  En  général  elle  varie  à  chaque  instant  ;  cepeu* 
dant  elle  devient  constante  lorsque,  dans  ce  dernier  cas,  le  corps 
doit  décrire  la  circonférence  d'un  cercle;  car  i'  et  R  sont  con- 
stans.  Le  nom  de  force  centrifuge  est  dû  à  ce  que  cette  puissance 
est  dirigée  selon  le  rayon  de  courbure  et  tend  à  écarter  le  mo- 
bile du  centre  de  son  mouvement.  (*) 


{*)  On  peut  démontrer  la  formule  (/)  en  parvenatiC  directement  à  la  ya- 
lear  de  la  fon:e  centrifuge.  Soit  AdE  (%.  i3o)  la  circonfitfrence  qu'on  point 
mate'riel  décrit  en  vertu  d^nne  impulsion  ;  sa  vitesse  v  sera  constante  :  soit  A 
k  Jie«  da  mobile  à  nn  instant  quelconque  \  s^il  devenait  tout-à  coup  libre ,  il 
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On  se  rend  très  bien  raison  à  priori  des  deux  parties  qni  con'* 
Btituent  la  pression  d'un  mobile  contre  une  eourbe  qui  le  retient 
et  qu'il  est  contraint  de  décrire.  En  décomposant  les  forces  ac- 
célératrices qui  agissent  sur  le  point  au  lieu  ou  il  se  trouve  ac-^ 
tuellement^  en  une  force  tangente  et. une  normale  à  la  courbe  y 
la  première  ne  presse  pas  la  courbe ,  et  le  mobile  décrirait  libre^ 
mefnt cette  trajectoire  sans  les  ^utres  causes  qui  agissent;  mais 
la  force  normale  est  entièrement  anéantie  par  la  réi^ction  de 
cette  courbe;  telle  est  donc  la  première  partie  de  la  pression  j 
laquelle  est  due  aux  forces  accélératrices  et  a  pour  valeur  la 
aeconde  partie  de  l'équation  (/)• 

Mm  en  outre  y  si  àM,n  (fig.  1 3 1)  est  la  trajectoii^e,  lorsque  le 
mobile  vient  ^e  décrire  l'arc  oM  et  qu'il  a  atteint  le  point  M  avec 
la  vitesse  p,  il  tend  à  parcourir  la  tangente  M^  prolongement  de 
l'arc  aM.  La  résistance  opposée  par  la  trajectoire  l'oblige  à  se 


parcourrait  la  tangente  AT  aniform^ment;  et  pendant  l'instant  dt,  il  décrirait 
feapace  Af==  vdi»  Mais  la  force  ceotrale  N  qui  ramène  le  point  fdaot  le'cerde^ 
faisant  parcourir  pendant  le  temps  dt  Tespacc  Ab^  le  mobile  devra  déciirt  la 
diagonale  Ad  du  parallélogramme  fb,  et  le  point  d  derra  être  sur  la  circonfé- 
rence. Or,  on  a  {bd)* -szhExAb,  ou  v*dt*  =  aR  x  A&,  parce  ^e  &E  équi- 
vaut à  a  X  ABcaaiR.  Mais  la  force  accélératrice  N ,  supposée  constante  pen- 
dant le  temps  dt^  ferait  parcourir  (i 54)  ^espace 

|;N<2e*  =  A&;  onadonc  t/'ssR  xN,  d'oùN  =  ^. 

Sll  s'agissait  d'une  courbe  quelconque  parcourue  en  ^ertu  d'une  impulsion^ 
cette  formule  aurait  encore  lieu,  R  y  désignant  le  rayon  du  cercle  oacukteur) 
car  à  chaque  instant  le  corps  peut  être  supposé  parcourir  ce  cercle. 

Enfin ,  si  le  corps  est  soumis  à  l'action  des  forces  accélératrices  X ,  Y,  il 
faut  ajouter  leurs  composantes,  selon  la  normale  à  la  courbe,  à  la  pression 

due  à  la  vitesse  v  au  bout  du  temp*  t ,  la  pression  sur  la  courbe  serait  =  "g*  » 
cette  pression  qui  est  =  ^  doit  donc  être  augmentée  de  la  somme  des  com- 
posantes —  -j2  et  -^  des  forces  accélératrices  X  et  Y  dans  le  sens  de  la 
normale,  et  l'on  retrouva  Téquation  (r'}. 
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dérîcr  ël  ii  parcourir  Tare  Mr*, qui  fait  avec  MtVangte  dé  con* 
'  tingence  tM/  r=:  #  :  les  composantes  dé  ff  sont  f^  sin  <  et  ^  cos  â. 

La  1'*  suivant  la  normale  presse  la  courbe  ^yec  l'effort  -7  ^ 

puisque  ^  étant  fort  petite  i'  sin  S  ou  i^  est  Pélément  de  vitesse  dû 

à  cette  force  accélératrice  {fi 9  ^  ^^^)  *  ^t  comme  #  s:  tt  >  on  $1 

II 

g-^  =  -t^  pour  la  pression  due  à  la  TÎtesse  actndle.  Qoant  à  la 

composante  v  cos  ê  selon  la  tangente ,  elle  exprime  la  vitesse  du 
mouvement  selon  l'arc  M/»,  en  sorte  que  la  vitesse  i^  est  dimi'* 
nuée  de  ^  -»-  V  cos  I  3=  ♦^  (t  — cos  I)  =  av  sin*  J  ♦,  qui  M,  né* 
giigeaUe  comme  étant  du  a*  ordre. 

2o8.  Si  le  mobile  n'est  soumis  qu'à  la  force  acoâératrioe  de 
la  pesanteur  ;  soit  AZ  (fig.  122)  la  courbe  plane  qu'il  est  assujetti 
à  décrire^  MP  vertical  et  =^9  AP  =  jr;  on  a  alors  X  =  o  et 

ï  =^,  la  valeur  de  la  pression  devient  N  =  -^  +  g  -7-.  En  sup- 
posant qu'en  A  la  vitesse  était  due  à  la  hauteur  k^  on  aura  (191) 

Pour  trouper  la  courbe  sur  laquelle  la  pression  est  la  même 
en  tous  les  points  y  il  faut  donc  égaler  N  à  une  constante  G ,  et  in- 
tégrer. On  a ,  û&  étant  constant  (Cours  de  Math. ,  784 , 6°.), 

^='^.^{h  +  y)d^x  +  dxdyz^Cdyds', 

he  facteur  i  ^{h  +  j'  )  rend  intégrable ,  et  comme  ck  est  con* 
stant  9  on  a  (en  intégrant  par  parties)  .   . 


[Cyih+:y)+A]ds:;=iS/(h+y)dx (i).  ., 

dx  . 

Puisque  -^  est  le  sinus  de  l'angle  que  la  courbe  fait  en  un  point 

quelconque  aTec  I9,  verticale ,  et  qu'on  connaît  en  un  point  A  ou 
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B  k  valeur  Ae  ce  sîlicis  ;  cela  sert  à  déterminer  la  constante  A 
que  nons  regarderons  comme  connue.  En  carrarft  et  mettant 
fxwir  da'^  S9L  valeur  dx*  +  (fy^'Oo.  trouve  une  équation  très 
iàcl^e  à  s^arer  y  de  sotrte  que  rint<%ratîon  n'offre  plus  de  di^ 
ficnltés* 

Si  ia  vitesse  initiale  était  nrile,  on  aurait  A  ;=  A=  o  ^  d'o& 
Pon  tirerait  Cds  sx  dx*^  donc 

les  ccmstantes  s<mt  nuUes ,  parce  que  x:=^o  donne  y:=s:o*  Ainsi 
la  courbe  d^égale  pnesûon  est  ici  une  droite  qui  ^it  avec  la  ver- 
ticale un  an^Ie  dotit  le  sinus  est  =  G;  il  faut  que  IVm  ait 
C  <  I. 

209.  5i  dans  (/ )  on  fiait  A  =  ^  R,on  aN^giCt  la  force 
centrifuge  devient  égale  à  la  pesanteur^  e  ainsi  un  corps  pesant 
attaché  à  l'une  des  extrémités  d'un  fil ,  qui  est  fixé  par  son  autre 
extrémité  ;  tendrait  ce  fil  avec  la  même  force  ^  s'il  était  suspendu 
verticalement ,  que  si  on  le  faisait  m^voir  sur  un  plan  hori<« 
zcmial  avec  la  vitesjse  qu'il  acquerrait,  en  tombant  d'une  hauteur 
légale  à  la  moitié  de  la  longueur  du  fil. 

L'équatioii  (s)  donne  la  théorie  des/rondes,  abstraction  faite 
du  poids  du  mobile^  v  étant  la  vitesse  d'impulsion  9  R  la  longueur 
constante  du  £1  >  #t  1^  sa  tension. 

«Comme  la  terre  a  un  mouvement  de  rotation  autour  de  son 
axe,  toutes,  ses  parties  sont  anii#es  d'un  certain  degré  de  ^curoe 
centrifuge ,  lequel  est  plus  o<u  moins  grand ,  selon  qu'elles  soj»t 
plus  ou  moins  éloignées  de  l'axe.  Sous  l'éqnateur,  les  points 
«ont  à  la  plus  grande  distance  de  l'axe;  cette  force,  directement 
opposée  à  celle  de  la  pesanteur^  doit  donc  la  diminuer  davan- 
tage qu'en  tout  antre  l^u^  et  quant  aux  lieux  intermédiaires 
€ntre  les  pôles  et  l'équateur  ^la  diminution  de  la  pesanteur  do^: 
être  moins  sensible ,  à  mesure  qu'ils  sont  plus  près  des  pôles. 
Au  pôle ,  la  force  centrifuge  est  nulle  ;  et  les  oc^ps  ont  le  même 
poids  que  si  la  terre  était  immobile. 

Comme  la  gravité  doit  être  xtormale  à  la  surfac%ides  eaux,  et 
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qu'elle  est  la  résultante  de  rattraction  terrestre  et  Je  la  forcé 
ceatrifuge ,  on  voit  qu'elle  dait  varier  avec  les  lient,  et  que  si  ia 
terre  a  été  fluide  dans  l'origine  >  elle  n'a  pu  oonserrer ,  en  yertu 
de  son  mouyement  de  rotation ,  la  forme  sphérique;  elle  a  donc 
dû  prendre  la  figure  d'un  sphéroïde  applati ,  qu'on  démontre 
être  engendré  par  la  rérolution  d'une  ellipse  autour  de  son  pe- 
tit axe.  Cest  aussi  ce  que  l'expérience  confirme ,  et  l'aplatisse- 
ment vers  les  pôles  rend  l'axe  de  s —  moindre  que  le  diamètre 

de  Féquatenr.  Pour  ce  qui  se  rapp<Hrte  à  ce  sujet,  k  la  longueur 
du  pendule  et  à  l'intensité  de  la  pesanteur  sous  différentes  lati« 
tndesy  Voyez  GiocL  Puissant,  u^  167^  Méc.  cél.  tome  II ,  n^  34* 
et  429  p.  i45. 

Spr  la  terre,  les  corps  décrivent  dans  chaque  seconde  déc»- 
male  nn  arc  de  4^I  ogS  de  leur  circonférence  ;  le  rayon  de  Féqua- 
teur  çst  de  6  376522  mètres;  pendant  une  seconde,  les  corp^ 
tombeii^t  sous  le  plan  de  3°* ,64933  :  ainsi  la  force  centrifuge  est 
k  la  pesanteur  dans  le  rapport  de  1  à  2884*  La  première  de  ces 
deux  £(Nrcç$  diminue  la  «conde ,  et  les  corps  ne  tombent  qu'eà 
vertu  de  leur  différence.  Nommons  donc  graçité  la  pesanteur 
entière,  la  force  centrifuge  est  à  l'équateur  efnviron  le  289*  de  la 
gravité  (ou  o,o253  ).  Si  b  rotation  de  la  terre  était  dix-sept  fois 
pins  rapide ,  l'ai'c  décrit  dans  une  seconde  sons  l'équateur,  se- 
rait dix-sept  fois  plus  grand;  la  force éentrifuge  serait  alors  17* 
on  289  fois  plus  forte  ;  elle  serait  donc  égale  à  la  gravité ,  et  les 
corps  cesseraient  de  peser  sur  la  terre  à  l'équateur  :  et  pour  un« 
rotation  plus  rapide ,  les  corps  ;  sous  ce  plan  ,  monteraient  dans 
l'atmosphère  à  la  manière  de  la  fumée. 

210.  Tout  corps  qui  tourne,  développe  en  chacun  de  ses 
points,  par  le  seul  iail  dé  sa  rotation,  une  force  qui,  dirigée  se- 
lon les  divers  rayons ,  tend  à  disperser  ses  molécules;  et  si  l'ad" 
}iérence  était  tout-à-coup  détruite ,  on  verrait  toutes  les  par- 
ties se  projetter  en  divergeant,  en  vertu  de  deux  forces,  Puné y 
qui  est  la  vitesse  de  la  molécule  et  tangente  au  cercle  qu'elle  dé- 
crit  ;  l'autre  qui  agit  selon  le  rayon  de  ce  cercle,  et  tend  k  écar* 
ter  du  ceotii ,  est  la  force  centrifuge. 
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Lorsqu'un  corps  solide  tourne  autour  d'un  axe  fixé,  ses  divers 
points  sont  *iimés  de  vitçsseS  différentes;  la  connaissance  de  la 
vitesse  de  l'un  d'entre  eux  suffit  lisiblement  pour  déterminer 
celles  des  autres  ,•  puisque  les  circonférences ,  et  par  conséquent 
les  vitesses  des  points  qui  les  parcourent,  sont  entre  elles  comm^ 
leurs  rayons  ;  ainsi  pour  faire  connaître  le  mouvement  de  rota- 
tion, d'un  corps ,  il  suffît  de  donner  sa  viteèse  angulaire' j  c'est-à- 
dire  (197.)  lavitesèe  du  point  qui  est  situé  à  l'unité  de  distanôe 
de  l'axe  de  rotation»  Soit  donc  u  la  vitesse  angulaire ,  f  =  R» 
sera  sa  vitesse  du  point  qui  est  situé  à  la  distance  R  de  l'axe  En 
rapprochant  cette  équation  de  (>')  on  a  pouf  là  force  cen- 
trifuge 

N=M.»  =  5    et    «=/(!)  .. .•(/).. 

Lorsqu'un^corps  tourne  autour  d'un  axe  fixe  ;  se&  divers  points 
sont  animés  de  vitesses  de  rotation^  et  les  forcés  centrifuges  qui 
en  résultent  sont  utiles  à  comparer  entre  elles.  Soient  R  et  R'  les 
distances  de  deux  points  à  l'axe;  f'  et  v  leurs  vitesses  ^felf 
leurs  forces  centrifuges,  on  a  ,  .  ^ 

R/=  ♦.%  R'/  :=  /•  ;  mais  ^  =  |  >  donc^  ^  J, . 

Ainsi  les  forces  centrifuges  des  diif  ers  points  d'un  corps  tournant 
autour  d'un  axcj  sont  proportipnnelfes  à  leurs  distances  à  cet 
axe ,  et  à  leurs  vitesses  respeçtii^es.  Cette  conséquence  résulte 
également  de  Péquatioxj  N  =  R«%  puisqu'elle  dorine/=  Ra*  et 
/'=RV.  • 

Soient  y  et  y^  les  forcés  centrifuges  de  deux,  points  de  la  sur- 

facn^rrestre  supposée  sphérique ,  le  premier,  pris  à  l'équateur, 

Je^^nd;  ayant  X  pour  latitude;  comme  R''  =  R  cos  x,  R  étant 

le  raiyon  de  la  terre ,  on  voit  que/^  =if  cos  x  :  on  a  obtenu  cî- 

dessvsf=  0,0253=  /-^  de  la  gravité^. 
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IX.  Mouvement  cP un  point  assujetti  à  décrire  tmê  courbe  à 
doublf  courbifre.'  .  i 

*  211.  Reproduisons  ici  tout  ce  qui  a  été  dit  n^  ao2 ,  sur  la  presr 
sion  N  normale  à  la  courbe  donnée^  et  sur  le  moyen  de  rendre 
le  mobile  libre  en  introduisant  dans  lé  système  une  puissance 
-^  N  égale  à  la  riéactîon  de  la  courbe.  jSoi^t  il  m.  ^  nies  angles 
fprmcs  par  N  ayec  les  trois  axes  coordonnés;  nous  serons  en 
droit  de  supposer  que  le  corps  décrit  lilH*ema&t  la  trajectoire  y  si 
nous  le  suppoisons  animé  par  les  quatre  forces  X ,  T ,  Z  et  — ^  N  ; 
les  équations  (b'  p.  229)  deriendront  donc  applicables ,  saToir^ 

-^  =  X  — Ncos^,  -^=1: — WoosOT,  --=^=Z— Wcos». 

f/^  dt^  .  ■     d^ 

*     .  •  * 

les  angles  l^met-n  sont  liés  par  les  équations 

COS*/     -|^  008*7»     +  cos*/i  1=  1  • . . .    (1), 
dx  .cos  l+dj  .  co8m'-\-dz  .  cos7»=:  o  .  • .  (2). 

La  !'•  appartient  à  toute  droite  dans  l'espace  (  n®  23)  ;  la  2®  in* 
dique  que  la  direction  de  N  est  perpendiculaire  à  la  tangiente  , 
car  Félément  d'arc  fait  avec  les  al.es  des  angles  dont  les  cos  sont 

T"  >  ^  ^  'ir*^^^^  ^^^^  multiplier  respectiyement  ces  quanti- 
tés par  cos  Ifàos,  niycosn,  puis  i|ire  la  somme  et  égaler  à  zéro , 
pour  exprimer  que  ces  deux  directions  sont  perpendiculaires 

(Cours  de  Matb.,n<^  633,  G*».).       .* 

Voilà  donc  5  équations ,  entre  lesquelles  il  faudra  éliminer 
N,  /,  m  et  F2  qui  sont  inconnues ,  et  on  de^ra  adjoindre  j^Ba- 
fiflitL  finale,  aux  deux  équations  de  la  trajectoire  donnée^PRir* 
avoir  les  formules  propres  à  déterminer  le  lieu  du  mobile,  ou 
X, y  et  z  y  en  fonction  du  temps ,  sa  vitesse ,  etc. 

Multiplions  la  i'®  équation  par  dx ,  la  2®  par  dy ,  la  3*  par  dz 
et  ajoutons ,  N  disparait  et  on  a 
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agi 
dJ^x  +  dycfy  +  dzc^z 


df" 


=  Xcfc  +  Y^  +  Zd«. 


Supposons  que  le  2*  membre  soit  une  différentielle  exacte  d^^ 
X,  T,  Z  étant  des  fonctions  A%x^  y^z  seuls;  on  aura  donc  en 
intégrant 

— ^ =  5i-^  =  ^'  =  ^+^A:-    . 

Ifous  retrouvons  donc  cette  équation  des  forces  vices  qui  avait 
lieu  dans  le  mouvement  libre  (  «',  170  )  ,  et  la  conséquence  que 
nous  en  avons  tirée  p.  281,  qui  subsiste  pour  les  trajectoires  à 
double  courbure. 

L'équation  v*  =  A + ^Aî  ^ait  oonnaitre^la  vitesse  du  mobile  en 
x^y  yZ\\e&  deux  équations  de  la  courbe  oonnue  fier?iront  à  éli- 
miner deux  coordonnées,  telles  quej^  et  s  ^  et  on  aura4'équation 
■^  A  =  cfe  ^/(A  +  a;ç) ,  qui  étant  entre  les  deux  variables  x  et  t^ 
sera  int^able  par  les  quadratures.  Mais^i  la  fonction  Xd^-f-etc. 
n'est  pas  une  différentielle  exacte  ;  le  calcul  se  présentera  sous 
ime  forme  plus  compliquée» 

Il  reste  à  déterminer  la  pression  N  :  mais  sans  nous  arrêter  à 
1^^  déduire  de  noç  équations  générales  y  il  est  clair  que  n<)us  poiv- 
vons  reproduire  ici  tout  ce  qui  a  été  dit  p.  285,  pour  une  courbe 
plane  *>  défilement  datis  la  £g.  1 3 1  les  élémens  de  la  courbe  ne  sont 
situées  que  deux  à  deux  dans  un  plan  qu'on  nomme  osculateur; 
en  passant  de  l'élément  aM  à  M/i  y  le  mobile  presse  la  courbe  en 
vertu  de  sa  vitesse  actuelle,  et  l'efifort,  tendant  à  accroître  le 

rayon  de  oOttdbureR,  est  encore  r^;  on  doit  combiner  cet  effet 

avec  celui  qui  est  dû  aux  forces  accélératrices;  ott  prendra  la  ré- 
sultante de  X,  T,Z,et  on  la  décomposera  en  deux,  l'une  selon 
la  tangente,  ïautre  dans  le  plan  de  ces  deux  directions  et  per- 
pendiculaire à  la  courbe.  Ce  sera  celle-ci  qu'il  faudra  composer 
avec  la  pression  dtie  à  la  seule  vitesse,  mais  qui  ici  ne  s^ ajoute 
plus  avec  elle,  parce  que  la  force  centrifuge  est  dané  lé  plan 

19.. 
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oscillateur ,  et  q^e  la  conAposante  dont  il  s'agît  ne  s'yjtroùre  pas 
en  général. 

X.*  Mouvement  d'un  point  assujetti  à  -parcourir  une  surface 

courbe, 

212.  Goncerons  maintenant  un  point  matériel  assujetti  à  se 
mouvoir  sur  une  surface  courbe  donnée  par  son  équation 
z  =/  («  j  J'  )  >  ou  par  son  équation  différentielle  dz=pdx+qdy, 
p  eiq  étant  les  coefficiens  des  différences  partielles  de  z  prises 
Respectivement  par  rapport  kxeiày*  Nous  fe^'ons  pour  abréger 

a>  =  —77 : — r-; — -r»  On  sait  (Cours  de  Matb. ,  n**  nAn)  que 

V(<^  +p  +si  ) 

la  normale  à  une  surface  courbe  fait  avec  les  axes  des  x^j^eiz^ 
des  angles  dont  les  c6sinus  sont —  pf,  —  ^^;  +  ^  5  ïious  affec- 
tons  les  deux  premiers  dii  signe  «^  parce  que  nous  supposons  que 
la  surface  est  concave  vers  les  x  et  y  positifs.  Introduisons , 
comme  au  n**  202  >  ime  force  —  N  dirigée  suivant  la  normale  > 
égale  et  opposée  à  la  pression  N;  ses  composantes  dans  le  sens 
des  axes  seront  '^p^f'ÎHqf  et  —  T^^.  On  j)eut  donc  regarder  le 
point  mobile  comme  libre ,  et  sollicité  par  les  trois  forces  accé- 
lératrices X  -f-  N/>^ ,  Y  +  "Nq^ ,  et  Z  —  Nf  :  au  lieu  des  équa- 
tions (  £'  ) ,  on  aura ,  en  supposant  dt  constant ,  ' 

21 3..  Ces  équations  ont  le  même  usage  que'  celles  du  n**  2H  ; 
elles  donnent  toutes  les  circonstances  du  mouvement  du  mobile. 
En  effet,  si  l'on  multiplie  la  première  par  dx,  la  seconde  par  dj, 
et  la  troisième  par  dz,  en  ajoutant^  N  disparaîtra/ à  cause  de 
dz  =  pdx  +  qdy ,  et^  on  obtiendra  l'équation  (  c'  ),  en  suivant 
Ije  même  calcul  qu'au  n°  1 70;  d'où  il  résulte  que  toutes  les  consé- 
quences énoncées  n^  2o4  ont  également  lieu  ici. 

De  plus  ;  si  l'on  multiplie  les  équations  {/)  respectivement  par 
— jo ,  —  ^r  et  I ,  en  ajoutant^  il  viendra 
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Mais  (iz  =  pdx  +  qdy,  donne ,  en  différenciant.  /•  » 

d^z  =  p.d*X'^q.d^y'{'  dp. dx  +  dq.<fy:  Binsi 

d'où  l'on  tire ,  à  cause  de  cfo  =  vdt 

11  serait  aisé  de  déduire  de  ces  formules  celles  que  nous  avons 
trouvées  lorsque  l'orbite  est  plane.  Dans  chaque  cas  particulier  ^ 
il  est  plus  convenable  de  trouver  la  valeur  de  N,  en  faisant  le 
calcul  précédent  sur  les  équations  mêmes  du  mouvement^  quç 
d'employer  la  formule  ci-dessus.  L'équation  (  /,  170)  donne  la 
vitesse  v^  à  l'aide  de  laquelle  et  de  celle  de  la  surface  (qui  donne 

p,q,ç,  ;p>  77  >  TT  ®^  fonction  de  x  et  y),  on  obtient  N  :  en- 
fin les  formules  (/  )  serviront,  concurremment  avec  l'équation 
de  la  surface,  à  déterminer  le  lieu  du  mobile  et  la  courbe  qu'il 
décrit. 

21 4*  Pour  appliquer  ces  principes  à  un  exemple,  concevons 
une  parabole  BAC  (fig.  1*82)  qui  tourne  autour  de  son  a:^  ver- 
tical AJDz  5  le  paramètre  étant  2û5,  la  surface  engendrée  aura  pour 
équatton ,  en  prenant  le  point  A  pour  origine , 

aaz  =  x^'{'y,    d'où     acfe  =  xû&+^fl^. . .    .  *  (i)»; 


• 
a 


On  tire  de  là  p  =  î,û='?^,  a  =  —-,    ^    , 

^       a'^       a'^         |/(a*  +  2ai5) 

Supposons  donc  qu'un  point  mobile  pesant  reçoit  une  impul- 
sion quelconque ,  et  eu  assujetti  à  se  mouvoir  sur  le  paraboloïde, 
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on  aura  X  ==  o ,  Y  =  o  et  Z  =  —  g  y  et  les  équations  (/)  se- 
ront ici 

L'équation  ( c/'  )  donne i^^zzzmgÇ^h  —  z),k  cause  de  x  = — §^ > 
^  A  est  ici  une  constante  qui  dépend  de  la  vitesse  initiale.  Cette        ^ 
expression  s'obtient  d'ailleurs  directement  en  pratiquant  le  cal- 
cul du  n**  1 70;  qui  consiste  à  multiplier  respectivement  les  équa- 
tions (  2  )  par  dxydy  eid^,  puis  à  ajouter  et  intégrer: 

dx^  +  dy^  +  dz^  ds*  ,        ^  ,iL         N    ,ox 

Eliminons  N  entre  les  deux  premières  équations  (2) ,  nous  au- 
rons xd^y  — yd'x  =  o,  d'oh  xdy  — ydx  =  Crf/.  Ainsi  les  aires 
(172)  sont  proportionnelles  aux  temps  dans  le  sens  horizontal^ 
ce  qui  était  facile  à  prévoir  (p.  233).  Le  carré  de  l'équation  (i) 
ajouté  à  C?  t//*  =  {xdy  — ydx^  donnç   ., 

or  a;*  -1- J'*  =  2aj5;  de  plus,  l'équation  (3)  donne 
■   j^.  —  =  ^^ "^ ^^ ~ ^ '  ^\ substituant,  ou  trouve, 

.        dt  ~  y  \         a'^imz         /•'••W-- 

i 

Par  l'intégration,  on  déduira  z  eu  fonction  de  t,  et  par  suite 
toutes  les  autres  circonstances  du  mouvement.  •  • 

P'est  aiuçi^  par-exemple,  que  pour  obtenir  la  valeur  de  la  pres- 
sion N ,  il  faiilrait  multiplier  respectivement  lès  équations  (2) 
par—*,  — j^  et  a,  puis  ajouter  ;  il  vieudrait  à  cause  delà  dîffé^ 
rentielle  de  l'équation  (i), 

^^=-.^a~N\/(a^-^2a;5). 
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Mettant  ici.  pour  le  premier  membre  sa  valeur  tirée  de  la  for- 

dz 
mule  (3) ,  ainsi  que  (4)  pour  -^ ,  en  à  enfin 


Si  l'on  fait  -7-  =  o,  on  obtient  pour  les  points  où  «  est  ^n 

Cirt 

maM/num  OU  un  mmimum^  Jes  deux  Tftl^rs  inhales 

l'une  se  rapporte  au  maximum  et  l'autre  au  miminmm  de  l'or- 
bite :  elles  dépendent  des  constantes  C  et  hy  qui  sont  relatives  aux 
<nrodhstanees  initiales  du  ntouvement.  .      \ 

On  peut  déterminer  ees  constantes  de  manière  à  satisfaire 

à   certaines  conditions:  si^  par  exemple^  on  veut    rendre 

les  deux  valeurs  de  z  égales^  ce  qui  exige  que  h^ag  =  C*, 

«lors  iç  =  jA  :  or  il  est  clair  que  l'orbite  est  un  plan  horî- 

'zontal^   car  si   dans  (4)  on  met  Ji'c^  pour   C%  on   twiuve 

—  ==(A  —  îxz)  t /(        ^  j  valeur  imaginaire  (puisque  t  est 

toujours  positif)  >  si  ce  n'est  lorsque  z  ==  |  A  :  la  vitesse  dans  le 
sens  des  z  est  donc  nulle ,  et  l'orbite  a  une  élévation  constante 
AJ>  (fig.  1 32)  au-dessus  du  plan  xy.  Le  mouvement  est  alors  donné 
par  les  équations 

xdy  —  yd:^  ==  CcLty  C  =  hvX^g)  7  **  +  ^"^  =  ah. 

Comme  les  coordonnées  polaires  sont  plus  commodes  ^  prenons 
l'origine  au  centre  D  de  Forbite  circulaire,  dont  te  rayon  DC  ou 
OF  est  ^  =  v/(aA)  ;  ppur  changer  de  coordonnées,  on  fera  donc 
*.:;=  ç  costf,  y  =  ç  slnô,  ^  étant  Fangle  EOF  formé  par  le 
rayon  vecteur  OE  avec  l'axe  OF  :  notre  première  équation  de- 

vient  par  là  aÂ.c?9  =  Cc/^,  ou  db\^a-=,diyg\  et  con^^e  -3- 
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OU  la  vitesse  angulaire  est  -=1/-  ^=z  constante  indépendante 

de  h ,  on  voit  que  le  mouvement  est  uniforme,  et  que  pour  le 
même  paraboloïde  cette  vitesse  est  constante,  quelle  que  soit  la 
hauteur  ^D  de  Torbile  au-dessus  du  plan  xy, 

2 1 5.  On  pourrait  également  appliquer  la  théorie  au  cas  011 
Téquation  de  la  surface  serait  implicite  ;  c'est  ce  qu'on  va  voir 
p^r  un  exemple. 

Prenons  pour  seconde  application  le*  pendule  à  oscillations 
coniques.  Concevons  un  fil  inextensiLtle  et  sans  pesanteur ,  dont 
l'une  des  extrémités  est  liée  à  un  point  matéiiel  pesant,  et 
dont  Pautre  bout  est  fixe.  L'origine  étant  en  ce  dernier  point ,  la 
surface  de  sphère  que  le  mobile  sera  assujetti  à  parcourin^  aura 
pour  équation 

*•  +y +'**  =  '^  d'où  xdx  +ydy  +  ddz=zo.. ,  .\(i). 

r  est  la  longueur  du  pendule.  Si  Pon  prend  les  z  positifs 
verticalement  de  haut  en  bas,  on  a  X  ='o,  Y=  o,  Z  =  g: 

de flusp  =: >?  =  —  -etç=:-:  nos  équations  (/)  der 

viennent  ici 

d'x  _       l^x     dy  _^        ^       d^z  _          Ni5  .  . 

W~~~'d7-~r*   3F~^""T ^^^' 

Multipliops  ces  équations  respectives  par  dx,  dyetdzy  ajoutons 
et  intégrons,  il  vient  pour  la  force  vive 

-^ =2^(z  — A)  =  v*....(3). 

Pour  obtenir  4a  valeur  de  N,  on  multiplie  respectivement 
les  équations  (2)  par  x,  y  et  z)  ajoutant,  et  ayant  égard  à  la 
différentielle  de  l'équation  (1)  et  à  l'équation  (3) ,  on  trouve 

N  =  -  r  3«  —  2^  ).  Sans  chercher  à  introduire  cette  valeur 

dans  les  équations  (2) ,  pour  éliminer  ensuite ,  afin  d'obtenir  les 


>* 
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relations  entre  deux  des  quatre  variables  x,y,  z  et  t^on  peut 
éliminer  N  entre  les  deux  premières.  En  effet ,  comme  la  gra- 
vité n'est  pas  dirigée  sans  cesse  vers  l'origine  des  coordonnées, 
H  est  vrai  que  (172)  le  principe  des  aires  proportionnelles  aux 
temps  n'a  point  lieu  :  mais  on  doit  trouver  qu'il  existe  dans 
le  sens  horizontal,  puisqu'aucune  force  n'agit  parallèlement 
au  plan  xy»  Multiplions  donc  respectivement  par  j^  et  par 
X  les  deux  premières  équations  (2)^  soustrayons  et  intégrons, 
il  viendra  *     , 

xcfy — ydxz=zk.dt, (4), 

A  étant  une  constante  arbitraire.  Les  trois  équations  (2)  sont 
donc  remplacées  par  les  compressions  (i),  (3)  et  (4)  qui  so^t  du 
premier. ordre,  et  doivent  servir  à  déterminer  les  valeurs  de  a:, 
y  et  2  en  fonction  de  ^;  c'est  ce  que  nous  allons  voir.  Élevons  au 
carré  xdx '-\- ydy  =1  —  zdz,  et  la  formule  (4),  puis  ajoutons, 
nous  aurons  {jx^  +^*)  (dx^  +  û^*)  =  A*<f^+  «*&*;  on  tire  de 
(i)  et  (3)  la  valeur  des  facteurs  8u  premier  membre,  et  on 
trouve  enfin  ^^ 

^'=  V/{2^(r«_i»Hl-A)-A») (^^- 

Nous  mettons  ici  le  signe  — ,  parce  que  nous  supposons  que  les 
temps  sont  comptés  à  partir  de  l'instant  où  le  mobile  est  au  point 
le  plus  bas  de  son  orbite,  ce  qui  exige  que  t  croisse,  lorsque  z 
décroît. 

Cherchons  'maintenant  les  maxima  et  minima  de  l'orbite  ; 

pour  cela  il  faut  faire  —  =  o,  ou  û^=  o  puisque  vdp  =zgdz  ; 

ainsi  en  ces  points  la  vitesse  est.  aussi  un  ïnaximum  ou  uiï  minir 
mum;  dzzzzo  donne  en  développant 

^3  _  hz^^r^^  4.  r*A  +  —  =  o. 

Cette  équation  a  au  moins  deux  racines  réelles,  car  l'orbite  a 
nécessairement  un  rriQxvmum  et  un  mimmum,  puisque  le  mo- 
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bile  ne  sort  pas  de  la  surface  de  la  sphàre*  Or  Iqi  imaginaires 
étant  toujours  en  nombre  pair  (Cours  de  Math.,  n®'  Si^Set  53o)^ 
notre  équation  doit  avoir  ses  trois  racines  réelles  :  de  plus  une 
seule  est  négative ,  d'après  l'ordre  des  signes.  On^peut  donc  en 
désignant  par  a,  6  et  —  c  ces  trois  racines ^  écrire  notre  ^na- 
tion SÔU8  la  forme  (s  — -  a)  (2  -<-  b)  (z-f-  c)  =  o,  aybetc  étant  des 
nombres  positifs  Si  l'on  exécute  les  mvdtipiications  et  si  l'on  com- 
pare^ on  aura  • 

A.* 

a-f-i  —  c=A,  bc'^'ac  —  ab^^r^^  abc  =  r*A  +  — . 

La  seconde  donne  f 

Substituant  dians  les  deux  autres  ^  on  trouve 

/"—     ir+b     *^^        '^rçb       • 

Voilà  par  conséquent  les  constantes  A  et  A  ^  déterminées  en  fonc- 
tion de  r^  o^et  ^  :  c  est  une  fonction  connue  de  ces  mêmes  quan- 
^tités  :  a  est  le  2  du  point  le  plus  élevé,  et  b  celui  du  point  le  plus 
bas  de  l'orbite.  Introduisons  donc  a,  6  et  c  au  lieu  des  arbitraires 
A  et  A, dans  l'équation  (5)  ^  elle  devient 

La  résolution  du  problème  dépend  de  l'intégration  de  cette  for- 
mule. En  efiPet>  supposons  que  z  soit  connu  en  fonction  de  ti  soit 
A  (fig.  118)  le  centre,  et  FDM  la  projection  de  Porbîte  sur  le 
plan  xy  ;  M  sera  celle  du  mobile  au  bout  du  temps  t  Faisons 
l'angle  MAP=  u  et  AM  =  ç;  comme  AP  =  ar  et  PM  =jK,  le\ 
triangle  MAP  donne 

a;  =  f  cos  W;  y  =:  ç  sin  i^;  ç* =«*  +  j''*  =  r* -^  a*. 

Ces  valeurs  étant  introduites  dans  Péquation  (4)?  donnent 
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^du  z=z  Adt,  d'où  du  =s  -^ ;  i  en  intégrant  on  anra  donc  w, 

et  par  suite  x  ety  en  fonction  de  ^.  ^ 

Pour  ayoir  le  temps  de  la  démi-oscillation ,  c'est  -à  -dîre*ce- 
lui  que  le  mobile  emploie  à  parvenir  du  point  le  plus  bas  au 
point  le  plus  élevé  de  son  orbite ,  il  faut  intégrer  l'équation  (7) 
entre  les  limites  2  =  a^  et  z  =  &.  Ppur  cela  supposons 


a  —  6* 


Cette  transfQrmaUon  est  destinée  à  faciliter  l'intégration;  elle  est 
d'ailleurs  légitime  ;  car  comme  le  mobile  ne  doit  jamais  sortir 
des  limites  zr^aet^^^^la  nature  de Ja question  esiige  qu'on 
ne  puisse  jamais  avoir  2>aet«<^ftj.a  —  «eta  —  6  sont  dpnc 
positifs.  J)e  plus  z  passe  par  toutes  le$  grandeurs  mtr^  aelbj 


a-^  z 


eomme  -^—r  pawe  de  o  à  1,  isans  sortir  de  ces  limites ,  qui  sont 

aussi  celles  de  sin  6,  Les  limites  sont  remplacées  par  sin  6  =;  0/ 
etsinflz^ii. 

Jl  est  aisé  de  voir  qu'on  a  i5=  a  céf  d  +  iî  sin*  6,  Or  cb  sup-^  ' 

posant,  pour  abréger,  V^^^^By+r^Z^T^^a^+^aô+r^, 
on  a  a  —  «  =  (a  —  ^) sin* *,  ^— i=:(ûr  —  h)  cos*6, 

fs  +c  =  £i  —y»  sip*0  X  -^^,  ^a=  a^inô  cosô  (b  —  a)(ti. 

y       , 

En  substituant  dans  l'équation  (7)  on  trouve 

le  développen^ent  de  (  i  -^  y*  sin*  6)  "*  »  est 

1  +^  >''sin*9  +  i~  yïsin^e+  L^:^.^^sm^6  +  eio. 
Ainsi  on  n'a  à  intégrer  que- des  termes  de  la  forme  û?i.sin*^* , 
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77»  étant  un  nombre  pair  :  or,  les  formules  connues  (Cours  de  Ma- 
tliém.  ;  n**  796  )  donnent 


P 


S.  sih^'ô  =  —  —  cos«.sm"*-'«  4- ^ Tû^ . sin"»-* ^ . 

7n  TTl     J 

Nous  n'aurons  point  égard  ici  au  premier^  terme  de  cette 
intégrale  ^  parce  qu'il  est  nul  aux.  deux  limites  désignées  sîn  1=6 
et  nn  tf  =  ±:  I.  Un  calcul  semblable  à  celui  du  n^  ig6  donne 
enfin 

/l/A     •«.       '1.3.5...  (?ro — i)^^' 
2.4.0. ..  m 

Or  maintenant  les  limites  sin  tf  ==  o,  et  =  d:  i ,  ne  donnent 
pour  0  que  les  valeurs  indéterminées  I  =  ihr ,  ^  :=  ^  {un  +1)^, 
i^et  n  étant  des  nombres  entiers  quelconques;  ce  qui  fait  yoir  que 
le  mobile  devra  passer  une  infinité  de  fois  du  maximum  au  mi- 
nimum de  z  :  cela  s'accorde  ayec  la  théorie  des  oscillations  (i94)« 
Pour  obtenir  les  temps  qui  s'écoulent  entre  ces  divers  passages, 
il  faudrait  prendre  tour  à  tour  ^  =  45^,  =  |  5r,  =  |5r,  • . .  , 
quantités  qui  différent  entre  elles  de  *^  ;  et  comme  6  n'entre 
dans  notre  int^ale  qu'à  la  première  puissance ,  il  est  clair  que 
les  temps  des  oscillations  sont  égaux  entre  eux. 

Pour  avoir  le  temps  de  l'oscillation  entière,  il  faut  prendre 
pour  limites  ^  =  oet^=îr,ce  qui  donne 

--^i^,x{'  +(1)V(W)  *(^f^"- 

On  peut  déduire  de  cette  formule  les  oscillations  dans  un 
cercle  vertical;  car  coïnme  la  projection  de  Torbite  sur  le  plan 
,«y  est  alors  une  droite,  on  a  A  =  o  :  en  remoidant  aux  valeurs 
précédentes  de  A,  A  et  c ,  on  voit  qu'on  a  a  =  r,A  =  ^,et 
c  ==  r-.  telles  sont  les  .valeurs  de  z  qui  répondent  au  m,asimum  et 

au  minimum;  on  a  aussi >*  = ,    En  substituant,  la  va- 

2r 

leur  de  /ci-dessus  conduit  à  celle  du  n°  196.  Dans  le  cas  des  pe- 
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r  '^  h  ."         , 

titeà  oscillations , est  udc  fraction  très  petite ,  et  qu'on 

peut  négliger  :  ce  qui  donne  de  nouyeau  la  formule  (/>',  194). 


CHAPITRE  III. 


MOUVEMENT    D  UN    SYSTEME. 


I.  Choc  des  Corps  durs  ;  mesure  des  Forces  j  des  Pressions ^^ 


i 


jaLÏè,  Tout  ce  que  nous  avons  dit  jusqu'ici  repose  sur  ce  prin- 
ipe ,  que  la  force  est  proportionnelle  à  la  vitesse  (i4^)  ;  ce  qui 
est  vrai  tant  que  les  puissances  ne  sont  destinées  qu'au  mouve- 
ment d'un  corps  unique.  Il  convient  donc ,  avant  de  traiter  ce 
qui  dépend  du  mouvement  d'un  système ,  de  cbercber  la  mesure 
des  forces  qui  agissent  sur  des  masses  difiFérentes.  Essayons  de 
faire  dépendre  ce  dernier  cas  de  l'autre. 

Concevons  une  masse  M  divisée  en  n  parties  égales  ;  désignons 
cliacune  par  m ,  et  supposons-les  sans  liaison  les  unes  ftvec  les 
autres  :  s'il  faut  une  force /"pour  communiquer  a.  m  la.  vitesse  V, 
il  faudra  n  de  ces  forces/* pour  donner  à  ces  n  masses  m  la  vitesse 
commune  V  ;  €$  conime  la  vitesse  V  est  la  même ,  les  parties 
n'exercent  point  d'actionnés  unes  sur.les  autres ,  même  en  réta- 
blissant leur  liaison  mutuelle  :  on  peut  donc  regarder  M  comme 
xin  corps  uniqife  et  solide,  sans  changer  rien  à  ce  qu'on  vient  de 
dire.  Ainsi  il  est  évident  que  pour  donner  la  vitesse  Y  ii  la  masse 

M/ 
M  =  nm.  il  faut  une  force  F  =  nf:=x  — ^  .    En  raisonnant 
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de  même  pour  un  itutre  corps  ,M^,  on  trouve ,  pour,  la  Swùb 
propre  à  lui  imprimer  la  vitesse  V,  F  :=  — ^  ,/*  d&ignant  la 

force  capiable  de  donner  la  vitesse  Y '  à  la  portion  m  du  corps  M^ 

^       F  M/        F         MV  .         ,      ^         ^    ^  ^ 

Donc  p  =  jj^  ^«  p  =  Sfy/  >  puisque  les  forces  f  et  f 

agissent  sur  la  même  masse  m,  et  sont  proportionnelles  aux 
vitesses  V,V'. 

Cette  démonstration  s'applique  toutes  les  fois  que  les  masses 
sont  commensurables  ;  pour  l'étendre  à  tous  les  cas ,  supposons 

que  M  et  M'   étant  incommensurables  ^  on  ait. 

F  MV        * 

F'  ^^  fM'-hhW  '  P^*^®^^^  M  en  it  masses  m  égales  et 

plus  petites  que  h ,  de  sorte  que  M  =  im;  soit  une  autre  masse 
h' m  comprise  entre  M'  et  M'  ±  A  ;  la  force  /  propre  à  lui  im- 
primer la  vitesse  Y'  devant  satisfaire  à  la  condition 

F  MV  /  i'm  •    ^    ,.      j  . 

7  ~  WmY'  on  a  |7  =  jp^-^  î  ce  qui  est  absurde,  puis- 
qu'il faut  visiblement  une  force  plus  grande  pour  communiquer 
la  même  vitesse  à  une  masse  plus  grande  :,  donc  A  =  o. 

Ainsi  les  forces  sotU  proportionnelles  aux  produite  des  masses 
par  lés  vitesses  :  comme  ce  produit  est  une  fonction  dont  l'usage 
est  fréquent,  on  lui  a  donné  le  nom  de  Quantité  de  mouifement; 
donc  les  forces  sont  proportionnelles  aux  quantités  de  moutc- 
ment.  Il  peut  arriver  que  les  forces  F  et  F^  soient  égales,  ce  qui 
donne* 

MV  =  M'Y'..»,  (a"). 

On  voit  donc  que  la  même  force,  capable  de  dommuniquer  la 
vitesse  V  à  la  masse  M  ,  donnerait  à  kt  masse  M' la  vitesse  V  ^ 
pourvu  que  les  niasses  soient  en  raison  inverse  des  vitesses;  cette 
force  imprimerait  une  vitesse  k  fois  plus  grande  à  une  masse  k 
fois  moindre. 

.    Puisque  le  rapport  ^{jp^  est  constant,  on  peut  le  représen^ 
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ter  par  a.,  et  on  a  F  ==,  «. MV.  Ou  peut  même  prendre  «t  =  i  ; 
il  suffit  pour  cela  de  regarder  comme  unité  de  force  celle  qai' 
imprimerait  l'unité  de  vitesse  à  l'unité  de  masse  ;  ce  qui  revient 
%  faire  F'  =:=  i ,  V  =  i ,  M'  =  i .  Nous  mesurerons  donc  la  force 
d'un  corps  en  mout^ment  par  le  produit  de  la  masse  de  ce  corps j. 
par  la  vitesse  dont  il  est  animé.  Lorsque  les  corps  sont  hétéro- 
gènes, nos  raisonnemois  s'appliquent  encore  9  pouru^  que  nous 
y  désignions  par  m  des  masses  égalés ,  c'est-à-dire  des  masses 
«qui,  animées* de  vitesses  égales  et  oj^sées,  se  feraient  équi- 
libre; ou  plutôt  des  corps  de  même  poids,  puisque  le  poids  est 
proportionnel  à  la  masse  (  5o,  248)  :  en  général  /  dans  tout  ce 
qui  vient  d'être  dit ,  on  petit  substituer  les  poids  aux  massée. 

a  1 7  .La  Mécanique  ne  remonte  pas  aux  causes  de  mouremènt  • 
die  ne  voit  que  le  fait  qui  en  résulte ,  et  son  objet  est  de  recher- 
cha comment  ce  mouvenient  se  conserve  ou  se  modifie  :  ainsi 
les  calculs  dépendent,  non  de  la  force  facultative  du  moteur  , 
mais  bien  de  la  force.  e£Pective  qu'il  déploie.  On  peut  évaluer 
Y  effet  d'une  puissance  de  deux  manières;  par  exemple,  s'il  s'a- 
git de  celle  d'un  homme,  on  examine,  ou  quel  fsirdeau  il  peut 
supporter ,  ou  quel  ouvrage  il  peut  faire  dans  un  temps  donné  : 
dans  le  premier  cas ,  les  puissances  sont  comparées  à  une  force 
morte j dest-à-direà  la  force  qui  peut  leur  faire  équilibre;  ce 
nom  lui  vient  de  ce  qu'elle  est  aussitôt  détruite  qu'engendrée  : 
nous  avons  montra  qu'alors  les  puissances  sont  entre  ellfes  comme 
les  produits  deç  masses  par  les  vitesses  :  dans  le  second,  on  les 
ccmipare  à  une  force  vipe ,  c'est-à-dire  à  celle  qui  pourrait  élever 
un  poids  à  la  même  hauteur,  dans  le  même  tetoips;  et  il  est 
évident  que,  dans  cette  maniées  d'envisager  V effet  àe  la  force, 
cet  effet  est  en  raison  composée  du  poids  et  de  la  hauteur  :  soit 
donc  M  la  masse  >  ^  là  force ,  de  la  hauteur  correspondante  au 
temps  dt^  'M.<pd4  ou  (  i5^  ) ,  Minip  sera  l'effet  produit  durant  ce 
temps  dt,  çt  f^pdç  =  ^  Mv*  l'effiei  durant  le  temps  t  Ainsi  les 
forces  vipes  sorif  entre  elles  conime  les  produits  des  masses  par 
les  carrés  des  vitesses  y  c'est  ce  qui  à  fait  doi^ner  te  nom  de  force 
vive  à  la  valeur  i>*  trouvée  ci-dessus  (  c%  170  et  âo4),  car  la 
masse  y  est  ==  I. 
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Il  y  eut  autrefois  de  grandes  discussions  entre  les  géomètres 
pour  mesurer  les  forces^et  savoir  si  elles  étaient  proportionnelles 
au  produit  de  la  masse  par  la  vitesse  ou  par  le  carré  de  la  yi- 
tesse.  Quoiqu'il  ne  soit  pas  de  la  nature  de  cet  ouvrage  de  nous 
arrêter  à  ces  disputes,  cependant  nous  avons  cru  devoir  ne  point 
passer  sous  silence  une  doctrine  qui  a  eu  pour  défenseurs  Leib- 
nitz  et  les  QernouUi.  Il  résulte  de  ce  qu'on  vient  de  dire ,  que  les 
choses  mesurées  étant  différentes^  leurs  mesures  doivent  l'être 
aussi;  mais  en  raisonnant  juste  dans  l'un  et  l'autre  système ,  on 
devait  arriver  au  même  résultat,  et  ce  résultât  avait  seul  de 
l'importance,  puisqu'il  était  l'objet  dés  recherches.  La  discus- 
sion ne  provenait  que  de  ce  qu'on  n'avait  pas  attaché  au  mot 
ef^etla.  même  idée.  La  théorie  des  forces  vives  montre  aussi  qu'il 
est  faux  d'avancer  que  les  effets  sont  proportionnels  à  leurs 
causes.  Il  est  clair  qu'il  est  indifférent  de  mesurer  les  forces  de 
l'une  ou  de  l'autre  manière,  pourvu  qu'on  raisonne  conséquem- 
ment  à  l'hypothèse  ;  et  que  les  résultats  de  la  Mécanique  n'y  sont 
nullement  intéressés.  ^ 

218.  Qu'une  force  soit  prépondérante  ou  anéantie,  puisque 
le  produit  de  la  masse  par  la  vitesse ,  ou  la  quantité  de  mouve- 
ment ,  est  propre  à  la  mesurer ,  on  doit  préférer  cette  espèce  de 
mesure  qui  convient  à  tous  les  cas ,  à  la  force  vive  qui  suppose 
le  mobile  animé;  aussi  tous  les  géomètres  se  sont-ils  accordés  sur 
ce  point  et  nous  suivrons  cet  usage.  Gîpendant  lorsqu'on  a  pour 
objet  de  mesurer  les  effets  des  machines  ou  des  moteurs  en  mou- 
vement, il  convient  mieux  de  comparer  ensemble  les  trois  élé- 
mens  qui  fornlent  le  résultat  du  travail,  savoir ,  le  poids  V.  qu'on 
a  élevé,  la  hauteur  H  dé  l'élévation , et  le  temps  T  qu'on  a  em- 

'      .  P.  X  H 

ployé.  L'effet  produit  est  alors  mesuré  par  la  quantité  --*-«? — ; 

car  on  voit  bien  que  c'est  la  même  chose  d'élever  un  poids  doublé 
à  une  hauteur  moitié  moindre  dans  un  temps  donné,  ou  de 
doubler  ce  temps  et  aussi  le  poids  ou  bienr  la  hauteur.  Dans  ce 
sens  on  dira  que  la  mesure  d'un  effet  produit  est  toujours  repré-^ 
sentée  par  le  produit  d'un  poids  par  la  hauteur  à  laquelle  il  a 
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eié  ékpéj  dn'isépar  le  temps  du  tnwail  (^)rDeux  machines  dont 
l'aHe  élëye  lao  kîlog^  k  63  inMres  en  «ne  minute  >  et  dont  Vauti*e 
élëTCf36akiIog.à7  mètres  en  ao  se^tepdes,  sont  équivalentes  y 

,        I20  X  63       36e  X  n       ^^     *    .»ii 
puisquona w- = =  ilO|  et  quelles  mon- 
tent l'une  et  l'autre  1 26  kil.  y  à  i  mètre  y  en  une  seconde. 

Les  mécanièiens  assimiieht  tous  les  effets  des  forces  actives 
À  un  poids  P  élevé  à  une  hauteur  H  dans  un  certain  temps  qu'on 
prend  le  même  pour  tous  les  cas  :  ils  forment  une  unité  dyna-^ 
nuque  composée  d'un  kilogramme  éUi^é  à  un  mètre j  et  ib  expri- 
ment un  moteur  ou  un  effet  par  le  nombre  d'unités  dont  il  est 
capable.  Dans  l'exmnple  qui  précède ,  on  aurait  126  unités  dy- 
namiques. Lorsqu'il  s'agit  de  grimdes  macbines^  Funilé  est  i^ 
mètre  cube  d eau  y  ou  mille  kilogrammes  j  éle^é  à  un  mètre  y  qui 
revient  à  un  kil<^ramme  ileçè  à  un  kilomètre.  (**) 

219.  Cette  mesure  des  forces  s'accorde  très  bien  avec  le  principe 
de$  vitesses  virtuelles  (p.  175)  qui  yeutiiip'on  ne  puisse  rien  gagner 
en  force  ou  en  poids^  qu'on  ne  le  perde  en  espace  parcouru,  pour 
que  le  produit  PH  demeure  le  même.  Et  cela  est  vrai  dans  le  cas 
même  de  l'équilibre,  puisqu'un  levier  qui  met  un  kil.  en  repos 


fi 

{*)  Cette  fraction  représente  une  force  vive;  car  =  est  la  vitesse  (i45) ,  et  le 

poids  P  est  nne  pression  mesurée  par  le  produit  d^une  masse  par  une  vitesse 
virtuelle, 

i^*)  Lés  forcés  motrices  qui  mettent  les  machines  en  jén  lont  les  coursons 
d^eau,  Paction  du  vent,  Texpansion  de  la  vapeur,  la  pression  atmosphérique , 
la  chtite  d'un  poids,  la  forcé  de  l'homme  ou  des  animaux  ,  les  ressorts,  etc. 
Or  quel  que  soit  celui  de  ces  agens  qu'on  emploie,  il  faut  surtout  connattre  de 
éotnhien  d'uni te's  dynamicjues  il  est  capable,  et  faire  If  part  des  résistancetf^ 
potir  ne  pas  s'exposer  à  développer  une  force  trop^aiide ,  ou  à  manquer  l'effet 
fante  de  puissance. 

On  estime  en  géae'ral  que  la  force  de  l'homme  est  la  moitié  dé  celle  dé 
r&ne  et  le  7*  de  celle  d'un  cheval;  m»is  ces  rapports  varient  avec  les  individus. 
On  évalue  à  loo  ou  i4o  kîlogr.  la  force  de  trait  d'un  cheval  de  roulage^  du* 
rant  8  heures  de  travail  dinme,  parconraùt  4o  kitom.  ;  la  vitesse  est  de  i\  dé- 
cimètres par  seconde.  Le  cheval  de  poste  tire  go  kilogr.  aa  trot,  avec  une  vî« 
tes^  de  8  kitora.  par  lienre ,  parcourant  34  à  38  kilom.  par  jour  (environ  Vk 

HO 
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âteo  4^  ^^^^  védlement  à^fiiîre  àmmdre  oe  kîl.  4  &>i>  f^ùs 
tîleqn€€epoids^puidr«pk;  t  iie«Milifeqiia(kr«iqlieMU8lACoa- 
àl&m  de  Mmtar  4  ^ois  ipt^  l^v^t  dans  le  ^lAine  temps. 'Cette 
Ipi  e$t  gàaérale  quelle  qae.soît  kinadiifie;  on  ne  ^ut  flaire  va- 
rier l'un  des  trois  nombres  P^  H ,  T  que  sons  la  condition  de 

PH  \  ' 

laisser  à  -^  la  même  vaiear^  et  encore  les  frottemensi  leâ  ré- 

MfeanoeaiiiévitâUes  dans  les  ttiaoUnes  réduisent  sovfent  cette 
fraction  à  son  tiers^  et  à  moinsencorca  II  &ut  donc  diêUn^er  a^iee 
soin  Vejff^t  udlé  i^une  machmCi  de  la  farce  qui  la  meut^dont 
«ne  f;rande  partie  se  troore  anéft^tie. 

€es  notions  suffisent  pour  nontrer  <pM  le  mouvement  pêrpi^ 
lue/ est  tmpessiUe  à  réviser,  ttiéni^  en  snppostiit  les  matéria»!: 
indestructibles  par  f  usage.  Sans  le  fi^ettement  et  les^résistanœ», 
en  vertu  de  la  1oi4'inertie{3y>  toute  maciiine  mtse  en  rotMiM' 
doit  toi^^^^*^ ^^^*^^ ^^^  ^  vitesse  d^impukion;  efeit  bten  là 
un  j^ÉOuvement  perpétuel.  Mais  les  persoimes  qui  font  de  ce  «n^ 
^et-ln  matière  de  leurs  redierclies,  veulent  en  outre  qu'il  y  ait 
une  force  d^KmtUe  propre  à  produire  de  certains  effets,  t^ 
que  monter  un  poid8>manesuvfer  |in  piston  de  pompe,  «le* 
Ainsi  il  ne  leur  suffirait  pas  qu'une  lâacliine.  mise  en  mouve- 
ment  conseryât  sa  vitesse  sans  altération, malgré  les  frottemens  ^ 


dëcim.  par  secbnde).  Un  boa  cheval  attelé  à  on  nianëge  péat  donner  ^Wi  là 
6oo  valides,  imvé»  dyipami^es  pour  un  traTail  de  6  heures  par  jonr ,  c^est-à- 
dire  qi}*U  peat  élever  5  à  6  cen^  mètres  cubes  d'eau  à  un  mètre.  On  entend 
1^91  force  d'un  ckfit^fll,  en  langage  defabri^e  de  machine  à  vapeur,  5gji 
l^randes  unités  dynamiques  obtenues  par  vn  travail  continuel  de  %i  heures. 
^  Quant  à  la  force  dfl  l'homme,  D.  Bemonilli,  supposants  heures  de  tra- 
vail diurne«  admet  ^'elle  produit  a^^  grandes  unités  (ayS  mètres  cnb^ 
d'eau  élevé»  à  un  mètre);  mais  lorsqu'on  exige  un  travail  long- temps  con- 
tinué ,  9U  lieo  de  faire  des  alternatives  de  trarail  rude  et  de  repos»  l'homme 
qe  peut  guère  porter  plus  de  I3  kilogr.  8  heures  durant ,  ni  (élever  plus  4e 
YO  kilogr.  à  un  mètre  p^r  secbndé,  D'aillenrs  la  manière  plus  on  moins  cpia- 
mpde  dont  la  force  ast  appliquée,  influe  beaucoup  sur  «es  effet»  i}tile<«  Ap- 
p^qué  à  fine  manivelle ,  l'homme  produit  environ  ii6  grandes  unités  par 
ionr  i  lorsqu'il  monte  de  l'eau  d'un  pai(s  on  n'obtient  gnère  w  71  unités  «  etc« 
^.  la  M^anique  de  M.  Hachette. 
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il  lour  faut  eacwe  qn'dlè  pnstè  d^elleniàiénM  aeeétér^r  m»  tËton* 
iMtOcm,  iK>ur  prodfflJreiMiexeètdc  fùix^qa^m  fe*t  èttftoytt 
à  d'autres  usages ,  et  qui  derrait  t^nir  sans  cauie*  €ft  cdit  «irtn 
lafoicenécesMÎrèpimr  réparev  les  ^partes  du^  «n  firtctUns. 
M^  snfppoier  de  ]Areil3  effets ,  ti&k  «diôettre  ifoftm  poids^  peut 
«eraonier  «iil^  ou  en  éotrajner  un  fdus  •opnsidérabfe  a^ec  «me 
fdus  {nmde  vltene.  Ce  &it ,  impossible  en  6(»l  >  on  Pattend  d'miè 
IteoienaooomfanBnidn  «l'agens  méoamqueci  dans  Fespoir  q«i'd«à 

prr 

rendra  la  quantité  -=-  du  looteûr  glus  foi^e  qu'elle  rfççt,  et  pp 

q«i  précède  montreqq'ileBtDertMtiqu'ettii'y  néussisà  jaisuRSiOft 
ne  peut,  dans  une  machine,  que  retrouver  la  force  métrSce 
môiaéles^Yiltemeiis^Uiie  maehkie  E'eit  qu'an  dépositaire  des 
iwnssaïices  qu'<Hi  lui  confié^  et  loin  de  les  felve  iructifier  ,-dle  diip^ 
flipeulie  paxftie'dn  d^iôt^  et  ne  lé  reititue  qu'infidèlement.  Les 
dfeti  dbnt  Im  forces  évasent  été  capables ,  sans  sob  «eoours  /  «ont 

diminués  par  les  réactions  et  les  résistances;  et  la  quantité  -rfoi^  . 

obtenue  >  comparée  à  celle  -^p-  qu'on  y  a  employée ,  est  toujours 

lieaneoup-moindireque  celfe-oi  t  la  différence  cTAéerok  d^auUift 
pfau  queia  macbine  se  complique  da^ntâgé.  Là  reclierche  du 
mouTement  pm^nel  e«t  une  preuve  d'ignoranee  de^  loi»  de  là 
Mécanique,  ou  celle  d'une  maladie  de  Pesprtt. 

oao.  Le  èfti  lé  plus  «impie  du  mouvement  dfun  systiiÀë  est 
^càaà  ob  deuK  corps  M  et  M',  mus  dans  la  même  âr^Ékè,  se  renr 
contrent;  à  l'instant  où  le  Choc  s'opère,  les  vitesses  V  et  V^ 
des  deux yoorps  changent;  H  s*^ît  de  délierminer  les  conditions 
propres  à  l'équilibre,  ou  les  lois  du  mouvement  après  le  choc. 
Nous  considérerons  d'abord  les  corps  cowne  parfaitement  dnrr, 
ce  qui  exige  qu'après  le  choc  les  mobiles  restent  juxta-posés 
l'un  à  l'autre,  et  que  si  l'équilibre  n'a  pas  lieu,  iU  prennent  un 
mouvement  commun  :  de  ^u^ npusles  regarderons  comme  deux 
points  matériels.  On  peut  observer  qu'au  lien  de  considérer  les 
œrps  oomme  sollicités  par  deta  impulsons  F ,  F^,  et  se  cfao<- 
qua^t  avec  les  vitesses  V,  V  dent  ils  sont  anjmés,  on  peutles 
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Mf^der  comme  en  repos^  juxta-posés  en  leur  point  de  ren- 
contre» et  supposer  que  ce$  mêmes  impnkions  F;  P^  agissent  sur 
^uxdanscetétat 

I**.  D'abord  ppur  k  oas  d'équilibre ,  il  est  nécessaire  et  il  suf-* 
fit  que  les  forces  F  et  F  soient  égales;  donc  l'équation  (a")  a 
lieu  :  ainsi  deux  corps  qui  s#  choquent  en  allant  ensene  con*^ 
traire  j  restent  en  équilibre  lorsque  .leurs  masses  sont  en  raison 
ùt^rse  de  leurs  vitesses^  ou,  si  l'on  yeut ,  ^lorsque  leurs  quanr- 
tités  de  mouvement  sont  égales.  La  manière  dont  nous  aTons  dé- 
montré ce  théorème  fait  voir  que  l'équilibre  n'a  Heu  que  dans 
cecas,  et  que»  par  conséquent  >  la  proposition  réciproque  est 
Trai& 

2.^,  Passons  maintenant  au  cas  oii  les  forces  ne  sont  pas  ^les  • 
jdors  la  masse  M  ne  fait  plus  équilibre  à  la  masse  M'  ;  mais 
comme  on  a  dit  qu'on  pourrait  regarder  à  l'instant  du  choc  les 
deui^  corps  comme  juxta-posés^  en  repos  >  et  recevant  dans  cet 
itat  les  impnkions  qui  les  ayaiept  animés,  on  voit  que ,  MY  et 
M'y'  étant  ces  deux  forces,  le  système  est  coinposé  de  la  masse 
M  -f-  M'  en  repos ,  sollicitée  par  la  force  MV  —  M'Y'  ;  si  les 
forces  agissaient  dans  le  même  sens,  on  aurait  la  force  M  V+M'V  : 
•enfin  si  M' est  en  repos ,  on  a  la  force  MV,  5ott  v  la  vitesse  int- 
,0Qnnue  conmiune  au^  deux  corps  après  le  choc ,  la  force  capable 
4e communiquer  à  la  masse  M  +  M' cette  vitesse  p^est  évidan- 
ment(M  +  M')«/;  donc  on  a  (  M  +  M' )  f^riiMV-l-M'V', 
^ea  r^ardant  V  comme  négatif  ou  comme  nul,  suivant  que  M' 
.  xiiai^hait  en  sens  contraire  de  M ,  ou  était  en  repos  avant  le  choc^ 
d'où 

^  ^"=     M  +  M-     <^>- 


SiM*  était  en  repos,  V  ==  o,et  on  a 

'         MV 


.(O: 


M+M'*"* 

Ainsi  la  formule  (b")  renferme  tous  les  cas  possibles  du  choc 
,de  deux  corps,  mi  qtf  ils  aiUcQt  danç  le  mèm^  seps ,  soit  qu'ils 
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msMpdient^ea  sens  cofutraire^  soit  Janfin.qiié  Tuii,  d!eux  sdit  en 
repos,  :        ,.  ' 

La  £[»i:m«le  (b")  fyujtnii  qaelcpien  offotéqueiM»»  impor- 
tantes. ;  ■        i        :    '     . 

i*>.  Prenons  d'abord  le  cas  où  V'c5c  o,  qaif^t  feii£eni»é  dsois 
l'équation  (c").  On  wt  qu'oa  a  i/<  Vet  qw^aaMF.crOît, 
plus  ♦*  décroît;  de  sorte  que  si  M' est  infiicii  par  rapperjt  k  M,  o» 
a  f'  ==  o.  C'est  ce  qui  arrive  Icwrsqu'on  ^a]ppe  uù  édifiée^  ou  qttéU 
qu'autre  corps  dont  la  masse  est  coosidéjpabfe  ^  i»  kn^Tem^ol  da 
corps  clioquant  est  détruit  sans  qu'il  en  passe  aucune  partie.dans 
Je  cprps  ohoqué^  ;  ;    !  . 

j  .!i^  Qbsçrrous  que  dans  te  cas  ch^lessus  otijeoorps  Mf  esilett 
repos , M ,  quÂ a  laforcè  M V  pu  ( M  +  M' )  i'^iperd ,  par  le  choCj,. 
la  ^antité  de  ti»oli^ementi  MV>  puisque  ceUequi>lui>resle<eit 
M^.  Or  M' acquiert  par  le  choc  préoiaémeol.la  forcé  M! if  qvCilA 
fs^iX  pardre  k  A(.  Cette  perte  de  torceiiasis  le  corjps  M.  annonce 
que  M' a  opposé  une  résistance  au  mc^temént ,  et  cela  indépen-i 
damment  de  la  pesanteur  et  de  tout  autre  obstacle.  Ainsi  tout 
corps  jouit  de  la.  propriété  dexésistèr  au  mouvement ,  éi  c^est  en 
résistant  qu'il  en  reçoit  ;  de  plus^  il  ep  reçoit 'précisément  au- 
tant qu'il  en  détruit  dans  celui  qui  agit  sur  lui  :  de  nîéme  quW 
Vase  (  pout*  me  servir  des  expressions  de  M.  de  Lapiacd^  m  rem.^ 
put  auxdépc^S'  d'un,  vase  plein  qui  iDomn^unique  âvèe.luî.  Etil 
un  mot  y  la  résistance  que  les  corps  opposent  au  mouvement  n'est 
qu'un  effet  qui  dérivé  de  ce  principe  général,  là  réctçtion  est  égale 
H  qpposée  à  l^cfcticin*  Cette  propriété  des  c6rps  i^  n'acquérir  du 
mouvement  qu'en  en  détruisant,  upe  égi^le  quantité  dans*  le  mo«. 
teur  esft  .un  effet  de  V  inertie  (i^®  3);  ^tt^  qiiMiititè  étan^M'i?^  on 
voit  quQ  V  inertie  estproportionnelù^  4  la  masse^  et  par  conséquent^ 
au  poids  du  corps  ^  bien  qu'elle  soit  entièrement  indépendatttftds 
k  gravité*  ,  / 

.  \  Quaud  unefiorce  s'exerce  coi^re  une  masse,  elle  à  deux  obstâ-i 
f^e&  à  vaincre^  le  poids  et  l'inertie  de  la  matière;  ces  deux  [eauses 
sont  proportionnelles  à  la  masse ,  ipais  on  doit  bien  les  distiller 
Vupe^de  l'autre.  Le  poids  ^t  une  Qualité  accidentelle  qu'on  dé-f 
Xruit;  S0it  en  suspendant  le  cjorp&librâneut  h  unf  61,  soit  en  lo 
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'potatit  iBi»  on  fkâk  bofizantal  parfaitensient  poli  :  mmmVimmie 
est  inbérente  à  la  masse;  on  ne  peut  l'en  priver;  elle  suimtâe^ 
eneofv  qinnd  k  pei^  estiMinnt;  et  M&  résiste  aulMit  Wsqtt^on 
vent  mouvoir  une  masse  en  repos ,  que  pour  arrêter  ou  acol^(rftr9 
im^Mraimtd^  nipnraé. 

3^«  Siletoprp^MetlUt'ontdesmittses^alès^etyottteliSCns 
eouti%Ufe,  on  a  ^as^Y-^V);  aimé  h  Tresse  après  ledbdo 
est  la  moitié  de  la  dHffijrence  entre  ks  ritesies  imprimées;  eHe* 
est  4e  pins  ^ifigde  daistiile  sens  éa  phis  prompl  de»  dent  mcw 


4^  Le  centre  de  gravité  du  système  de  deux  poiofo  matériefei 
qm  se  choquent  jouit  à*me  propriété  intéressante,  qui  tient 
attc  grands  principes  de  la  Mécanique  >  et  qu'on  a  nommée  CatH 
ê&PtmÈÊkm.  4^  centre  dégnUdtfz  voici  en  quoi:  die  consiste.  P^re^ 
Bobs  sur  ta' droite  que  décrivent  les  ccMrps  un  poîvt  qnelconque 
pour  origine  des  espaces,  nommons  «  et  /  les  distances  des  deux 
corps  il  ce  peiiit  au  botit  do  temps  $,  et  X  ceHe  de  leur  centre 

de  gravité;  pn  a  (54,  A*^),  X  =        J^^    :  en.^ifierencîant 

et  mettant  pour  ^ ,  -7-  les  vitesses  des  mol>iIes,on  a  la  vitesse 

èmcGoix^péo gravité  de  leur  sjrstèmes. Or  uvant  h  cW)  ces  ti« 
«esset  iont  y  et  T',  ainsi  la  vitesse  du  centre  d«  grsrvité  e^ 

"S"  ^^  '  js^^'  '  il  9^^^  vakur  se  réduit  à  f^,  qui  est  la  vitesse 

des  ctenx  corps  aprè^toclioo;  afaasi  J^  inMa^d»  eentn  ds^  gravité 
e$t  ià  mime  aikzni  et  aprèi  k  thoù.  Nous  verrons  (  !xa&,  i^.  ^  et 
iàjS  y  3^.)  que  ce  théorème  n^est  qu'un  cas  particulier  d^un  autre 
qui  est  relâtilaïc  ntouvem^ent  d'un  qrstème  quekonqtte  de  corps 
libffôs»  : 
5^  La  somme  des  foi^ees  vives  est  MV»  +  M'V*  Btièitil  b 

choc,  et  (  M  +  M'  )  i^  aprèa  le  choc  :  ainsi 

My''+»rV'»*-^(M4*M')f^estIa  ft»roe  vive  pœ^ne;  <ir  « 
remplaçant  VelV^ppa^T—^  ^T  —  ^ptti^tétaUissantlfé- 
galilé,  on  tro»v*  M  (V  — ♦^y +  M'  (V— ^y  après  avoir  mis 
pour  ]^V-f.MV  sa  rafeur  ^  (M  -f  HT )  :  donc  (btné  lé  chan^ 
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gémênt  brtêêfm  qm-M^i^wpw  h  cAm  A*  corjm  Au^,,  laparik 
de  iafi>ro0  muê  ^ui  0àt  détruite,  eâtfàig^mâhicéll^jquij^êul* 
terait  de  la  vitesse  perdue  par  chaque  corps.  Ce  thé<»riUM;<«l 
dA  à  CtàrMê  qui  L'a  étendiik  un  iiMifara  qvelcoliqàe.dë  corps . 
Ditt»  le  cas  d'équilil*^  r  ^  force  rm  crt  enti&nmflÉt  dé'-* 

€^« .  OrdinakisiiMM  le  moaienàant  défr  Hiadhinai  ii^tql  pM^ré*- 
gaUer/soîtparoeqtiele  iÉiolear;a  dm  ^xs^Êmk%taû^x&f■^l1ftAs^ 
f^ypxXwa  ne  ie^ètot  pas  dma  des  ^rooMtolcei'égdiantfet  A-» 
Toirablesé  I/bonusne  qifi  tounte  tinté  mamvdW  a  aoîns  débute 
qvond  il  k  relève  que  loefqu'tl  »'aide  da  poids  de  «M  corps;» 
daii«}e&  V0'et^imt  k  fwpoedéveloffée  à  kfi^  de.chaqoQiepiM» 
est  rédaîte^  à  cîai  >  ^c.  D'aillf^rs  les  réiiatoaoet  tMrie«t  eljtoi^ 
mêmes.  Pour  régulariser  l'action  motrice  >  on  eHavge  l'i^xe  de^ 
m^ilses^  0^bi^  Vim  y  ads|^  unôTOMé  pesMiite  w  6»M  el  ei^s 
dents»  C'est  ce  cp'on  appelle  lul  voient*  lU  ipaenle  4e  ^(Hi$  dii\ré* 
coookmrtieoti^IsMt.  de  toktA  ^  régpkrisé.k  p^^iatermit"- 
tenter  le  mcmvemJiintA  Mn»  vitew©  d^iî^t^tiQw  .à  p^  près  000- 

.  ,PM]isj0s  pr^i^s  ine|tâp[|s4u  npioq<yeiQ0n]k ,  Viow^ie  d'an  lourd 
i^nf ;^é$iiât^  au^  m<4eui;î  m^i^ 'dès  .'<p?il  toujfne,  oi>  retrcm^ 
G^BIe  quaiEitité  djs  mouvemeitt  dêna  les  ioatMis  d^»termittteft>»oii 
pour  surmonter  ks  résiêftances  yewpcme  arrêter,  le  vokait  il jfiHfr- 
di^i  dévekppdr  #ie  forée  égale  et  «i^ntralre  i  -edle  qui:  Ta  éftî- 
mé.  Cette  mas$e  continue  donp  à  tourner  en  verti»  de  sa  quantité 
de  mouvement  acquise ,  détruit  les  "résistances  i^ccidéhtelles/ 
sHK^étr  quelques  memeits  àla  (wqeds»!  \i&0^ij^,  riisiite  k  «coi 


dm  te9  jDi^cbii^f  rdc&vem  entr^ofp  des  perua  4e  fbrcef  vÎTÊf,  Qi»  doit  doue 
par-  cette  raiftOD ,  éviter  les  cliangemens  brus'qnes  j  et  aussi  jparce  «qu'ils  détrui*' 
senties  ageqs  et  rendent  lés  actions  irre'golières.  Ainsi»  pour  qu'âne  macliine 
soit  bien  conibinëe,  il  ûmt,  autant  c{ae  posstbiie;,  qu*efle'  marche  d'ans  bruit  et 
stiis secousses:,  éAut  la  tn((HdaciO0B^  lêê  chocs,  etieà  ramfldQcr  faat  deios- 
pies  piefM^tts;  si  lif  Saorureknent  doit  jcbabgef  de  dÎMCtioo ,  il  fMSt  ràlefiMir^peii 
\jff^  kyitesfe  jusqu^k  seroit  l'instant  on  le  diangcment  Ta  se  produire  . 
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tour  k  odlerci  qiand  elle  exerce  sa  plus  grande  puissance;  enfin 
ié  wdani  nreat  qu'un  dipôà  (ie  forcê  destiné  à  régulariser  le  mour 
vemmntl' 

Plas  le  ydant  a  de  maae  et-  de  TÎtetie  et  plus  cette  régularité 
s'étahlit^niaîji  l'accroissement  de  poids,  entraine  celle  du  frotte-? 
ment  de  l'axe  (i34)t  on  est  donc  forcé  de  se  renfermer  dans  des 
limites,  qu'imposent  d'ailleurs  la  nécessité  dhm  premier  eSbrt, 
la  difficulté- des  transports,  -etc.  La  règle  pratique4ndiquée  pu* 
l'Àpérience  est  de  faire  le.  rayon  du,  uolant  quiUre  à  cinq  Jbif 
cehdde  la  maniçeUe  ;  on  l'adapte  à  l'axe  qui  tourne  a^eo  le  plue 
de  rapidité.  'Ueffe^  dynamique  a  pour  mesure  la  masse  mulU^ 
pHie  par  le  carré  de  la  vitesse  (  V.  la  force  centrifuge,  n*  207), 
en  sorte  qu'il  est  ayantageut  d'accroître  la  yitesse  du  yolant  et 
d'en  diminuer  la  masse.  '    . 

321.  Nous  ayons  supposé,  dans  tout  ce  qui yient' d'être  dit, 
que  tes  corps  choquans  étaient  anhnés  de  TÎtessesi  constantes;  or 
s'il  n'en  étart  pa^  ainsi ,  on  chercherait ,  d'après  les  principes  ex- 
posée prëeédetiment  (1S8),  lé  temps  et  le  lieu  de  leur  rencontre, 
ainsi  que  les  yitesses  dont  ils  sont  animés  à  cet  instant  :  il  suffit 
pour  cela  de* connaître  les  positions^et  les  yitesses  initiales  des 
c^mrps*,  ahislque  les  forces  aedélératrices  qui  les  sollicitait  Par 
là ,  on  retomberait  dans  le  cas  précédent ,  et  on  pourrait  fitefte^ 
ment  déterminer  la  yitesse<  des  corps  a  près  le  choc.' 

Nouj  ayons  trouyé  {d,  iSz)  pour  Ja  yuleur  ^la  fprce  aecélé-v, 

rat^içe  ç<=  -r-i  Wftis  uot^  supposions  alors  qi|e  les  p^i^ances. 

agissaient  sur  le  même  corps;  ou'  sur  dès  masses  égales.  Mainte^ 
nànt  les  forces  ne  sont  plus  proportionnelles  aux  simples  yitesses , 
mais  bien  aux  quantités  de  mouTement;  et  nous  ne  pouvons  plus 
introduire,  dans  les  problèmes  bu  il  s'agira  d'examiner  l'aciion 
des  divers  corps,  la  simple  quantité  ^,  mais  bien  le  produit  mç 
delà  force  accélératrice  ^  par  la  masse  m  sur  laquelle  elle  agit. 
En  eiFet,  comme  dç  =  çdt^y  l'élément  de  la  quantité  de  mouye- 
ment  est  mdç  ;=  m^dt  ;  c'est  cette  quantité  qui  mesure  l'accrois- 
sement de  la  force  dont  le  corps  m  est  animé.  Celui  d'un  autre 
corps  m\  sollicité  par  la  force  ^',  serait  de  même  m^dif^=zm'^'dt. 
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Pour  «jùé  ce'^  forces  soient  égales ,  on  doit  avoir  ni^dl  =  m^ç^dû, 

bu  mÇi  =.m'çi'  :  leiir  rapport  est  — tt;  ainsi  le  produit  mf  me^ 

éxxre  l'îtïtênsité  3e  la  force  ^,  comme  mi^  mesuré  cfelte  de  la  masse 
m  animée  de  la  Titesse  v.  On  nomtne  la. quantité  m^p  f6rc^  mo-^ 
TRiCE  ;  c^est  le  prodi^iû  de  la  force  accélératrice  par  la  masse 
^  qu'elle  anime:  de  sorte  que  réciproquement  pour  avoir  là  force 
accélératrice,  lorsqu'on  connaît  la  force  motrice,  il  faut  diviser 
celle-ci  par'  la  masse. 

Nous  venons  de  faire  voir  qu'on  a  mçdt  pour  l'élément  de  la 
quantité  de  mouvement  :  c'est  c<^tte  x^Ieur  qui  sert  de  mesure 
à  la  force  d'un  corps  doué  seulement  d'aune  vitesse  naissante  : 
dp  =  ^dt  exprime  cette  vitesse  virtuelle.  Ainsi,  lorsqu'i^n  corps 
m  posé  contre  un  obstacle  e$i  soumis  à  Faction  de  là  force  ^, 
m(pdt  est  la  valeur  3e  la  pression  qu'il  exerce  :  pareillement  7/^rf^ 
est  ié^bids  du  corps  m]  géténii la  gravité.  Gar  on  conçoit  que ^ 
bien  que  la  vitesse  virtuelle ^^ n'ait  pas  son  effet  actuel,'  si  tout 
a  éoiip  la  pesanteur  devenait  double,  la  pression  exercée  par  le 
poids  doublerait  pareillement,  aussi  bien  que  la  vitesse  engen- 
drée par  la  cbute  apris  un  temps  déterminé.  On  voit,  que  les 
pressions  ne  peuvent  être  comparées  aux  chocs,  et  qu'elles  sont 
infiniment  petites'  par  rapport  a  eux  :  de, sorte  qu'op  ne  peut 
mesurer  pajr  des  poids  la  force  des  corps  en  mouvement.  C'est 
pourquoi  un  clou  entre  assez  avant  dans  un  corps  lorsqu'on  en 
frappe  lai  tête  ^'tandis  qu'un  poids  assez  considérable  ne  produit 
rien  (2^4).  *  .        . 

Ciomme  oh  ne  doit  comparer  que  des  pressions'  entre  elles  ^ 

il  est  alors  inutile  de  prendte..poj»r  leur  mest^rcî  là  quantité 

mfdij  et  Ton  peut  employer  tti^,  puisque  (f^  disparait  dans  le 

VfUpdt 
rapport  r  r^  ^ -^  .  Ainsi  ^  loorsqo^on  cherche  le  poids  p  d'un  corps  ^ 

il  est  visible  qu'on  n'a  pour  but  que  3é  trouver  parmi'  les 
corps  connus  le  poids  qui  exerce  la  même  pression  Verticale 
que  celui-là.  Prenons,  par  ej^emple,  des  çorps^  dont  m' soit  la 
masse  j  et  supposons  qu'il  faille  un  nombre  >b  de  ces  corps  pour 
mettre  en  équilibre  le  poids  p  à  Paide  d'une  balance  :  il  est 
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dm  qu'alors  les  pression!  mgdt  et  tmlgçl^  ifxt  oefli  corps  exer-r 
eent  sur  les  deux  plateaux  de  la  balance  sont  ^ales ,  et  que 
mg^=i  t.  m*g.  Soit  pris  m'g  pour  unité  (ce  qni  arrive  lorsque 
le  corpa  m'  est  un  gramme  ou  un  kilogr^nme^  etc.j^^  alors 
173^=:  kf  et  k  est  ce  qu'on  appelle  l^  Poids  abaqlu  du  corps, 
c'est-li'dîre  le  nombre  de  grammes  qui  exercent  la  mâme  pres- 
sion Terticale^  quantité  proportionnelle  à  la  masse  m.  Les  ibr-^ 
ces  <|ue  nous  avons  considérées  en  Statique  ^  sont  donc  ou  des 
présidons,  ou  des  chocs  égaux  oomjMurés  entre  eux , puisque  ces 
forces  s'entre -détruisent 

IL  De  la  Résistance  des  Milieux. 

'222.  tiorsqu'uû  ^corps  est  en  mouVement  dans  un  fluide  sta- 
gnant y  il  en  choque  à  chaque  îiùstant  Tes  molécules  pour  les 
déplacer  et  se  faire  un  passage:  la  ritesse  de  ce  corps  doit 
donc  diminuer ,  car  on  a  v  <  V ,  ^c",  n*  220 ,  2**.)  ainsi  le  mou- 
yement  se  ralentit  peu  à  peu  par  la  résistance  du  milieu  /qut 
est  d'autant  plus  grande  que  le  milieu  a  plus  de  densité.  ", . 

Kous  avons  dit  (5o)  que,  dans  le  vide,  For  et  la, plume.  1^ 
plus  légère  mettent  le  même  temps  à  descendre  de  hauteurs 
féales  en  vertu  de  la  gravité  ;  -  mais  que  la  résistance  de  Pair 
empêche  les  choses  de  se  passer  ainsi  ^  de  sorte  que  les  corps 
qui  ont  plus  de  masse  tombent  avec  plus  de  rapidité  que  ïes^ 
autres.  Supposons jr  par  exemple.,  deux  balles  de  m^iiie  dia-' 
métré,  Tune  de  plomb,  Pautre  de  liège,  qui  cbmmencjènt  i 
tomber  en  même  temps  avec  la  même  vitesse  Vj  ces  deux 
Baltes  dont  M  et  M' désigneront  les  masses,  présentant  des^  sur- 
faces égales  à  la  résistance  de  Pair,  éprouveront  dès  résistances 
égales,  que  je  représenterai  par  «f ;  MV  et  M' Viseront  leurs 
quantités  de  mourement^  qui  seront  rédui&s  k.  MV^-n-^t  «t 
Mr'V  —  «.  En  divisant  (217)  ces  quantités  de  mouvement  par 
les  masses  sur  Iç^quelies  elles  agissent,  on  a 

''  -'Ï?!?JJ1?  — V         *  '''—V       '^^' 
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i>  étoaChi  intesie  «le  1«  balle  de  fdomb  et  ^'  cdte  dé  k  InBe  de^ 
liège;  d'où  i^'  <  v,  puisque  M'  <  M.  Le  phénomëne  de  k  r^ 
nilMMeideTâiiJ  se  v^pétaotà  clntqae  îiulant^  à  chaquîé  iiMUnt 
9VUSÏ  la  vitesâe  ds  corf»  doât  la  masM  est'  la  plue  grattde^  i» 
trourera  moins  diminuée.  .,    ^       [_  _ 

Soit  A  une  surface  plane  exposée  au  choc  perpà^icidaire 
d^tni  fluide  9  an  mw  èHe^néme  -daib  un  ÛvAÀe  en  repo^  avec 
là  Vites^  p.  Elle  i^ai'ceurtia^^ré^cie  inlt  datts  l'hi^tant  efo;  et 
par  conséquent  aura  déplacé  un  volume  Ai^dt  dé  fiuide.^û'ît' 
donc  appelée  D  la  densité  de  ce  ftpdth  f  povLa,  i^urona  ADf'^ 
pour  la  masse  qui  aura  été  mise  en  mourement  dans  l'instant 
<ti,  et  qui  atitât  pat  œnséquéit  reçu  la  quantité  de  tnotitenrènt 
AD^^fe^  a  est  vrai  que  le  flûîde  se^  rejette  sur  les  côtés  dit 
corps  «ti/est  point  ainsi  péfùssé^  en  alVattt  et  SâAris'éésse  pressé; 
afarf  nfeiire  expln^tiôh  n'est;  pa^  cxadte^  tnals  elle  ëondluié 
i  \inë  afiprotcimattbn  à  laqtrdle'on  est  pMrgé  de  s'arrêter  dattff 
une  tbéorié  aussi  difficile.  Soit  donc  Af  là  mààse  du  corps  qui 
pifeènte'  la  surface  A  ati  clioc  direct  du  fluide^  cl^  la  dîmînu- 
tioÀ  instantanée  de  vitesse  causée  par  la  résistance  dé  ce  9uidè;f 
et  comme  l'împulsibn  fait  perdre  au  corps  choquant  utaè  quan- 
tité de  mouvement ,  égale  à  ceHc  qtf  il  communique  (p.^09  ,y.)j 
on  a  MA'  =  ADi^dt,  d'où  l'on  voit  que  la  force  R  que  cette 

résistance  oppose  est  -7-  :*=  -^-X  i^*  ==  R  ;  elle  est  pn^rtionn 

nette  au  carré  de  la  viteste^ 

.  Lpvsquela  sur&ce  A  se  présente  obliquement  au  choc  du 
fluide^  la  résistance 9. qui  es^  toujours  perpeji^ujUqttlaire  à  q^Mx| 
surfaoe ,  n'est  plus  mesurée  par  cetfe.  valeur  :  soit  if  la  vite^sej 
#T  V angle  d' incidence  q]ue  fait  la  direction  de  ^  avec  la  sur&çe  : 
Ton  décompose  cette  vitesse  oblique  v  en  deux  autres  v^Vui^  wv? 
raale  a  la  surface^  et  l'autre  dirigée  dai^s  le  sens  de  cette  surijaçe^ 
La  dernière  ne  produit  aucune*  résbtance^  l'autne  a  pour  vale^i^ 
i^  sin«.  On  remplace  donc  i'  par  i^  sîn  1^  dajo^  la  valeur  préf^ 
dente  y  ce  qui  donne  pour  la  résistance  DA*»^  sin*  «  =  MR. 
Lorsqu'on  conftidërele  mouvem^t  dana  un  fluide  ébàiiqqe^ 
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il  fàuX  cbublër  «6s  Talears  de  k  résisUnce ;  oàr  m'  (  a^  sdS^lI  ) , 
est  double  de  V  (c%  220).  ' 

223.  Rimaebons  la  première  des  ynieofs  de  E  à  des  mesures 
eontfues;?  Soit-k  là  hamtera?  due  à  la  rkessie  v  ;  oa  a  i^  irsc  2ghy  ou 

R  =  — -^ .  Or  2  AA  est  le  Tolume  d'un  prisme  qui  a  A  pour 

base  et  ^b  pour  hai^nr  ;  iDJ^h  est  doue  la  masse  d'uof  ^prisme 
de  fluide  giii  fi  la  surfaqe  pressée  pour  base  et  .pômr  hauteur  le 
Rouble  de  celle  qui  ^t  due  à  la' vitesse  i^  i  2X)Agh  es^  le  poids  ^ 

de  ce  prisme;  de  sorte  que  R  =  rr'. 

lies  auteurs<qui  eut  traité  de  la  résistance  def  i(li4d.es^  u&£^acH 
cordeu^j  entre  eu?:  que  sur  la  proportiomialité  au  carré  de&  tî* 
tesses  :  mais  ils  diffèrent  sur  la  valeur  absolue  de  cette  ré^ tance, 
lia  forn|ulç  relative  au  choc  oblique  ne  s'accorde  même  nulle- 
ment avec  l'expérience  lorsque  l'angle  est  moindre  de  4o**j  et 
surtout  lorsquç^  cet  angle  est  fort  petit.  Newton,  a  reconnu  que 
la  réçisti^npe  ne  doit  être  que  la  moitié  de  celle  cpie  donne  l'ex- 
pressj^Q  pf^dentej  il  ^trouvé  (Principe, de Matlu^ livre  ii, 
sqc  Vil  )  que  la  résistance  d'un  cylindre ,  telle  que  la  donne  la 
théorie , .  est  doubl^*  de  celle  d'une,sphè]çe,  et  quex^tte  ^ernièr» 
^      .    ;    •  ■    /  ■       '     . 

iy  étant  la  densité  d'un  globe  qui  est  mu  dans  le  fluide ,  k  le  dia- 
mètre de  ce  globe.  Cette  valeur  est^  assez  d'adcord  avec  celle  que 
Pfexpérience  donne,  dans  le  cas  ou  les  vitesses  ne  sont  pas  très 
cbèsîdérkblës:  mais  lorsqu'il  Vagît  des  globes  métalliques  lancés 
par  les  Bouches  à  feu  ,il  faut' substituer  o,45  à  \  dans  la  formule 
pï^ëéédente  :  c'est  du  moins  ce  que  l*8béervatîon  paraît' confirmer. 
La  théorie  ptécédcnte  n'est  pas  d'accord  avec  l'expérienicé  -,  cela 
tient  h  de  que  là  nature  même  des  fluides  ne  nous  étant  pas  con- 
nue, les  circonstances  du  choc  sont  différentes  de  ce  que  ndus 
les  avons  supposées.  Tl  suit  de  cela  que  si  le  corps  que  nous  avons 
considéré  en 'méuveraeni  (  162  et  lyS)  éstnne  sphère,  dèht  k 
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est  le  diamëtre  >  il  faut>  suiTant  que  le  mouTement  est  lent  oa 

3    D 

très  rapide,  remplacer  les  coeffîcîens  m  et  a,  par  «•Tyr?  ou  par 

D    ly    ' 

(0,45)  X  gTTS  -g-  €sile  rapport  entre  les  poids  spécifiques  dju 

mobile  et  du  fluide  (32g). 

224*  Pour  compléter  la  théorie  (162)  de  la  chute  desf  corps 
graves,  tirons  de  la  relation  entre  ^  et  f*  donnée  en  liant  de  la 
page  223 ,  la  vitesse  v  d'un  corps  qui  tombe  verticalement  dans 
un  milieu  résistant ,  aif = ^{\  -^  c""*"*) ,  c  étant  la  base  des  lo- 
garithmes népériens  :  en  mettant  cette  valeur  dans  celle  de  f , 
on  trouve,  tout  calcul  fait, 

'^m'^^'^X  Ï: },oue=-(^/-.log2), 

«n  négligeant  c'"'*^'  qui  est  une  très  petite  quantité.  Plus  e  croie, 
plus  le  radical  de  la  valeur  de  v  approche  de  l'unité ,  et  plus  le 
mouvement  est  près  d'être  unifcurme;  la  vites^  approche  d^ 

-=  4 /— ,  sans  qu'à  la  rigueur  elle  puisse  atteindre  cette  va*- 

leur ,  même  dans  un  milieu  infini;  Dans  ces  formules  ^  n'est  pfaw 
9'",8i,.car  le  poids  des  corps  doit  être  diminué  de  celui  du  fluide 
qu'ib  déplacent  (  336  ) ,  et  l'on  doit  remplacer  g  par* 

»  ^'  =  r  I  —  rrT-  j  ^.  Si  le  corps  tombe  dans  le  vide,  on  a 

y  m  o.gm         o  .  \       D 

pour  la  vitesse  i'  qu'il  a  acquise  (A,  i56)  après  être  tombé  de  la 
liauteur  e*  Lorsqu'une  bàlIe  de  plomb  tombe  dans  l'eau.... 
D'  =  1 1,4>  I^  =  I  *  Oïï  trouve  que  celte  balle  ne  peut^  jamais 
acquérir  une  vitesse  égale  à  i3  fois  son  diamètre^  plus  huit 
,  dixièmes.      ,       .  ... 
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III.  Choe  des  Corps  élastiques. 

225.  Passons  maintenant  au  choc  direct  des  CorfiM  élastiques. 
Ayant  tout^  examinons  les  circonstances  plijsîqtiea  qui  acoom* 
pagnentle  choc  de  ces  corps  à  ressort.  Lorsqii^nn  corps  plastique 
Ya  choquer  un  plan  dur  «t  inehranlajile,  l'effet  du  choc  force 
<se  oorp$  à  change  de  %are;  il  ^apjatit^n  se  OQmprm^ot  jus^ 
qu'à  ce  que  la  réaction  du  plan  choqué  ait  éteint  sou  mouveoieat. 
C'est  alors  que  conunenoe  le  phénomène  de  l'élasticfté*  Ou.dpijt 
le  regarder  comme  produit  par  une  force  qui,  Casant  de  l'in- 
térieur du  corps  Tcrs  l'extérieur,  reppi|S80  les  molécules  que  la 
compression  a  déplacées  >  poiir  les  remettre  dans  leur  état  pri- 
mitif* Il  arriTC  donc  que  le  corps  se  rétaàlit^  et  si  son  ressort  est 
parlait  9  la  force  à^ec laquelle  ce  rétablissements  s^opëreest  égale, 
et  opposée  à  celle  de  la  compression.  Le  plan  sert  alors  d'appui  ; 
i  mesure  que  le  corps  reprend  sa  fignre,  foiites  ses  parties  re^ 
çoiirènt  une  impulsion  en  sens  contraire  de  cdui  du  choc;  il  re- 
pousse donc  le  plan,  ou,  ce  qui  retient  au  même,  il  en  es^re* 
poussé^  et  p^r  conséquent  il  retourne  -en  arrière. 

Appliquons  ces  considérations  au  choc  de  deux  corps  élasti<» 
ques  MctM^  qui  sont  animés  des  vitesses  V  et  ¥^ dirigées  dans 
le  même  saas.  M  poursuit  M.\  et  IpirMpie  ces  deux  mobiles  m 
rencoatrçnt  (  ce  qui  exige  qu'on  ait  Y  ^  V'  ) ,  Hs  se  presseirt 
mutuellement  jusqu'à  ce  qu'ils  aient  acquis  une  vitesse  com'* 
mune  i^  :  alors  M  a  perdu  la  ritesse  V  —  f^,  tailâis  qu'au  con- 
traire M' a  gagné  la  vitesse  i'  —  V',  Dans  cet  état,  lea corps  ne 
se  pressent  plus,  ils  sont  simpleoèent  justa-^posés»  ef  ils  ont  a^ 
teint  leur  maximum  de  compression.  Jusqu*ici  la  force  de  resti* 
tution  n'a  poiut  été  mise  en  jeu ,  et  il  est  clair  que  tout  s'est  passé 
comme  jsî  les  corps  avaient  été  durs  :  de  sorte  que  lia  vitesse  v^ 
qui  est  commune  aux  deux  corps^  n'est  autre  que  celle  dont  nous 
connaissons  déjà  la  valeur  (&*,  p.  3o8). 

Mais  tout-à-coup  la  restitution  s'opère;  les  corps  ne  restent 
même  qu'un  instant  infiniment  court  dans  cet  état  stationnaire 
qui  sépare  l'instant  de  là  compression  de  celui  du  rétablissement. 
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Nout  avons  dit  que  l^élaslicité  deratt  être  considérée  comme 
une  force  agissant  de  l'intérieur  des  oor^s  ters  Fextérietir  t  dans 
Tétat  oJi  sont  nos  dent  corps  ^naLta-posés  et  sans  pression  mn^ 
tuellei  cette  force  exerce  son.  action  sur  ehacun  d^eux,  et  sO^ 
intensité  est  la  même  que  celle  avec  laquelle  ils  se  sont  compri- 
més'^ à  cause  du  ressort  supposé  parfiait.  On  toit  donc  que  le 
cor^s  M'  sera  poussé  par  Pélaâticité  dé  M  dans  lé  âens  de  la  ten- 
dance commune,  et  par  conséquent  devra  gagner  de  nonvean  la 
vitesse  p  —  V  :  tandis  qu'an  contraire  le  corps  M  sera  repoussé 
en  arrière  par  l'élasticité  de  M^,  et  devra  perdre  encore  la  vitesse 
V  —  f',  Ain$i  M  aura  perdu  la  vitesse  2(V-*'f'),etM'  2ura 
gagné  2  (  1/  —  V  )  :  donc  en  désignant  par  u  et  u'  les  vitesses  de 
M  et  M'  après  le  choc,  onaM  =  V  —  2  (V^— f^),et 
u'  =  V'  +  a(f  — V');ou 

M=:2f;— V,  l«'=:2f/  — V (df"). 

La  valeur  de  v  est  d'ailleurs  connue  par  l'équation  (  b"  ).  On 
peut  la  sulistituer  ici ,  il  vient 

VCM-M')4-2MrV'     ,_^r(M— MO  +  2MV 

""- ÎSÎTÎBP '"- Û+W ' 

Ces  formides  font  voir  que  si  les  masses  dont  égales,  lés  mo^ 
itfles  éduingent  leurs  vitesses  dans  le  eiioé  ;  et  continuent  ensmite 
de  se  mouvoir  dans  ie  même  sens;  xm»  It = AT  donne  u  =:  Y^^ 

I«  Quattd  les  deux  mobiles  vont  en  sens  contraii^  ^  il  suffit  lie 
«àianger  dans  ces  Ibrmuks  le  s^;ne  de  V  ;  ^e  dont  onpeut  se  eoi»- 
vaincre  en  reprenant  tout  le  raisonnement  cMessus. 
^    i^oÉs  présent  eoiidttit  à  phuÎMvseQnsiéquenoes. 

1^  (9i  les -vitelses  ^nt  égales ,  V  rs -»  y  donM 

On  en  conclut  que' M  arrêtera  un  corps  démisse  triple,  jçt 
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qu'il  reculera  lui-même  atec  une  yitesse  double;  car  M  =  3M' 
domie  u  =  o,  et  i/ =  2V* 

^    2^  Chacun  des  corps  M  et  M' s'arrêtera,  continuera  sa  route, 
/ou  rebi^oussera  cliemin,  suirant  que  l'on  aura ,  savoir  : 

pour  M . . .  VM  =,  ou  >,  ou  <  M'  (V  +  aV), 
pour  M'. . .  V'M'=,  ou  > ,  ou  <  M   (V  +  ^V  ).. 

3^.  Si  les  masses  sont  égales ,  les  deut  mobiles  rebrousseront 
chemin  après  ayoîr  échangé  leurs  vitesses;  car  M  m^  M'  donne 
i^  =  — V'etw'  =  V. 

II,  Enfin  si  W  est  en  repos,  il  suffit  de  faire  V  =;  o ,  dans  nos 
formules,  ce  qui  donne 

_  V(M  — M^)  ,  _  '  2MV. 

t^.  Si  les  masses  sont  égales,  le  corps  choquant  devra  rester 
en  repos,  et  le  corps  choqué  se  mouvra  avec  la  vitesse  qu^avait 
le  premier;  car  M  =  M^  donne  z^  =  o,  et  u  z=zY,  Au  jeu  de 
billard^  une  bille  choquée />^>/z6  prend  toute  la  vitesse  de  celle 
qui  la  choque,  laquelle  reste  en  repos.  Donc  lorsque  plusieurs 
corps  élastiques  A ,  B,  C ,  D, . . .  N ,  P ,  Q,  ont  des  masses  égales, 
juxta-posés  et  en  ligne  droite,  si  l'on  conmiunique  au  premier 
corps  A  la  vitesse  Y,  tous  les  mobiles  B ,  G^. .  •  devroiCit  rester 
en  repos,  excepté  le  dernier ,Q  qui  prendra  la  vitesse  V.  Car  le 
corps  A  communiquera  cette  vitesse  à  B ,  qui  à  son  tour,  la  donr 
nera  à  C,  etc.  De  même  si  l'on  donne  à4a-fois  aux  deiVL  corps  A 
^  B  la  vitesse  V  ;  C ,  D , , . .  N  resteront  en  repos ,  et  P  et  Q  pren-r 
dront  cette  vitesse  par  le  choc  :  et  ainsi  de  suite. 

2^.  Si  la  masse  du  corps  choquant  e^t  la  plus  grande  ^ les  deux 
mobiles  devront  aller  dans  le  même  sens  que  lui ,  car  lorsqu'on 
a  M  ^  M',  u  et  u^  sont  positifs. 

3®.  Enfin  si  la  masse  M  du  corps  choquant  est  la  plus  petite,il' 
rebroussera  chemin,  et  le  corps  choqué  M' se  mouvra  dans  la  di- 
rection que  M  avait  avant  le  choc  ;  puisque  M^  >^  M  donne  u 
négatif  et  u'  positif. 
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226.  Quelque  hypothèse  qu'on  fasse  d'ailleurs  sur  les  gran-  - 
deurs  et  les  directions  de  V  et  V,  il  y  a  trois  conséquences  re- 
marquables à  déduire.. 

1°.  On  a  vu  (p.  3 10 ,  4^.)  que  la  distance  du  centre  de  gravité 
de  deux  corps  à  un  point  quelconque  de  la  ligne  .qu'ils  parcou- 
rent est  ncmïF^  »  î'^'c'^  differeutîant  on  obtient  la  vitesse 

de  ce  centre  en  fonction  de  celles  des  corps,  et  qu'avant  le  choc 
elle' se  réduit  à  i^.  Pour  avoir  la  vitesse  de  ce  centre  après  le  choies 
lorsque  les  corps  sont  élastiques  ^  il  faut  mettre  ù  et  u  (df')  pour 
de    de'  .  .  MV+M'VV    .         ,,.,,,.,, 

dt^  di  '  ^H^*  ^^^^  ^^ M  +  W     ^"^  ^^  ^  /  ^  ^' 

Donc  ici ,  comme  dans  le  choc  des  corps  durs,  le  centre  de  grapiié 
a  conservé  le  même  mouçemenûj  malgré  le  changement  brmque 
qui  s^est  opéré  dans  les  vitesses  des  mobiles, 

2°.  La  force  vive  n'est  point  la  même  (2^20,  5".)  avant  et 
après  le  choc  des  corps  durs  ;  s'ils  sont  élastiques,  elle  est  d'une 
part  MV»  +  M'V%  et  de  l'autre  Mu^  +  M'u'^  :  en  substituant 
les  valeurs  (û?'^  ,  cette  dernière  quantité  devient 

^  4p*  (M  +  MO  —  ^p  (MV  +  M'Y)  +  MV*  +  M' Vr 

Les  deux  premiers  termes  se  détruisent  visiblemeni  (ô"),  et 
comme  il  ne  reste  que  MV*  4-  M'V'*,  on  voit  que,. malgré  le 
changement  brusque  de  mouvement,  dans  le  choc  des  cçrps 
élastiques  j  la  force  vive  est  la  même  avant  et  après  le  choc, 
*  3**.  Les  valeurs  (ûT)  deviennent  w^^t.ç  —  V^m'=:  2^^  ±  V' 
en  cumulant  ensemble  tous  les  cas.  Ainsi,  après  le  choc,  la  vitesse 
relative,  ou  m  —  i«',  est  =  —  (  V  di  V  );  or  V  ±  V  est  la  vi- 
tesse relative  avant  le  choc;  donc  les  vitesses  relatives^  ayant 
et  après  le  chocj  sont  égales  et  dirigées  en  sens  contraires  :  pu, 
ce  qui  revient  au  même,  à  des  instans  égaux  pris  avant  et  après 
le  choc  j  les  mobiles  sont  à  la  même  distance  l'un  de  l'autre, 
^  !i2']f  Soit  CD  (  fig.  i33  )  un  plan  fixe,  et  A  un  mobile  à  res- 
sort parfait,  lancé  avec  la  vitesse  AF  :  décomposons  cette  vitesse 
en  deux  autres,  dontl'uûe  FI  soit  perpendiculaire  au  plan, 
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et   dont    l'autre    CF    soit   dirigée   dans    le  sens   du    pian. 
-Celle-oî  n'éprouve  aucun  obslade  à  son  effet  entier;  quant  à 

,  l'autre^  si  eUe  existait  seule  ^  Télasticité  devrait  communiquer 
au  mobile  la  ritesse  FI  de  F  vers  I  ;  ainsi  lorsque  le  mobile  est 
parvenu  en  F>  il  est  soumis  à  l'action  de  deux  forces  qui  lui  corn- 
muniquent  les  vitesses  FI  et  FO  =  FC;  donc  il  aura  dans  la  di- 
rection FB  la  vitesse  FK.  On  noomie  AFI  Vangle  (t incidence  ^ 

'  et  KFI  Vangle  de  réflexion  ;  comme  les  deux  rectangles  CI  et  ID 
sont  égaux,  il  est  visible  que  ces  an^es  le  sont  aussi.  Donc 
lorsqu^un  corp$  à  ressort  parfait  vient  choquer  un  obstacle^  il  se 
réfléchit  en  faisant  l'angle  de  réflexion  égal  à  l'angle  d^  incidence. 
Si  le  mobile  allait  cboquer  une  surface  courbe  ou  une  courbe, 
il  faudrait  concevoir  au  point  de  oontaet  un  plan  tangent,  ou 
uitô  tangente,*  et  y  appliquer  ce  qui  vient  d'être  dit.  Alors  les 
angles  d'incidence  et  de  réflexion  sont  ceux  que  forment ,  avec  la 
normale  y  les  directions  du  mobile  avafnt  et  après  le  cboc  :  rien 
n'est  donc  plus  aisé  que  de  déterminer  l'un  de  ces  angles  par 
l'autre. 

228.  Voici  les  solutions  grapbiques  de  divers  problèmes  inté- 
ressans,  relatifs  au  choc  oblique  des  corps  à  ressort. 

I.  Trouver  en  quel  pointa  (fig.  i33),  d^un  plan  CD,  on  doit 
faire  choquer  un  mobile  placé  en  A,  pour  qu'il  aille  rencontrer 
un  corps  placé  en  B.  Menons  AH  perpendiculaire  sur  CD  ;  pre- 
nons AC  =  CH;  menons  HB,  le  point  F  de  rencontre  de  cette 
droite  avec  CD  sera  le  point  cherché.  En  effet,  les  triangles  ACF 
et  HCF  étant  égaux ,  on  en  conclut  qu'il  y  a  égalité  entre  les 
angles  AFC ,  GFH  et  DPK  ;  donc,  etc.  Au  jeu  de  billai-d ,  on  ap- 
pelle-Srico^/^r  toucher  une  4)iUe  placée  en  B,  après  avoir  frappé 
la  bande?  CD.      '  ' 

II.  Résoudre  lé  intme  problème  par  une  double  bricoUe.  A  est 
le  corps  choquant- tfig-  i34)  ,'B  le  corps  qu'on  veut  toucher  , 
menons  AH' perpendiculaire  sur  IL;  prenons  AI  ==  IH  j  il  ftû- 
4ra  supposer  que  1â^  bille  A  est  transpwtée  en  H ,  et  que  H  doit 
arriver  en  B  api*ès  avoir  traversé  la  bande  IL  en  quelque  point  in- 
connu D.  De  nkémè  menant  HF  perpendiculaîre  à  LK,et  |»*enant 
HG  =  GF,  on  **^ardera  F  conime  la  position  de  la  bille  A,  qui 
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devra  choquer  B  aprèf  aToir  traveraéla  bande  LK.  Jkate  tiroiu 
la  droite  BF^  pub  par  le  point  G  la  droite  CH,  et  enfin  par  le 
point  D  9  la  droite  AD  s  la  bille  A  cbyra  parcouf  ir  la  route  ADCB 
et  les  points  D  et  G  seront  ceux  o&  le  corps  A  doit  choquer  IL 
et  LK.  £n  effet  les  angles  ADI  et  CDfL  éabt  éga»  k  l'angle  IDH; 
de  même  ké  angles  FCG ,  GCH  et  BGK  sont  égaui. 

La  même  construction  s'applique  à  un  nombre  quelconque  de 
hriçolles  sur  le  contour  dfun  polygone  donné,  Cest  ce  qu'on  voit 
sur  la  fijg.  i35,  oti  !a  bille  A  Ta  choquer  B  en  suivant  la  route 
ADCC'CB- 

Noi^s  supposons  ici  les  billes  réduites  à  leur  centre;  ainsi  dans 
ces  deux  problèmes^  on  doit  remplacer  chaque  bande  d'un  billard 
par  une  ligne  pa^rallèle  ;  qu  on  imagine  en  dedans ,  et  à  une  di> . 
stance  de  la  bande  égale  au  rayon  de  la  bille. 

III.  Etant  données  les  deux  sphères  ou  billes  égales  AetL 
(  Êg.  t36)  fjuire  en  sorte  que  celle-ci  étant  choquée  par  la  pre- 
mière^ aille  enCf  troui^er  la  direction  du  moupementde  la  bille  A 
après  le  choc.  Menons  CL  par  1q  point  C  Çi\  le  centre  de  la  bille 
L;  faisons  toucher  la  bille  A  au  point  I  ok  la  surface  est  rencon- 
trée par  CL.  Soit  li  le  rayon  4^^  hiUp  j  prolongeons  CL  vers  B, 
et  abaissons  sur  BI  la  pçrpenidiculaire  iP;  en  achevant  le  rec- 
tangle BO,  on  voit  que  la  force  A^  équivaudra  aux  forces  Bi  et 
ID,  La  première  est  enlièreiîient  employée  à  faire  mouvoir  la 
bille  L,  et  à  lui  donner  la  vitesse  B£ ,  (225 ,  II,  i**.);  elle  est  dé- 
truite dans  la  bille  A.  I^  deuxième  nç  Contribue  pas  au  choc  ; 
elle  a  dope  son  entier  effet,  et  ei  sera  la  direction  ^e  ^  bille  A 
après  le  choç^  et  Di  sa  v^te3se.  « 

IV.  faire  bricqUer  la  biUe  B  s^r  la  bannie  JIPÎ  (fig.  i^^j)  de 
mqnière  à  chfiq^r  fa  ffifl^  A-  et  0  Vef^çyfr  do^ips  Içi  direction 
IlL.  Tir^  W  p^rAll^e  à  ]V^N>  dist^jite  de  cette  bande  de  £a 
^ale  ^u  raypn  4c^  Ji^iUçs.  Prolongez  Kl  vjçr^  Q ,  içt  ppreiiez  li  ^al 
à  €çrit7p9  !  tirez  BD  perpendiculaire  à  EF  et  prenez  DE =BE, 
enfin  menez.  D£,  et  BjÇ;  BCi  sera  la  route  q^e  d^vira  suivre  la 
tnlle  B.  I*^  effet  le  xecUm^  fO  i^nonjtre.que  la,  forcç  du  choc  se 
décckm]^se  enOt*  et  Vii  la  «'•/chasse  la  bUle  4  selon  la  lignç 
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donnée  IK  ;  la  2*  est  la  ritesse  que  cbnserTera  la:  bille  B.  après  lé 

choc.  '       '  ^  ;' 

IV.  Principe  de  d'Alembert, 

229.  On  doitàd'ÀLBBfBaiT  une  méthode  directe  et  générale 
pour  résoudre ,  ou  du  moins  pour  mettre  en  équation  tout  proi 
blême  de  dynamique  ;  par  ce  procédé  toutes  les  Jiois  du  mouye- 
ment  des  corps  sont  réduites  à  celles  de  leur  équilibre.  Ayaut 
lui,  Jacques  BemouUi  ayait  déjà  traité ^  d'une  manière  à  peu- 
près  semblable  ^  quelques  problèmes  de  Dynamique  :  toutefois 
d'AIembert  est  regardé  comme  Tinyenteur  du  principe  dont  il 
s'agit^  car  celui-là  doit  ayoir  la  gloire  de  là  découyerte  qui 
isait  en  tirer  parti  et  l'appliquer  à  nos  besoins.  Voici .  en  quoi 
consiste  le  théorème  connu  sous  le  nom  de  Principe  de  dfA^ 
lemherU  . 

Cohceyons  uii  sjrstème  de  corps  sollicités  par  des  forces  quel- 
conques; la  liaison  de  ces  corps  contraindra  chacun  d'yeux  à 
{>rendre  un  mouyement  différent  de  celui  qu'il  aurait  pris  sll 
.  eût  été  libre  :  or  si  l'on  introduit  de  tiouyelles  forces^  qui^  agis- 
sant sur  chaque  corps  en  sens  contraire  de  soti  mouyement  effec- 
tif^ soient  capables  de  le  réduife^au  repos ,  il  y  aura  équilibre  ; 
d'où  il  suit  que  dans  tout  système j  les  quantités  de  mouvement 
imprimées  j  et  celles  qui  ont  lieu  prises  en  sens  opposé^  doivent 
ée  faire  mutuellement  équilibre ^  en  afant  égard  à  la  liaison  des 
parties  du  système. 

Ce  principe  porte  ayec  soi  un  caractère  d'éyîdence  et  dé  sim- 
|>licité  qui  lui  est  propre  ;  il  est  d'ailleurs  précieux  par  sa  très 
grande  généralité  :  car  en  exprimant  par  des  équations  la  liaison 
des  parties  du  système,  ainsi  que  l'équilibre  entre  les  forces  im- 
primées,  et  celles  qui  ont  lieu  prises  en  sens  opposé,  on  obtient 
des  expressions  analytiques  propres  à  faire  connaître  celles-ci , 
et  par  conséquent  le  mouvement  de  chaque  corps.  C'est  ce  qui 
sera  rendu  plus  clair  par  les  applications  que  nous  allons  en 
faire.  Commmiçotis  d*abôrd  par  des  cas  fort  simples. 

!;^3o.  Choc  des  corps.  Soient  deux  mobiles  M  et  M^  animés  des 
yitesses  V  et  V-,  quelles  seront  leurs  yitesaes  i^  et  u'  après  le 
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cîioc?  On  suppose  que  les  vitesses  ont  le  signe  positif,  c'ëst-à- 
dit'e  que  les  deux  corps  se  meuvent  dans  le  même  sens.  On  a 
donc  / 

masses.  vitessea  imprimées.    .      vitessiçs  effectives. 

M ^   •;• »• 

M' T  .'. :;.  V. 

Si ,  à  l'instant  où  le  cboc  s'opère,  on  imprimait,  en  sens  contraire^ 
à. chaque  masse ,  la  vitesse  respective  u  et  u,  il  y  aurait  équilibre; 
les  forces  qui  se  détruisent  sont  donc 

MV,  MV,  —  Mu  et  —  MV.--  "'.   r.    > 

Or  pour  l'équibre  on  a  vu  (a"^  2i6)que  la  somme  des  qiifkQti^ 
de  monvement ,  prises  avec  leurs  signes^  doit  être  n^ll^;  donc 
pn  a  MV  4"  M'V — Mu  —  MV  =  o.  Cette  équation  unique  ne 
peut  pas  faire  connaître  uetu-,  il  faut  donc  recourir  à  la  natqre 
du  système  pour  en  obtenir  une  seconde.  Nous  ferons  remar- 
quer qu'ici  le  princtpie  de  d'Alembert  ne  suffît  pas  pour  détermi- 
ner le  mouvement  :  on  a  des  oçcasipns  nombreuses  d'appliquer 
cette  observation. 

Si  les  corps  sont  durs ,'  après  le  choc  ils  restent  jùxta-posés ,  et 
se  meuvent  avec  la  même  vitesse  i^  ;  donc  par  la  nature  du  syr 
stëme  u  =  u^  =  p  :  on  en  déduit  Inéquation  (  ^'^  ).  Si  les  corps 
jouissent  d'une  élasticité  parfaite,  comme  la  force  de  leur  choc 
dépend  de  leurs  vitesses  relatives,  et  que  la  force  de  restitution 
est  égale  à  celle  de  leur  compression  ;  on  peut  voir  à  priori ,  que 
les  vitesses  relatives  sont  égales  et  opposées  ayant. et  après  le 
choc  :  ainsi  on  a  m  —  m'  =  V  —  V.  En  éliminant  entre  ces 
deux  équations  fonobtient  pout  uei  ^le^  valeurs  déjà  trou»- 
vées(225). 

Userait  facile  d'appliquer  le  même  raisonnement  au  cas  où 
les  mobiles  vont  en  sens  contraire ,  et  au  cas  où  l'un  d'eux  est  en 
repos  :  il  est  inutile  de  nous  y  arrêter  j  on  fera  simplement  V 
négatif  ou  nul  dans  nos  équations. 
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a3i.  Mouvement  sur  ia  poulie.  Soient  m  et  m  las  maises  de 
deax  poi4s  P  et  Q  (6g.  i3^  «ni^  par  un  cordon  non  pesant  passé 
dans  la  gorge  d'une  poulie  BEC  ;  cherchons  les  circonstances  de 
leur  mouvement.  Soit  i^  la  yitesse  avec  laquelle  les  corps  se  meu- 
Ycnti  nt'  en  titoMant  et  m  en  désceildtot  ;  cette  vitesse  est  prise 
positivement  pour  les  deux  corps ,  p^ce  que^  comme  la  poulie 
ne  sert  ici  qu'à  changer  les  directions  des  forces ,  on  peut  regar- 
der comme  positives  les  directions  qui  sont  dans  le  sens  m'CEBm, 
comme  s'il  ne  s'agissait  que  d'upe  droite.  La  gravité  g  quisolU* 
cite  les  deu^  corps  leur  a  déjà  y  an  bout  du  temps  ^,  communi* 
que  la  vitesse  ^  ;  et  dans  l'instant  suivant^  die  imprime  à  ehar 
cim  d'eux  la  vitesse^/;  mais  l'une  de  ces  impulsions  est  dirigée 
dans  1^  sens  du  moltvemetit  de  m  >  tandis  que  l'autre  a  lieu  pour 
m  dans  un  sens  opposé.  Si  donc  le  fil  venait  à  se  rompre  au  bout 
du  temps  t ,  danë  l'instant  suWant  les  vitesses  seraient  i^^gdt 
pour  m,eip  -^gdt  pour  irt'.  Or  par  la  liaison  du  système,  la 
iritessè  détient  iptjxt  tbuâ  deux  v  +  ^\  et  cm  â  le  taMeat^ 
suivÉÉkt: 

maièés* ......  vitesses  iM^mt .  « . .  vitesiKs  effectives* 

m  ...!........>  +  gdt, f'  +  dif. 

/         77^'  .....  ^ V  —  gdt P . .  V  +  dif. 

lyailleurs^  pour  Péquîlibre  entre  les  forces  imprimées  et  celles 
qui  ont  lieu  plaises  en  sens  contraire,  il  faut  (216)  que  la  somme 
des  quantités  de  mouvement  (prises  avec  leurs  signes)  soit  nulles 
ce  qui  donne 

m  (*>4-gw&)+>'*'(^ — gdt)^^m{p'^dç)'^m\if  -f-A^a^o, 

ou  en  réduisant  (?7^-*^ia0gvb-^ C^n-f;  m^}^ci^z=  o^  d'où 

m  *—  m 


^  =  U;  Lj-  U^  '  ér*  +  ^> 

m  ^  771 


•=ï^-=«^+'='+^- 
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Ce  qui  prouve  que  le  moiivemeat  est  uniformément  yarié. 
CQDCime  les  poids  sont  proportionnels  a\|x  masses  {  5o  ) ,  pn  peut 
remplacer  ici 7»  et  V  par  Pet Q,  ainsi  que  dans  les  problèmes 
suiyans. 

Il  se  présente  ici  deux  caS;  suirant  qu'on  a  originairement 
laissé  par^  les  mpbiles  dii  repo^  en  le?  abandonnant  à  la  seule 
gravité  >  ou  qu^on  leur  a  fait  prendre  une  vitesse  initiale^  e^  don- 
n^ut  uùe  impulsion  ^  l'un  d'ei^x. 

.  239«  Pans  le  premier  pas  on  a  risiblen^ut  G  ?=:  o  ^  e^  si  rpj^ 
compte  les  ^  à  partir  du  ppint  dç  départ  de  chaque  corps  1 .  pn  a 
aussi  E  ==  o  ;  .ce  qui  doi^nç 

.  m  -j-  m  m  -f-  tu 

233.  Athoody  physicien  anglais ,  a  employé  ces  formules  à  la 
vérificatio^  de  tout  ce  qui  a  été  exposé  précédemment  sur  la  na- 
ture et  les  effets  de  la  gravité,  sur  le  choc  des  corps  durs,  etc. 
Il  s'est  servi  pour  cela  d'une  machine  qui  consiste  en  une  poulie 
BEC  (fig.  1 38);  et  deux  poids  P  et  Q,  unis  par  un  cordon  /wBECt/i'; 
il  dk  de  plus  rendu  cette  machine  susceptible  d'une  très  grande 
précision  1  1°.  en  faisant  porter  l'a^e  de  la  poulie  sur  des  rou^ 
leaux  mobiles,  ajfin  d'en  diminuer  le  frottement  (i33);  2®.  en 
suspendant  les  poids  P  et<J  à  des  soies  très  fines,  afin  que  celui 
des  deux  corps  qui  a  de  son  c^té,  une  plus  grande  longueur  de 
cette  soie,  n'ait  pas  son  poids  sensiblement  augmenté;  3**.  en 
ajoutant  au  système  une  horloge  sonnant  les  secondes  ;  4^.  en 
faisant  porter  cet  appareil  par  un  pied  marqué  de  division^ 
^ales. 

.  Jia  machine  d'Atbood  sert  à  plusieurs  expériences  intéres- 
^ax^^  :  x°.  si  l'on  su^p^nd  deu^  poids  égaux  ,,mai^  qu'on  charge 
l'un  deux  d'un  poids  additionnel ,  et  qu'Ji  l'aide  d'un  arrêt  atta- 
4^AM  $u^port ,  on  ei;ilève  ce  poids  à  un  instant  déte|r|i^iné  de  la 
^]|^uj^  C9n;tme  les  deuii  notasses  égales  P  et  Q  se  font  équilibre, 
eJle^  .s<?ut  oensées  ^i^n- pesantes  \  le  seul  poids  additif  qui  les  a  en- 
Êraipées  n'existant  plus,  le  mouvement  devra  continuer  unifor- 
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méinept  avec  la  TÎtesse  acquise.  Qn  pourra  donc  créer  un  moa<^ 
vement  physique  propre  à  donner  une  idée  exacte  de  ce  que  nous 
avons  nommé  la  vitesse  variée  des  corps  (  1 49)  >  et  modifier  cette 
vitesse  à  son  gré.  Et  même  comme  ce  poids  additif  a  partagé  son 
mouvement  avec  lés  massés  P  et  Q,  on  pourra  reconnaître  par 
le  &it ,  la  vérité  de  ce  qui  a  été  dit  p.  809  sur  la  loi  d'inertie. 

a*.  Si  l'on  prend  des  poids  m  et  rii  dont  la  différence  soit  pe- 
tite y  les  valeurs  {e")  de  la  hauteur  v/et  de  la  vitesse  t^  de  la  chute; 
seront  d'autant  nïoindres  qne^ces  poids  seront  eux-mêmes  plus 
grands  :  la  chute  sera  aussi  lente  qu'on  voudra,  et  on  pourra' en 
évaluer  avec  précision  la  quantité  à  chaque  instant.  ;  * 

3®.  Puisque  l'expérience  fera  connaître  les  valeurs  de  ^  et  £ 
correspondantes,  tout  sera  donné  dans  les  équations  («*),  excepté 
g\  en  négligeant;  par  appro&imation ,  la  résistance  de  l'aîr> 
parce  que  le  mouvement  a  peu  de  rapidité.  On  peut  donc ,  à 
l'aide  de  cett«  machine ,  vérifier  la  mesure  de  la  gravité  g  dont 
nous  avons  précédemment  trouvé  la  valeur  (igS ,  5°.). 

234*  Danis  le  Sjecond  cas ,  si  au  lieu  d'abandonner  simplement 
lès  corps  à  U  gravité,  on  a  imprimé  de  haut  en  bas  à  P  l'impul- 
sion V  ;  cette  vitesse  a  dû  être  répçirtîe  entre  les  deux  massés  m 
et  m  y  suivant  la  même  loi  que  si  m  choquait  avec  la  vitesse  V 
le  corps  rpf  eu  repos  :  ainsi  la  vitesse  commune  9îùX  deux  poids 

eat  — ; 7,  (c").  Telle  sera  1^  valeur,  de  la  vitesse  î<wpsqu'on 

W-+-  m    ^  ^  ^ 

compte  ^  =r  o ,  ou  plutôt  celle  de  la  constante  C  ;  donc 

—  ^v  +  (^.—  ^')  gi  (  f'^ 

^  —  m  +  m'  ..........  \J    J:. 

On  déduira  aisément  de  là  e  en  fonction  de  t.  Si  l'on  a  mf<^  m  y 
{m  —  m  fgtet  i^  sont  positifs.  Ce  qui  fait  voir  que  le  poids  P 
l'emportera  dans  tous  les  instans. 

La  solutî6ti  précédente  s'applique  encore  à  une  autre  question 
intéressante,  mais  de  la  même  nature.  Supposons  qi]don  ait 
m  ^  m  (fig.  1 34) ,  et  que  m' étant  posé  sur  un  plan  horizontal , 
le  mouvement  soit  produit  par  une  impulsion  donnée  à  m  de 
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haut  en  bas.  Il  est  clair  que  toute  l'analyse  précédente  s'applique 
ici ,  et  que  l'équation  (  /*  )  ierient 

On  voit  que  P  entraînera  d'abord  Q,  et  que  par  conséquent  l'imt 
pulsion  y  l'emportera  toujours ,  pendant  un  certain  temps ,  sur 
l'action  de  la  pesanteur  ^  quelque  grand  que  puisse  être  d'ailleurs 
to'  par  rapport  à  m ,  puisqu'on  aura  d'abord  mY'^(^mf^m)gtB 
Il  n'y  a  donc  pas  d'impulsion ,  si  petite  qu'elle  soit,  qui  ne  puisse 
Taincre  le  poids  d'un  corps  :  ce  qui  confirme  ce  que  nous  ayons 
déjà  avancé  (i5o,  221),  que  la  force  des  corps  en  mouvement 
.  ne  peut  être  mesurée  par  des  poids  ;  et  qu'on  ne  peut  comparer 
la  percussion  à  la  pression.  Mais  on  voit  aussi  que  la  vitesse ,  di- 
minuant de  plus  en  plus ,  serait  nulle  lorsqu'on  aurait. ^_ 

mY  :=^{7nf  —  w*  )  ^>  ensuite  le  poids  Q  l'emporterait  à  son 
tour*  Il  serait  très  facile  de  déterminer  quelles  valeurs  de  e  ré- 
pondent à  ces  circonstances. 
,  235.  Moupement  sur  les  plans  inclinés  adossés.  Soient  deux 
plans  inclinés  adossés  AC ,  CB  (  fig.  5i  ) ,  faisant  avec  l'horlson 
les  angles  i ,  et  t'j  et  deux  masses  m  et  in\  unies  par  un  fil  jnCm% 
passé  sur  la  poulie  G  y  et  soumises  à  la  gravité;  ces  poids  agissent 
alors  l^in  sur  l'autre  :  cherchons  les  circonstances  de  leur  mou-* 
vement 

Au  bout  du  temps  *^,  m  aura  la  vitesse  i' ,  dirigée  de  m  vers 
A^  et  la  pesanteur  lui  imprimerait ,  dans  l'instant  dt  suivant,  la 
vitesse  verticale  ^c?^  si  ce  corps  était  libre  -,  or  la  vitesse  sera  en 
^et  f  +  ^;  on  a  donc,  en  comptant  les  vitesses' positives  dans 
ïesensiw-'Cj», 

.  masses.  /  v .  imprimées.  y.  qui  auront  lieu. 

m,. if  ...  gdt i'  -}-  A' , 

ni V  ...  gdt  .........   i>  +  dç. 

Donc  si  l'on  imprimait  aux  masses  m  et  ni  ces  dernières  vitesses 
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en  leng  contraires ,  il  y  aurait  équilibre.  Pour  exprimer  oeite 
condition  >  rappelons-nous  qu'il  fitut  pour  cela  que  la  somme  des 
composantes  des  forces,  dans  le  sens  des  plans,  soit  nulle,  en 
prenant  chacune  a^ec  le  signe  qui  lui  appartient.  Cette  somme 
(  en  supprimant  tous  les  termes  affectés  de  p  qui  s'entre-détrui- 
sent  )  donne  (n**  99) 

m^sin  I  rf*— m'^sinf'^fe—  (m  +nif  )A'  =  o. 

iasin  f  —  m'  mk%                 m  sin  •  —  m'  An  *     ,  _^  ' 
^^^ ^  .1    Z7 é>>*= ^    i.  ^/ â^- 

Ainsi  le  mouTement  est  encore  uniform^ent  varié.  Nous  n'a- 
joutons pas  ici  de  constantes  y  parce  que  nous  supposons  que  l'on 
n'a  pas  donné  d'impukion  initiale  >  et  que  les  0  sont  comptés  à 
partir  du  point  de  départ  de  chaque  corps.  S'il  en  était  autre- 
ment, il  serait  facile  d'opérer  comme  dans  les  problèmes  précé- 
dens.  En  faisant  ici  1  =  i'  =  î  tr ,  on  trouve  les.  résultats  que 
nous  avons  déjà  obtenus  (232). 

236.  Mouçemênt  sur  le  Treuih  Concevons  deux  poids  P  et 
Q  appliqués,  le  premier  à  la  roue  GF,  le  second  au  cylindre  DC 
d'un  treuil  (fig.  189)  :  soient  m  et  ni  leurs  masses;  r  =;=  DC  le 
rayon  du  cylindre,  R  =  CF  celui  de  la  roue ,  et  i>  la  vitesse  de 
m  au  bout  du  temps  t  :  comme  les.  circonférences  sont  propor- 
tionnelles aux  rayons ,  et  que  les  vitesses  de  m  et  de  m^  sont 

dans  le  rapport  des  circonférences,  il  est  clair  que  ^*v  sera 6elle 

de  ni.  Si  les  corps  devenaient  libres  tout-ii-çoup,  dans  l'instiant 
^i^yBuivant,  la  gravité  communiquerait  à  chacun  d'eux  l'impul- 
sion gdt\  de  sorte  qu'en  comptant  les  vijtesses  positives  dans  le 
même  sens ,  ainsi  qu'on  l'a  fait  dans  les  problèmes  précedens , 

ifJ^gdt  et  -^  -^gdt  seraient  les  vitesses  respectives  de  m  et  de 

m'.  Or  par  la  liaison  du  système ,  il  n*en  est  pas  ainsi ,  et 
J'on  a  • 
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masses»    ,  v.  imprimées.       t.  effectives.      dist  à  l'axe, 
m if  +  gdt,  ......  i>  '^^  dif R 

/i»'...l,-j^  —  ^...  -^  (  V  +  *')•••» r. 

En  prenant  les  vitesse^  effectives  en  sens  contraires,  il  y  aurait 
donc  équilibre  dans  le  système ,  ce  qui  exige  que  la  somme  des 
momens  (  i  lo^  4^  )  ^^  quantités  de  mouvement^  par  rapport 
V  l'A3Le|  soi^  «ulle,  en  prenant  ces  momens  avec  leurs  signes. 
A^nsi  on  a ,  en  supprimant  les  termes  affectés  de  if  qui  s'entre* 
^étrufisent,  ,   .  ,  . 

r* 


Le  mouvement  est  donc  encore  uniformément  varié.  Il  serait  fa- 
cile de  déduire  de  là  l'équation  du  mouvement  de  ttk  et  sa  vi- 
tesse y  et  par  suite  les  mêmes  choses  pour  m\ 

237.  Jusqu'ici  nous  avons  fait  abstraction  du  poids  des  cor- 
dons; il  ne  serait  guère  plus  difficile  d'y  avoir  égard.  En  effet, 
prenons  d'abord  le  cas  de  la  poulie;  représentons  par  p  la  masse 
de  l'ûnîté  de  longueur  du  coi^don,  et  |iar  a  sd  longueur  «nti^e 
diminuée  de  la  partie  BEC  (fig.  i38);  soit  z  la  longueur  Bm  de 
la  partie  de  ce  cordon  qui  est  du  côtédu  p6ids  P;  ^  7^  2  ^sa 
Cm\  c'est-à-dire  celle  qui  est  de  l'autre  côté  au  bout  du  temps  t: 
les  masses  respectives  de  dés  eordàioA  sqat  dêmc  p/i  etp^  a  *^z} , 
En  raisonnant  comme  ci-dessus  (sSi) ,  on  verra  qu'on  a 

masses.  v.  imprimées.  v.  effectives. 

1»  4-  ÎP^.... .,  P  +•  ^û?^. ....... .^  V  >rK^> 

m  ^  p  {  a  "^  z), . .  f»—  gdt» , , .  4 p  +  dp. 

L'équilibre  entre  les  forceis  imprimées  et  les  forces  effectives , 
prises  ^en  ^ns  opposé;  donne 
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On  intègre  cette  équation  en  la  multipliant  par  i>dt  :=^dz,ei  on 
trouTe^toat  calcidfait/  •     \ 

4j*  —  o^s^  (.m''m'-^pa)z+  pz  +  C 

y    _  j^  ^ r- — ,  . 

^  m+m,^pa 

Lorsque  la  vitesse  est  nulle  en  même  temps  que  2  j  on  a  G  =  o  : 
on  déterminerait  aisément  dans  tout  autre  cas  la  valeur  de  la 

constante  C.  Pour  obtenir  ime  relation  entre  2  et  £.  on  met  -r 

ai 

pour  p,  et  il  ne  s'agit  plus  que  d'intégrer  une  fonction  de  la  forme 

A<ft=  -77 — ;— s— T — "TT»  ce  qui  n'offre  aucune   difficulté 
l/{«  + &  +  >«*}'        ^ 

(  G>urs  de  Math,  n**  778  ). 

.  Le  mouvement  sur  le  treuil ,  en  ayant  ^ard  aux  poids  des 

cordon^^  se  traite  absolument  de  même  ;  conservons  les  notations 

du  n°  236  ;  de  plus  nommons  /  et  71  les  longueurs  des  cordons 

lorsque  t  =1  o  y  et  2  la  longueur  de  cordon  qui  se  développé  de 

dessus  la  roue  durant  le.  temps '^.  L'autre  cordon  s'enveloppera 

en  même  temps  sur  le  cylindre  (  fig.   i39  )  d'une  longueur 

^  z.  Ainsi  les  cordons  auront  pour  longueurs  au  bout  du  temps  e. 


Fwt  =  /  +  2,    et  Dot' =  7» —=r  a:  leurs  masses  seront. 


^(^+ «),et^(»  — ç2);^éton  aura 

masses.                        v.  impr.                v.  effectives. 
7iir4-p(/+^)  ....i'+  gdt, V  +  A/ , 

Il  suffira  donc  de  remplacer  ;  dans  les  calculs  du  n**  236,  wpar 
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m  -^p  {l  +  z),ni    par  7ra'+/?(n  —  —  5;);on  obtiendra  une 

expression  de  la  foirme  dp -=:   ,   .  ■  ^^     X    dt,  qu'on   intégrera 

comme  ci-dessus,  après  TaToir  multipliée  par  ifdt  =  dz. 

238.  Dans  l'article  précédent ,  ntous  avons  fait  abstraction  de 
l'inertie  de  la  poulie;  or ,  dians  le, mouvement  dont  nous  venons 
de  parler ,  1^  gravité,  dont  les  effets  sur  la  poulie  sont  détruits 
par  l'axe  fixe,  n'en  emploie  pas  moins  une  partie  de  son  action 
Àur  les  poids,  pour  imprimer  à  cette  macbine  un  mouvement  de 
rotation  (p.  Sog,*  2**.).  Réparons  cette  omission  volontaire. 

Tout  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  n^  précédent  de  l'action  de 
la  pesanteur  sur  les  masses  m  et  m!  et  sur  les  cordons ,  a  égale- 
ment lieu  ici  ;  il  n'y  a  rien  à  changer.  Mais  en  outre  remarquons 
que  toutes  les  particules  de  la  poulie  (fig.  i38)  ont  un  mouve- 
ment commun  de  rotation,  et  que  la  vitesse  des  points  delà 
circonférence  est  celle  des  poids  P  et  Q  ;  de  sorte  qu'elle  est  =  i', 
au  bout  du  temps  t  Mais  les  particules  qui  sont  plus  voisines  de 
l'jaxe  ont  une  vitesse  moindre,  et  la  diminution  se  fait  dans  le 
rapport  des  circonférences  qu'elles  décrivent,  ou  plutôt  de  leurs 
distances  à  l'axe;  de  sorte  que  si  nous  considérons  des  molé- 
cules dont  les  masses  soient  fc,fc'y.,A\&\jacDX/^  de  Paxe  de  <',  ('',... 
en  nommant  r  le  rayon  de  la  poulie,  leurs  vitesses  (  p.  28g  ) 

seront  ~ ,  — ,. . . .  lia  pesanteur  n'exerce  d'ailleurs  aucune 

action  sur  fCyfc.  *  .et  au  bout  du  temps  t  +  dt^  on  a  le  tableau 
suivant,  pour  le  mouvement  sur  une  poulie. 

masses.  v.  imprimées,      v*  effect.        dist.  à  Taxe. 

m  +  pz p  -j-  S^^ ^  "4"  dif r, 

m'  ^  p{a  —  «  )...v  — ^  gdt if  +  ^f'. r^ 

I*' i^'-"- ':^  (♦'  +  ''♦' )....«', 

r  .       r 

,  ,f^" ..^%..:....-..^(f'  +  cf/)....ç^ 

etc.  ..,...*..••  .etc etc etc. 
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Pour  Féquilibre  entre  les  forces  imprimées  et  les  forces  effec- 
tiyes  prises  en  sens  contraire ,  il  faut  que  la  somme  des  momens 
de  ces  quantités  de  mouyement  par  rapport  à  l'a^e  soit  nulle 
(45) ,  et  on  a 

en  posant 

x[fcC) z^fi(^  +  A*Y*  -f  etc.  =  T. 

C'est  ce  qu'on  nomme  en  Dynamique  le  moment  d^inertie  du 
corps  :  en  multipliant  cette  équation  par  dz  =  i^dt,  et  intégrant^ 
on  obtient 

{m  -^  m'  —  pa)  g^-  P^^     '  ^^     ^^^ 
*^  =^  ,^  (  m  +  m'  +  pa  )  +  s  (  ««)  ><  ^- 

Le  reste  n'a  plus  de  difficulté.  Quant  à  la  valeur  du  moment 
d'inertie  X  =  2  (  ^C*  )  >  ^oms  allons  nous  occuper  des  mojeos 
de  la  trouver  (p.  338) ,  non-seulement  ^ur  une  poulie  de  di- 
mensions connues^  mais  encore  pour  un  corps  et  un  axe  quelcon-* 
ques;  parce  que  par  la  suite  nous  en  aurons  fréquemment  besoin 

V.  Mom>ens  d'inertie, 

239.  Soient  m',  W^  m",. . .  les  masses  des  molécules  d'un 
corps  de  figure  connue;  ç',  ç",  ç*',. . .  leurs  distancés  à  un  axe 
quelconque:  on  a  nommé  Moicbmt  d'ikkrti£>  la  quantité. .. 
^{f*C)*  ^^^st  la  somme  des  produits  des  masses  des  moliauleB 
du  corps  ,  par  les  carrés  de  leurs  distances  à  If  axe.  Si  l'on  sup- 
pose que  ce  corps  est  bomc^ènè  ^  on  peut  remplacer  les  niasses 
des  molécules  par  leurs  volumes  qui  leur  sont  proportioiw^. 

La  quantité  T  c=:  z  (  m^*  )  ne  dépend  que  de  la  fqrme  dm 
système  et  de  la  position  de  l'axe  ;  de  sorte  que  conune  elle  est 
indépendante  du  temps ,  elle  l'est  aussi  de  tonte  idée,  de  mouve- 
ment; en  un  mot  cette  fonction  est  purejoent  géométrique  et  eS" 
sentieUement  positiçe  :  cependant  nous  appellerons^  pîbur  abré- 
ger,  axe  de  rotation  j  l'axe  par  rapport  auquel  on  cberdie  le 
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moment  dTÎQertie. Soieat  x ^y  \  x'\y°'y,. .  les  coondonnées  des 
molécules  ml  y  m'\»,.  cle  ce  corps  ^  en  regardant  l'axe  donné  comme 
étant  cela  i  des  z.  On  a  ^*  =  «'*  H-^ %  etc. ,  et 

T=i7i'(x«+y»)+7îï^(^''*+y)+etc=S.m(i.«+y). 

£t  lorsqu'il  s'agira  d'un  corps  figuré  dont  la  masse  est  M ,  la 
molécule  dM.  dont  les  coordonnées  sont  x ,  j^  et  s,  a  pour  volume 
l'élément  différentiel  dxdydzy  et  la  masse  ^M  élémentaire  deyient 
Ddxdydx ,  D  étant  sa  densité ,  en  même  temps  que  le  signe  S  se 
change  en  celui  /de  l'intégration ,  savoir 

T=fU'J)dM)  —  fI)dxdYdzix*  +  y^)  .:..   (^^). 

Ainsi,  pour  trouver  le  moment  d'inertie  T  d'un  corps  par  rap- 
port à  l'axe  des  z,  on  intégrera  dans  toute  l'étendue  du  corps 
la  quantité  (  ^  )  >  en  suivant  les  mêmes  procédés  que  pour  les 
quadratures  et  les  centres  de  gravité  (  p.  74  ).  Si  le  corps  est 
homogène,  on  peut  faire  D  =  i  ;  dans  le  cas  contraire,  D  est 
une  fonction  connue  de  x,  y,z,  qui  exprime  la  loi  de  variation 
de  la  densité  du  corps. , 

Mais  il  arrive  très  souvent  que  Péquatîon  qui  détermine  la. 
forme  du  corps  n'a  pas  pour  axe  des  z  celui  par  rapport  auqud 
on  cherche  le  moment  d'inertie.  L'emploi  de  l'équation  précé- 
dente exige  donc  dans  ce  cas  la  résolution  de  ce  problème  : 
Trouiferle  moment  d'inertie  par  rapport  à  une  droite  quelconque 
prise  pour  axe  de  rotation  :  occupons^nous  de  résoudre  cette 
question. 

240.  Supposons  d'abord  que  l'axe  de  rotation  soit  parallèle  à 
celui  des  2  :  il  est  visible  que  si  l'on  transporte  l'origine  des  coor- 
données au  point  où  l'axe  de  rotation  rencontre  le  plan  xy ,  le 
nouvel  axe  des  z-  sera  celui  de  rotation.  Soient  h  et  l  les  coor- 
données de  ce  point;  et  r  sa  distance  à  l'origine,  ou  la  distance 
entre  les  deux  ax^  ^rallèlès,  de  sorte  que  A*  +  /^  ==  r*  :  oa 
changera  donc  simplement  x'  et  y  en  x'  —  h  et  y^ —  /,  dans. 
x'^  -f  y*5  de  sorte  qu'en  multipliant  par  dM  et  intégrant ,  on 
aura 
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M  désigne  ici  la  masse  entière  du  corps,  on  m'  +  m*  +  etc. 
X  et  Y  sont  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  ;  de  sorte  que 
(A',  54)  on  a  MX=mV+ir/*V  +  etc.,  MYz:=:my+my+^c. 
La  fonction  (i)  résout  complètement  le  problème  proposé,  cai» 
le  premier  terme  est  le  moment  d'inertie  donné  rdativcaonent  à 
l'axe  des  «;  le  second  terme  est  constant  et  connu;  enfin  on 
obtient  X  et  Y  par  des  intégrations  (  P'oyex  p.  y^  )• 

Si  l'axe  des  x  passait  par  le  centre  de  grarité,  alors  la  yaleur 
(i)  se  simplifierait  beaucoup,  car  X  et  Y  seraient  nuls;  le  mo- 
ment d'inertie  se  réduirait  dans  ce  cas  à 

/^(^•  +  j^)4.r^M ..(A-). 

Or  dans  celte  formule ,  r»M  est  le  produit  dé  la  masse  entière 
du  corps  par  la  distance  du  centre  de  gravité  au  nouvel  axe-  le 
premier  terme  est  le  moment  d'inertie  pris  par  rapport  à  l'axe 
passant  par  ce  centre  :  donc, /lowr  cwoir  le  moment  d'inertie 
d'un  corps  par  rapporta  une  droite^  quand  on  donnait  la  va- 
leurdece  moment  par  rapport  à  une  autre  droite  parallèle  pas- 
sant par  le  centre  de  gratuité  ,  il  faut  à  cette  valeur  ajouUr  le 
produit  de  la  masse  du  corps  par  le  carré  de  la  distance  entre  les 
deux  axes, 

'  On  écrit  souvent  la  formule  (  A''  )  sous  une  autre  forme  plus 
commode.  On  suppose,  ce  qui  est  visiblement  permis, que. . .  : 
M^  =  S.ii»  (*»  +  j.*);  de  sOTte  que  t^  est  le quoUent  du mpl 
ment  d'inertie  du  corps,  par  rapport  à  Paxe  qui  passe  par  le 
centre  de  gravité,  divisé  par  la  masse  du  corps.  Alors  le  moment 
d  mertie  est 

M(,*4-**) (,-). 

Ml.  Voici  quelques  «pplications  de  ces  formules. 

I.  Trouver  le  moment  d'inertie  d'une  droite  AB = «  (fig  i4o) 
par  rapporta  un  axe  quelconque  CC  mené  dans  l'espace?  par 
le  miheu  G,  centre  de  grayité  de  la  droite  AB,  menons  un  aie 
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OCparaliileiiO;CVet  8oitf>raBgIeOGA;  PGs^esi  la  di- 
stance d'un  élément  quelconque  dy  au  point  G^  la'  distMkcePG 
à  l'axe  OC  est  y  sin  ^;  ainsi  sin»  ^  f{y^dy  )  5=  f  y  «in»  ^  est 
donc  le  moment  d'inertie  d'une  portion  de  AB;  et  si  l'on  prend 
l'intégrale  depuis  y  5=^G  A  =  —  ^  a ,  jusqu'à  y  =  GR  ^  j  a ,  on 
aura  Mit*  = -j^  a' sià'  ^  pour  le  moment  d'inertie  par.  rapport 
h.  l'axe  OC.  Mais  pour  avoir  ce  moment  par  rapport  à  l'axe  donné 
O'C,  il  faut  (  240  )  y  ajoutei^  oa*,  a  désignant  la  distance  DG 
entre  les  deux  axes;  on  aura  enfin,  pour  le  mçment  cherché  ^ 
a(a*4--;^^sîn*(p). 

ïl.Chercïions  le  moment  d^iiiertieii'àn  parallélépipède  reciangk 
dont  les  arêtes  sont  a,b  et  h,  par  rapport  à  l'axe  des  z  passant 
par  le  centre  de  gravité  et  parallèle  à  l'arête  a  :  l'origine  est  à  ce 
centre.  Une  n^olécule  a  pour  volume  dxdyd%  ;  le  carré  de  sa  di- 
stance à  l'axe  est  y^  +  ^*.  Il  faut  donc  intégrer  Ja  quantité 
dxdydz  (  JT*  +  **  )  <l*ûs  toute  l'étendue  du  corps.  Opéroi^s  d'a- 
bord par  rapport  à  2  dont  les  limites  sont  «  ==  —  1  a  et  -f-  ^  a . 
nous  aurons cuclydx (^*  +  «* ).  Intégrons  ensuite  de  *  =  —  \h^ 
Il  a:  =  i  A;  nous  aurons  «A  (  j'*  +  j^  A*  )  rfj  ;  en  intégrant  de 
même  de^  =  —  5Ô,à^  =  ~ô,on  obtient  ^^  ahh  (6*  -J-  A«). 
Enfin  on  a  pour  le  moment  d'inertie  cherché 

IIÏ.  Soit  demandé  le  moment  d^inertîe  d'un  cercle  de  rayon 
CZ>  î=  r  (  fig.  ï4ï  )  pat*  rapport  à  un  axe  perpendiculaire  a  son 
plan  et  mené  par  le  centre  C ,  on  mené  en  A.  Concevons  au  point 
n  de  Paire  qui  a  Çp  =  «  et  pn  :=  t  pour  coordonnées  ^  un  élé- 
ment rectangulaire  dxdt\  le  produit  de  cet  élément  par  le  carré 
de  sa  distance  nC  au  centre  C ,  sera  dxdt  (^  +  ^)  ;  en  intégrant 
par  rapport  à  t  seul  ^  on  a  ^  ^^  d!sp  +  tx'^dx  :  pour  obtenir  le  mo- 
ment d'inertie  des  élémens  disposés  le  long  delà  double  ordon- 
née mm  y  il  faut  ][>rertdre  cette  intégrale  depuis  tt=.  — ^Jusqu'à 
e-=:^y  ,y  étant  l'ordonnée  pm,  et  par  conséquent  =i  V{if — x^)^ 
on  tiiouvb  f  V^C  r^  —  **  >  [  r"  -f  2;r*  ]  dx.  En  intégi^ant  Cette 
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expression  depuis  a;  =  —  r  jusqu'à  xrr  r^  on  aura  le  momenl 
d^kiertie  de  l'aire  entière  du  cercle  par  rapport  au  a^tre  C. 
Pour  exécuter  cette  intégration  ^  d>servons  qu'en  Intégrant  par 
parties*;  on  a 

Or  le  dernier  terme  équivaut  à  |/Cr*  —  jp*)  ^/(r'  —  **)  dxy  bu 
^r'f\/{r'--x'^dx—\fx^\/{r'^x')dx\  substituant,  transpo- 
sant et  réduisait,  on  a 

f^^\/{i^-^s^)dx  =  —\x{f'—x')''  +i  i*/d4/(i*^ar*). 

Nous  ne  tiendrons  pas  compte  ici  du  premier  terme  qui  est  nul 
aux  limites  —  r  et+  r,  et  qui  par  conséquent  disparaît  de 
l'intégrale  complète  :  ainsi ,  en  substituant  dans  la  formule  ci- 
dessus  ,  on  trouve  que,  par  rapport  à  C ,  le  moment  d'inertie  est 
=  fi*  v/('*  — ^)  û&P  ••  or  fdx^ij^  —  x^)  est  un  segment  de  de- 
mi-cercle, dont  X  est  rabscisse;  cette  intégrale,  prise  entre  les 
limites  *  =  —  retjf  =  r,  exprime  donc  le  demi-cercle, 
c'est-à-dire  est  =  \  «r*,  et  le  moment  d'inertie  cherché  est 

On  peut  aussi  raisonner  comme  il  suit  :  oonceTons  dans  notre 
cercle  une  circonférence  décrite  d'un  rayon  =  C/i  •=  ^r,  et  uae 
awtre  circonférence  infiniment  voisine  \  la  première  aura  7,vq 
pour  longueur,  et  elles  formeront  dans  le. cercle  une  couronne 
infiniment  mince ,  dont  l'épaisseur  sera  dq ,  et  dont  l'aire  sera 
ii'Kqdq\  en  multipliant  par  Ç/i*  =  S'^oï^  aura  7,ie^dq  pour  le 
ipoment  d'inertie  de  cette  couroAna  En  int^rant,  on  a  i^gr* 
pour  le  moment  d'inertie  d'une  couronne  concentrique  d'é- 
paisseur finie,  et  en  prenant  l'intégrale  depuis  ^=±0  jusqu'à 
y  =  r,  il  vient  M^*  =  \%A  pour  le  moment  d'inertie  de  l'aire  du 
cercle.  , 

Soit  donc  r  le  rayon  d'une  po^ie,  h  son  épaisseur,  ^vr^h 
est  son  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axç  de  rotation  ;  il 
faut  donc  remplacer  X  (/«ç*)  par  cçtte  valeur  dans  la  formule 
du  n**  o^t'y  ou  plutôt  pai-  iîT^r^A,/' jetant  la  densité  (5i)  ,  parce 
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qiie  la  poulie  n'est  pas  homogène  ayee  les  cordons  et  les  masses  ^ 

S'il  fallait  trouver  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  pei^ 
pendiculaû*e  en  A  ^  il  ne  faudrait  qu'ajouter  à  |  «r^^  le  produit 
de  ^'aire  wt^  du  cercle  par  AC*=;5*,  ce  qui  donnerait.. . . 

W,  Trouver  le  ^moment  d'inertie  d'une  sphère  ou  d'un  seg. 
ment  sphérique^  par  rapport  à  son  diamètre,  ou  à  un  axe  quel'- 
conque.  En  un  point  arbitraire  P  du  diamètre  AB  (fig.  142) ,  si 
l'on  TK>nçoit  un  plan  perpendictilaire,  il  coupera  la  sphère  suî. 
vaut  un  cercle^  d''un  rayon  RP  =  J'  *•  ce  que  nous  avons  dit  ci- 
dessus  fait  voir  que  le  moment  d'inertie  de  tous  les  élémens  de 
ce  cercle  par  rapport  à  son  centre  P,  est  i^ry*.  Ce  rayon  j^  est  une 
ordonnée  d'un  grand  cercle  de  la  sphère;  en  mettant  l'origine  à 
l'extrémité  A  du  diamètre,  et  désignant  le  rayon  de  la  sphère  par 
«,  on  a  j^'rs  2ûWf  —  AT*;  ainsi  le  moment  d'inertie  d'une  tranche 
infiniment  mince,  est  ^TFy^dx  =  1^  {p^ax  —  x^ydx,  dont  Imté- 
vgrale  est  7Fi3^{\<â — ^ a*  +  75"**)  =  Mit*.  Cette  intégrale,  prise 

o 

entre  les  limites  a: = o ,  et  jp  =  aa ,  donne  Mi?*  =  -g  jra*  ;  la  i  '^^ 

est  le  moment  d'inertie  du  segment  sphérique;  la  2*  est  celui  de 
la  sphère  entière,  par  rapport  à  son  diamètre. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  (240),  pour  obtenir  le  moment  d'inertie 
par  rapport  à  un  axe  quelconque  CQ  parallèle  à  AB ,  il  suffit 
d'ajouter  à  ce  qu'on  yient  de  trouver  le  produit  de  la  masse  en- 
tière du  corps,  par  le  carré  de  la  distance  GX  =  /i  du  centre  à 
l'axe  ;  on  a  donc  : 

1^.  Pour  le  ca^  du  segment  sphérique  dont  le  volume  est 
=  TTjf'  (a  —  j  -»)  J  *  désignant  la  flèche  : 

"^{       3       —T  +  7;  +  '-"'}- 

2**.  Pour  la  sphère  dont  le  volume  est  j  jra'. 


!• 
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r  a43u  11  nûus  reste  à  trourer  le  moment  d'iuertie  d*un  oorpâ  te- 
lativement  à  un  axe  quelconque  AB  (fig.  i43)  passant  par  l'ori- 
gine A.  Soient  m  une  n[iolécnle  dont  les  coordonnées  sont  Xy  y^  z; 
mB  sp  c  ^^  perpendiculaire  abaissée  sur  Tax^  de  rotatiùn  AB  *, 
Am  :;» r  la  distance  de.77i>  à  l'origine;  i  Pangle  itiAB  qttO  îùùt 
ces  deux  droites;  tt  fiy,  «'/S'y'  les  angles  que  AB  et  A  m  font  avec 
leiJp,>',«;ona>*  =  J»*  +  y*  +^%  «t  (Cours  de  Mathém. 
n«633,  5^). 

co$f=co«#cos«  4'<x>#/8cos|8'  +  cOi>oos>',    * 
d'ot       r  cosi=ra?cos^+j^c^/t  +  «  cosy,  * 

parce  que  -,  -,  -  sont  les  cosinus  de« ,  fif,  >'.  Dai^  le  triangle 

rectangle  ri»AB,  on  a  mB  =  r  sini,  ç*=:  r*  —  y* cos'i;  substi- 
tuant il  r*  et  (rcosi)*  leurs Tàlèurs  ci-dessus,  il  Tient 

^»  3=  jc»  sin*tf -4-^»  sin*|3+«*  sin*y 
—  2^  cos  a  oos  i8 -«  2X2  cos  «  cos  y -— 2y  iS  cos /S  cos  y . 

Multipliant  par  dm  et  intégrant  dans  toute  l'étendue  du  corps, 
puis  posant ,  pour  abréger , 

a  =  /x»dm,    b  =  /^*dOT,    f=/«»di7i,  1         .  . 
g  =  /jfyd/»,    hzzzfxzim)     \  =^fyzàm,f"*' ^ 

on  trouve  pour  le  moment  d'inertie  par  rapport  k  l'axe  AB, 

j  .  '  ;       • 

T  =/ç*dm  ==  a  8in»«  +  b  sik*|8  +  f  sin*y 
—  2gco8«  cos/8  —  2h  cosA  cosy  —  2i  cos/8  cosy. . .  .(2). 

Les.intégrale^^éfiniesa,  b,  f. . . .  sont  indépendantes  de  la  di- 
rection de  l'axe  de  rotation  AB,  et  sont  relatives  aux  seules 
coordonnées  générales  Xj  y,  z,  entre  des  limites  données  :  ce 
sont  donc  des  constantes  connues  qui  dépendent  de  la  figure  du 
corps  et  de  sa  situation  relativement  aux  axes  coordonnés ,  mais 
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^i  couserTent  leurs  grs^uleurs  numériques  de  quelque  manière 
que  Faxe  AB  dé  rotation  sôit  dirigé.  , 

,  a43.  U  est  9oavent  commode  die  fixer  là  lîtoation  de  cet  axe 
par  de*  coordonnera  polaires  ^plutôt  .que  par  les  angles  «,  $,  y  ; 
désignons.par  S  l'angle  BAD  que  JkB  fait  a^ee  sa  projeetion  AX 
sur  lo  plan  xy,  et  par  9  l'angle  DAar  que  cette  projeotiôn  &it 
avec  les  Jc;  les  équations  de  la  note  p.  a4  donnent  les  relations 
suiyantes: 

cose*;=cosâQos|r>    cosiS  =7s  oo&S  aiii<ii    cos^^ssinO/ 

ainsi  notre  valeur  de  T  peut  aussi  être  écrite       . 

T=/ç*d77i  =  a  +  b  — (acos»i»  +  bsîn«9— f)cos«9 
— agcos'dcoslysînv  —  2sin6coafl(h€06i!»  +  i^in9) (3). 

Ges  équations  (2  et  3)  font  connaître  le  moment  d*inertie  T  par 
rapport  à  un  axe  de  rotation  AB  dirigé  d'une  manière  quel<- 
conque  dans  Tespace*  '  .  ^ 

244  tl  y  a  un  cas  important  à  examiner;,  c'est  celui  où  le  sys- 
tème d'axes  x,  j,  z,  auquel  on  a  rapporté  arbitrairement  le  corps, 
^st  tellement  choisi ,  qu'on  a 

g  =  /jfyd7/t  =  o,    H=/jf^irA==o,    i=-fyizAm'=^o...Œ^\ 

Les  axes  coordonnés  dont  il  s'agit  sont  alors  ce  qu'on  nomme 
des  AXES  PRiKciFAvx  JDE  ROTATION.  Nous  démontretons  bientôt 
qu'ilaexiste  en  efEet  pour  cbaque  point  pris  pour  origine^  soit  au 
dedans  I  soit  au  dehors  du  corps ,  trois*  axes  rectaagulaif?^.  qui 
remplissent  ces  conditions.  Mais  remarquons,  d'.abor^  que  nos 
équations  (2  et  3)  se  réduisent  alors  à  leur  1'®  ligne,  ^savoir  <: . 

T  =/ç*d7»  =  asin*«  +  bsin*^4-f  $in*y.  .\  . .  .(S) 
p:  a  +  h  —  (a  cos*«  +  b  sin^i;  —  f )  cos*^* 

On  a  des  calculs  plus  simples  à  effectuer  pour  les  axes  princi- 
paux du  corps,  que  pour  toute  autre  droite  prise  pour  axe  de 
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rotation.  On  troure  à  ces  axc&  des  propriétés  que  nous  Mcfti^ 
exposer. 

245.  Et  d'abord  faisons  voir  que  si  Von  connaît  iea  montfns 
d'inertie  par  rapport  à  troifi  axes  principaux  pris  pour  ceux  des 
*>  y^  *>  ^  moment  d^ inertie  par  rapport  à  AB  se  trompe  aisé" 
ment  En  e&t^  les  premiers  de  ces  momens  sont  pour  l'axe 

des  *  ....  /(y*  +  a*)  dm  =  b  +  f  =  A, 

.       des  y  . . . .  flx^  +  «»)  dm  =  a  +  f  =  B , 

des  a    /(ar»  +  y)  dm  z=:  a  +  h  =  C. 

On  suppose  A^  B,  G  connus  :  tirons  de  ces  équations  les  Taleurs 
de  a>  b^  £,  et  substituons-les  dans  l'expression  (5) 

T  =  i  A  (sin»/3  +  sinV  —  sîn*cc) 
+  ^  B  (sin* ce  +  sîn^y  —  sin*/8)  +  ^  G  (sin**  +  etc.). . 

Mais  cos*fle  +  cos*i3  +  cos*y  =  i  >  retrancbons  chaque  membre 
de  cette  équation  de  3 ,  et  faisons  i  —  cos*  =3  sin*  y  nous  aurons 

sin*  et  -4-  sîn*|3  -f-  siu*y  =  ^ ,  ^  , 

le  1*'  terme  derient  A  cos^y,  en  raisonnant  de  même  pour  les 
facteurs  de  B  et  G,  on  trouve  enfin 

T  =  /çMi7^  =  Acos*«4-Bços*/3  4.CcosV\    •        ,gv 
=  (Acos»9  +  Bsin^9— G)cos*e+G,      ) ^  ^ 

en  mettant  pour  cos«;  cos  ^^  cos  7 ,  leurs  valeurs  en  9  et  6. 

Ges  équations  équîralent  à  la  iBormuIe  (5)  et  répondent  aussi  à 
ta  question  proposée. 

246.  Un  moment  (^inertie  est  toujours  essentiellement  posi-' 
ttfj  puisqu'il  est  formé  de  carrés  multipliés  par  des  masses  ;  or 
en  mettant  pour  cos*  ce  sa  valeur  i  —  cos*iÔ  —  cos" y,  la  formule 
(6)  devient 

T  =;  A  +  (B  —  A)  cos»/3  +  (G  —  A)  co^V> 
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or  si  A  est  la  plus  petite  des  trois  quantités  A  >, A  ?  C  (qui  sonf 
constantes 9  positives  et  fîmes) ,  B  —  A,  C —  A  spïit  positifs^  et 
T  >  A  :  ce  qui  proute  que  tous  les  iuonoue;^^  i'ip^rtie  T  relatlft 
i  des  axes  quelconques  menés  par  l'origine^  soi^t  plus  gr^n^  f^q 
À.  Et  si  au  contraire  A  surpasse  B  et^>  tous  ces  momens  sont 
moindres  que  A,  par  la  même  raison.  Donc  c2?«  trois  momens 
d'inertie  relatifs  aux  axes  principaux ^  l'un  esi  un  maximum^ 
et  Vautre  est  xm  minimum;  <t'e«U4i^re  que  l'un  stnrfmsse  tout 
moment  dinertie  par  rapport  à  un  axe  de  t'otation  quelconque 
menéQar  la  même  origine,  et  qiie  l'autre  est  moindre  que)ce 
dernier.  Si  l'on  avait  A  =^  B  ±=  C,  l'équation  ci-dessus  se  rédui- 
rait à  T=:A  ;  tous  les  momens  d'inertie  seraient  égaux-^treeux> 
quel  que  fût  l'axe  dç  rotation. 

247.  Il  nous  reste,  à  démontrer  qu'en ^effiet  il  existé  des  àfles 
principaux^  c'est-à-di|re,  de&  axes  tel^ .  que  les  intégrales  g ,  h  eti, 
prises  dans  toutç  l'étendue  du  corps ,  sont  nulles ,  et  à  en  assi- 
gner la  position.  Puisque  ces  axes ,  s'il  y  en  â  dé  tels,  jouissant  de 
la  propriété  âe  hiaximùm  Cjfi^&à  TÎént  d'éxpbiser,  cherchons  ?^ 
donner  à  l'axe  de  rotation  AB  (fig.  i43)  une  telle  .direction  que 
le  moment  d'inertie  par  rapport  à  cette  droite  soit  un  jriaxi'- 
mum.  La  théorie'  connue  (Cours  de  Matliém.,  n**  726)  ndus 
apprend^  qu'il  faut  ^alei*  à  zéri^  les  difierentielks  d&ÏJsria-^ 
tives  à  9  et  à  6 ,  tirées  de  l'équàjtfjon  (3)..  Jj^n  désignaient  par  s  et  s' 
les  sinus,  c  et  c'  les  cosinus  des  aiagles  -9^  et  6 ,  il  vient 

sec'  (a  —  b) rf  gc'^  (6*  —  c^^  '—  à'  (le  ^  hs)  ^  6".  r-:'i  (^y 
es'  (ac*  +  hs^^  f  +  2g5ï?)  -f  (/•*  —  D'=*>(hc  +  is)  =0. 

Ces  équation»  sont  les  valeurs  de  j-,  -rr- ,  divisées  par  at?f  etj 
par  2  :  on  en  tire  '  ;  ' 

C             "          •              ic  —  h* 
2/c'*         sin  2Ô  '  2(hc+-i«) 
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fies  angles  #  et  9  qui  satiAfelit  k  ees  dein  bon^iliÔQs  détenàiàeat 
la  situatioD  des  axes  pour  lesqnek  le  tnoment  d'iâertie  eét  mr 
maximum*  Pour  trouver  ces  angles,  on  éliikiittera  I,  et  ré<iua<^ 
tioii  en  «  et  ^  se  réduira  k  u^avoir  pour  iuooiixiue  que  taog  n  i 
cette  équation  sera  du  3*  degré  ^.  G>mitie  l^ioe  des  racine» 


(*) Qt €alcnl Yst A»se£ dificîlt^le yqiet  id tjatà M.  4e PrQi|y  Tadomi^ au» 
le6*  JoiiEa«Poljt./p,  3o3.  #. 

Ou  â  ttua  a0  ts  ■  r^ ,  ?"^ ,  ^  j  subititiiaDt  ki  let  rokar*  cî-^stcls  »  on  UiHive 
^^  I  —  laag»  9  ,      ^ 

« 
nidHuaai  an  même  dëaoi|iÛAateur  et  transposant 

'  -f-  [(a  —  b)  ic  -f  g(j»  —  c>)]  (le  —  hs)  (ac»  +  bi»  —  £4-  '>^sc). 

Hettonl  (a-«  b)  m 4* g(«*  *^  <^)  «ti  facteur  comwimtda a*  membre  \ 

'       '  (bc -f  î*)  (ÎP  **■  bf)*  t=  C(â — b)  5tf -f- g(s»  ^  c>)} 

xj^jiic^b}  [(a-.b)<c,4-gO*— «Ol-^P'^^M  (ac*  +  b5«  — f+2g5c}}. 

Faiotat  les  aMiii%>lic«ttoai  »  la  damièi^  ligne  ^taat  ordo^a^  dtfriani 

'*  ^'  è*»  (a^-  gh)  4-^*<>  (ai*-^  gb) 

4*j»(gl^bb>^w*(gi  — hh)^h£f-fkî 

at  à  caase  d^  factfor»  jcfimmaps  binômes ,  et  de  c*  +  s*  =  i  > 

4     (é»^gji«fî^^4.(|f_bh-*.fh>. 

Restituons  donc  ce  facteur  dans  notre  «fqoation ,  à  la  place  de  son  égal ,  pui» 
poioW  «  SK Q  taqg^a  t^  et ,  tout  sera  divisible  pav'^.  ^  fou  af»ra 

(h  +  iO(i-liO*  =  [(a-b)t-fg(P-.i)} 
X[ai  — gh  — ri  +  (gi  — bh  +  fh)«]. 

Ënfii]^«|écntant  ]«  ealenls ,  on  tconve 

C(bwg3)i^.(b-f)gh]ung3, 
4-  O'-^  abi»  +g*b4- (b  —  aa-f-  0  gi  —  (b—  a)(b  —  f)bliang»  » 
4-[i'  — aih«  +  g«i  +(0— ab-f-f}gb  — (a  — b)(a-*f)  i]taTig» 
4-[i»  -g.)h-fgi(â— f)  — o.' 
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répond  à  un  nuucimum,  et  a^  autre  à  un  minimum  dont  FexU 
stence  est  démontrée  (  246  } ,  les  trois  racines  de  cette  équation 
sont  réelles.  La  3*  racine  satisfait  aux  conditions  (7) ,  sans  cepen- 
dant répondre  à  un  maximum  ni  à  un  minimum ,  à  moins  qu'il 
n'y  ait  des>acines  égales. 

248.  Ce  qui  précède  suffit  pour  reconnaître  que  ces  trois  ra- 
cines déterminent  la  situation  des  trois  axes  principaux ,  et  at- 
testent que  ces  axes  existent  dani  tous  les  cas ,  et  forment  un 
systèiùe  unique ,  pour  chaque  point  pris  pour  origine.  Mais 
cfest  ce  qufon  peut  montrer  directement  avec  évidence,  en* 
prouvant  que  ces  trois  racines  rendent  nulles  les  intégrales  (4), 
ce  qui  est  le  caractère  de  définition  de  ces  h'^és. 

En  efiet,  transformons  les  coordonnées  «,  j^  et  z,  en  d'autres 
^f  y\  /  ainsi  déterminées;  l*.  une  droite  arbitraire  AB 
(fîg.  143)  dans  l'espace  sera  «prise  pour  axe  des  x\  cette  ligne 
étant  fixée;  comme  ci-devant,  par  l'angle' S  qu'elle  fait  avec 
sa  pro)ecti<în  AX  sur  le  plan  xy^  et  par  l'angle  ni  de  cette  pro- 
jection avec  kx.  a®.  La  di'pite  ky*  menée  dans  le  plan  xy 
perpendiculaire  à' AX  sera  l'axe  des  y  ;  comme  ky'^  est  per- 
pendiculaire au  plan  XAZ/,  cette  droite  l'est  aussi  sur  Ax'; 
3*.  enfin  l'axe  kz  sera  perpendiculaire  aii  plan  x'ky. 

Les  formules  propres  à  cette  transformation  d'axes  se  trou- 
veront ainsi  qu'il  suit ,  en  procédant  par  deux  opérations  suc- 
cessives. 

1^  Sans  changer  Taxe  Az,  prenons  AX  et  ky'  pour  axes  des 
X  et  des  Y  (Cours  de'M'ath.,  n**  383)  ;  les  relations  qui  expri- 
ment la  dépendance  des  coordonnées  x  y  y^  X  et  Y  {z  restant 
le  méme)^,  sont 

X  =  xcos9 -|-j^  sin9,     y  =  j' cos  ly  — jcsini^j    Z  =  «. 

2**.  Maintenant,  prenons  dans  le  plan  ZAX,  qui  est  celui  des 
X2^  la  droite  Af'  pour  axe  des  y,  sa  perpendiculaire  kz  pour 
axe  des  «,  sans  changer  l'axe  AY.  Considérant  la  fig.  i44j  ^ 
même  mode  de  calcul  donne 

x'  =  Xcose-f.Zsin6,*  is'=:Zcos6-.Xsin6  5     /  =  Y; 
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d'où  l'on  tîre  par  l'éllminatioo  drt  X,  Y,  Z, 

x'  =  a:  C08  ticosO  +y  sintjcosù  +  z  sin  fl  ,\ 

y='ycosii — ;iFsini!r,  ) (9). 

z  •=.%  cos  ô  —  x  sin  9  CO8  ^  '^y  sin  9  sin  1 


Ainsi  le  corps  étant  supposé  rapjporté  d'abord  aux  axes  x',  y  y  /, 
voici  les  valeurs  qu'il  faudra  substituer  pour  qu'il  le  soit  aux 
axes  X,  y  y  z^  quels  que  soient  ces  deux  systèmes,  pourvu  ^ue 
cbacun  d'eux  soit  rectangulaire^  et  que  l'origine  soit  la  mèm^. 

Voyons  ce  que  deviennent  alors  les  intégrales  (4).  En  for- 
mant le  produit  s/y',  on  en  tire  la  valeur  de  fxydrriy  qui  est 
exactement  le   i*'  membre  de  l'équation   (7)  en  signe  con- 
traire; de  même  fxzdm  est  la  2*  équation  (7).  D'oà  il  faut 
conclure  que  si  Von  a  choisi  pour  les  angles  v  et  9  qui  déter- 
minent la  position  .de  l'axe  des  Xy  précisément  les  .même»  va- 
leurs qui  entrent  dans  ces  formules;  et  que  par  conséquent  n 
soit  donné  par  l'une  des  racines  de  l'équation  du  3**  dpgré,  on 
aura  fxy'dm  =  o,  Jxzdm  :==  o.  Et  si  l'axe  des  j''  et  celui  des  z 
étaient  aussi  déterminés  par  les  autres  racines  de  l'équation  du 
3®  degré,  la  même  propriété  aurait  lieu  pour  ces  axes,  et  l'on 
aurait  en  outre  fyz'dm  =  o;  alors  les  trois  quantités  g,  h,  i 
seraient  nulles,  les  trois  axes  coordonnés  seraient  principaux, 
et  notre  définition  (4)  de  ces  lignes  serait  justifiée.  Mais  cela 
suppose  que  les  trois  racines  de  noire  équation  .expriment  des 
directions  telles,  que  les  axes  sont  rectangulaires,  ce  qu'il  faut 
démontrer.  , 

249*  Admettons  que  l'un  des  axes  est  celui  des  x,  auquel  cas^ 
on  a  g  =  h  =  o  ;  nos  valeurs  (7)  donnent 

ol  tang  9  =:  es  (a  —  b) , 
(  ac*  -(-  b***  — .f  )  tang  29  =  2i5. 

On  tîre  de  la   1^®  c  =  o  ;    car  autrement  on  aurait 

tang  9  =       7"      ;  éliminant  9,  on  trouverait  i*=(a— b)(a— f  ),. 
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équation  de  condition  qui. n'a  lieu  qu'accidentellement^  et  qui 
d'ailleurs  ne  saurait  déterminer  tj  dont  elle  est  indépendante. 

21 

Ainsi  c  =  o,  d'où  «  =  i  et  tang  28  =  -  >  G)mrac  une  tan- 
gente appartient  à  deux  arcs  qui  différent  de  180**,  cette  équation 
fait  connaître  pour  ô  deux  angles  dont  la  différence  est  de  90^; 
ainsi  les  deux  autres  axes  sont  à  angle  droit,  chacun  est  déter- 
^  miné  de  position-  pai;  notre  valeur  de  ô,  et  leur  plan  est  perpen- 
diculaire à  Paxe  des  x,  à  cause  de  cos  »  =  o,  i»  =  go®,  Cest ce 
qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

aSo.  Concluons  de  tout  ce  qu'on  vient  de  dir^  que 
•  i*.  Par  lin  point  queBonque  de  V espace  pris  pour  origine^  il 
y  a  toujours  trois  axes  vrincipaux  j  définis  par  les  équations 
(4)  j  et  il  ny  en  a  que  trois, 

2®.  Ces  axes  sont  à  angles  droits. 

3®.  Le  moment  d'ineriie  du  corps  par  rapport  à  Vun  de  ces 
axes  est  un  maximum;  ce  momeht  est  un  minimum  relativement 
à  un  autre  de  ces  axes,  .  • 

4^*  On  peut  toujours  assigner  la  position  de  ces  axes  dans  un 
corps ,  un  point  donné  queloonque  étant  pris  pour  origine  ;  îl 
faut  pour  cela  résoudre  une  équation«du  3*  degré,  dont  les  raci- 
nes, toujours  réelles,  en  font  connaître  les  directions  rectangles. 
5°.  Il  est  aisé  de  trouver  deux  axes  principaux^  quand  on 
connaît  le  troisième. 

6®.  Il  l'est  aussi  de  rapporter  le  système  à  ces  axes  pris  pour 
axes  coordonnés,  à  l'aide  d'une  tranformation  (Équ.9). 

7®.  Le  moment  d'inertie  relatif  à^un  axe  quelconque  est 
donné  par  les  formules  (5  ou  6)  quand  le  corps  est  rapporté  à 
ses  axes  principaux.  Ainsi ,  lorsqu'on  connaît  les  moniens  ûf'i- 
nertie  d^un  corps  par  rapport  aux  trois  axes  principaux  j  pofur 
obtenir  ce  manient  par  rapport  'à  une  droite  quelconque  j  il 
suffit  de  multiplier  les  premiers  par  les  carrés  des  cosinus  des 
angle&  respectifs  formés  par  cette  droite  avec  les  axes  prin- 
cipaux. V 

25 1.  Rapprochons  les  principes  qu'on  a  démontrés  dans  les 
paragraphes  qui  précèdent  de  ceux  qui  Vont  été  n*  24o;  puisque 
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de  deux  axes  parallèles  ^  celui  qui  passe  par  le  centre  de  gra^ 
vite  a  un  momeat  MJt^  plus  petir  que  l'autre  de  la  quantité 
Mr^i  on  conclut  que  de  tous  les  axes  qui  passent  par  le  centre 
de  gravité  9  celui  pour  lequel  le  moment  d'inertie  est  un  mini^ 
mum,  jouit  de  la  même  propriété  relativement  à  tous  les  axes 
menéa  dans  l'espace. 

.  252.  Faisons  maintenant  quelques  applications  de  la  théorie 
des  axes  principaux. 

L  Comptons  les  z  perpendiculairement  au  plan  d'une  aire  ; 
pour  tous  les  points  de  ce  plan  z  sera  =o,  d'où  h  =  o, 
i  =  o  ;  donc  •  toute  figwre  plane  a  Pun  de  ses  axes  principaux 
perpendiculaire  à  gon  plan;  les  deux4iutres  sont  sHuésdansjce 
plaïi.  S'il  s'agit  d'une  droite  AB==:a  (fig.  i4o),  elle  est  elle-même 
un  de  ses  axes  principaux,  puisque  ft  moment  d'inertie  par 
rapport  à  AB  étant  nul,  il  est  un  minimum:  il  J  a  une  in- 
finité de  droites  perpendiculaires  entre  elles ,  et  à  AB  qui  sont 
les  deux  autres  axes  principaux  :  pour  obtenir  le  moment  rela- 
tivement à  un^axe  ÔC,  passant  par  le  milieu  G,  et  ^ui  ^ait  un 
angle  AGO  =  ç  avec  AB ,  il  feut ,  dans  TÉqu.  6  (n*»  245),  faire 
A  =  o,  7  =  90®,  ^==:90»— ^,  et  B:=zfx'dxz=^c^i  il 
vient  T  s=  -j^  a^  sin*  f ,  co^nme  p.  337. 

II.  Pour  déterminer  deuf  auti^es  axes  principaux ,  l'un  étant 

Connu,  il  faiit  déduire  de  tang  28  =  — s—  les  deux  valeurs 

a  — "  b 

de  B  :  pour  une  aire  dans  le  plap  xy,  la  molécule  m=dxdy,  donc 

i  =zfxydxdy  quantité  qui  est  =  iy^fxdx ,  et  qui  est  nulle  par 

conséquent  toutes  les  fois  que  les  deux  limites  de  x  ou  de  jf 

£ont  égales  et  de  signes  contraires,  c'est-à-dire  toutes  les  fois 

que  la  courbe  est  coupée  en  deux  parties  sjmétriquçs  par  l'un 

des  axes  coordonnés. 

S'il  s'agit  d'une  ellipse  dont  l'équation  est 

y=z±:—/\/laf^  —  x^),   on  a  a:=/i*cfoû{)f,  après  i^ic  pre- 

.       .  .  2Ô' 

mière  intégration  entre  les  limites  de  y  y  -7-  fx^dx{/{  a'*—**  ) , 

qui  est  (241 1 III)  =  j  ^a^b*,  depuis  j;  =  «—  a'  jusqu'à.  ..... 
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x±=i  +  a*;  telle  est  la  yateur  de  a.  Un  calcul  semblable  donne 
b  =  ^wô'V;  ainsi  tang  20  =  o,  d^bù  0  =  o,  et  0  =  90*»; 
donc  les  axes  mêmes  de  'l* ellipse  sont  les  axes  principaux.  S'il 
s'agissait  œpendant  d'un  cercle,  a'zsz  U  donn^ait  tang  2j=f  ; 
ce  qui  .annonce  qu'il  y  a  une  infinité  d'axes  principaux^  qui 
soat  toutes  les  lignes  tracées  à  angle  droit  par  le  centre*,  résultat 
-d'ailleurs  évident. 

Le  moment  d'une "^ellipse  par  rapport  à  un  axe  mené  parle 
centre  et  formant  un  angle  <^  ai«ec  le  grand  axe  ^  se  trouve  en 
faisant  a  =  B  =;  ^  ^6' V,  b  =  A  s=  ^  ^a^'y ,  C  =  o,  y  =3  1 00% 
n  =  <^,i  dans  T  (n**  245)  j  donc 

T  =  i  «•  (a'»  sin*  *+.&'*  cos»/^  )  dV . 

253.  III.  L'équation  générale  des  surfaces  de  révolution  au* 
tour  de  l'axe  des  z  est  x^  +^"  ==y^  (Cours  de  Math. ,  n°  622); 
or  h=fxzdxdydz  :  Fintégrale  par  rapport  à  x  entre  les  li- 
mites rfc  {/(fz  — *  j'')  est  nulle  ;  d'oii  h  =  o.  Il  est  clair  que 
la  même  cbose  aurait  lieu  poui;  toute  surface  symétrique  de 

rrf.  et  d'autre  du  plan  yz»  On  a  aussi  i  =  g  ==  o ,  qui  offre 
même  conséquence  pour  les  plans  xz  et  x^.  Donc  les  axes  co- 
ordonnés ,  savoir ,  celui  de  révolution  et  deux  droites?  rectan- 
gulaires quelconques  tracées  dans  lé  plan  xy ,  sont  les  trois 
axes  principaux  j  cherchons  a,  b  et  f.  Une  première  intégra- 
tion de  ydxdyjjz  relative  à  x  entre  les  limites  ±:\/{fz  —  y^) 
donne  ^^^{/{f^ — y^)^^^  '  pour  un  z  déterminé,  un  plan 
perpendiculaire  A  l'axe  de  révolution  coupe  la  surface  suivant 
un  cercle  Bmm'  (fig,  i4i)  ;  dont  le  rayon  est  Cm  —  V(ar*+y*) 
ou  ±i\/{fz)  'y  ain^i  l'intégrale  relative  h  y  entre  ces  deux  li- 
«aites  (241 ,  III)  est  =  ^.w  {Jzf  dz  :  en  intégrant  enfm  depuis 
la  plus  petite  jusqu'à  la  plus  grande  valeur  de  z,  on  aura  b; 
jmais  ce^calctil  ne  peut  être  poussé  plus  loin  sans  connaître  fz. 
Comme  on  trouvera  encore  a  =^7ry^^)*flfe  entre  les  mêmes 
limites ,  on  a  tang  28  =  |  ^  on  a  donc  la  même  conséquence  que 
-pour  le  cercle 4  ce  qui  résulte  évidemment  de  ce  que  toutes  les 
sections  parallèles  aux  xy  sont  circulifires.  On  trouve  de  même 
£=:^f(fz,z*dz). 
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350  liYNAMIQUE. 

S'il  s'agit  d'un  cylindce  dont  2À  est  la  hauteur  ^  r  le  rayon 
de  la  base,  et  dont  l'origine  est  au  milieu  de  l'axe  ^fz^nr^"^  d'où 
a  =  b  =  ï«'  r^Aetf  =|wr*A'-,a  +  f=le  momentBpar  rap- 
port à  Taxe  des  «  ou  des  j^  =«■,  r*A  (  ^  r*  +  f  A*  );  f  est  re- 
latif  aux  %•  Il  sera  donc  aisé  d'ayoir  celui  qui  est  relatif  à  une 
droite  quelconque.  En  égalant  a  à  f ,  on  trouve  que  les  momens 
par  rapport  à  tous  les  axes  'qui  passent  par  le  centre  de  grayité 
sont  éganx ,  pour  le  cjlindre  qui  est  tel  que  Zi^  =  4A^ 

S'il  est  Question  d'un  segment  de  paraboloïde  dont  l'origine 
est  au  sommet,  et  la  hauteur  hyf%  =  2ps,  et  on  tronye. 

Pour  le  cône  dont  la  hauteur  est  h  et  l'origine  au  sommet, 
f%  =  m^%^^  m  étant  la  tangente  du  demi-angle  au  sommet ,  on  a 

a  =:  b  ^=:  7-7? .  i»W:  f  =  -p-.m^h^. 

VI.  Mouvement  <tun  corps  choqué  retenu  par  un  axe  fixe. 

254.  Concevons  un  corps  dont  la  masse  M  et  la  forme  soient 
connues ,  qui  soit  retenu  par  un  axe  fixe  perpendiculaire,  en  À  au 
plan  de  la  figure  i^5  :  supposons  que  ce  corps  reçoive  une  impul- 
sion produite  par  un  choo>  et  admettons  que  cette  impulsion  ait 
sa  direction  BG  perpendiculaire  à  un  plan  AB  mené  par  Paxe 
fixe  :  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  il  faudrait  décomposer  l'impulsion 
en  deux  autres  situées  dans  un  plan  parallèle  à* l'axe  ;  or  l'une 
de  ces  forces ,  dans  le  sens  de  l'axe ,  ne  contribuei*ait  en  rien  au 
mouvement  du  corps  et  serait  détruite,  puisqu'on  suppose  l'axe 
retenu  ^en  deux  de  ses  points.  Cherchons  les  circonstances  du 
mouvement  de  rotation  qui  s'établira. 

Représentons  l'impulsion  communiquée  par  la  quantité  de 
mouvement  Mz^,  en  sorte  que  u  soit  la  vitesse  que  prendrait  la 
masse  M  si  elle  était  libre  et  réduite  à  un  point  matériel^  et  que 
la  force  motrice  agît  sur  elle.  Soit  mB  la  direction  de  cette 
force,  et  AB  i=Ç  =  la  distance  de  cette  direction  à  l'axe  de  ro- 
tation A.  .  , 

Par  l'effet  de  l'impulsion,  la  molécule  m  décrira  un  cercle 
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dont  le  rayon  est  km  ==  ç,  et  par  conséquent,  sa  vitesse  sera 
^Sy  en  désignant  par  v  la  vitesse  angulaire  ;  le  mouvement  de 
m  aura  pour  ^direction  la  droite  rnO  perpendiculaire  à  km  'y 
(u  sera  de  même  la  vitesse  de  wl  :  et  ainsi  de  suite'  Nous  feront 
ici  usage  du  principe  de  d' Alembert  y  et  nous  aurons 

masses.  y.  imprim.         v.  effectives.  dist.al'axe. 

m o ^ir %i 

m' o (h . ...   ç'. 

étc ; 

L'équilibre  entre  les  forces  qui  ont  lieu  et,  l'impulsion  Ma 
prise  en  sens, opposé^  devant  s'établir  autour  de  l'axe  fixe,  on 
sait  (45)  qu'il  faut  qti'en  prenant,  par  rapporta  cet  axe,  les  mo- 
mens  des  quantités  de  mouvement ,  la  somme  de  ces  momens  soit 
nulle.  Ainsi  on  a  . 


/»ç^.4f  +  77tY**»  + etc. —  Mw^=o,    d'où   »  = 


Soit  G  le  centre  de  gravit^  du  corps;  faisons  AG=/} ,  nous  avons 
vu  (240 ,  r)  qu'on  a  S  ç»m  =  M  (  />*  +  ^'  ),  Mit*  éUnt  le  mo- 
ment d'inertie  du  corps  par*  rapport  à  l'axe  qui ,  passant  par  le 
centre  de  gravité  ',  serait  parallèle  à  l'axe  fixe.  Ainsi  la  rotation 
se  fait  d'un  mouvement  uniforme  avec  la  vitesse  angulaire  . 

expression  équivalente  à  la  première.  Observons  que ,  si  un 
corps  de  masse  7»,  dont  les  poîùts  sont  animés  de  vitesses  v  é^les, 
dirigées  dans  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  fixe ,  vient  cho- 
quer la  masse  M  retenue  par  cet  axe,  s'anéantit  aussitôt  après  le 
choc,  ou  reste  adhérent  à  M,  les  circonstances,  du  mouvement 
qui  aura  lieu  seront  données  par  notre  formule  eu  y  faisant 
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Et  s'il  y  aTait  plu»ieurs  oorps  choquant  simultanément,  il 
suffirait  de  mettre  au  numérateur  de  la  valeur  (  ^"  ) ,  la  somme 
des  produits  u^  relatifs  aux  diverses  impulsions^ 
'  255.  Les  effets  qu'éprouve  l'axe  fixe  sont  importans  à  consi- 
dérer. Soit  pris  cet  axe  Az  (8g.  146)  pour  celui  des  «  ;  Ay  pour 
celui  des^,  parallèle  à  l'impulsion  Mu,  exerçant  son  action 
perpendiculairement  au  plan  isijir  en  un  point  G,  dont  Aï^  =  ^, 
PC  =  ^  Soient  l^s  coordonnées.  Au  lien  de  regarder  l'axe  des  z 
comme  fixe,  introduisons  des  forces  propres  à  Te  retenir  :  ces 
forces^qui  seront  les  percussions  exercées  sur  l'axe, peuvent  être 
réduites  à  deux  (p.  49)  parallèles ,  l'une  P  aux  x  et  dont  le  z 
soit  AB  =z  q ,  l'autre  Q  aux  ^ ,  et  dont  le  z  soit  AD  =  ô. 

La  molécule  m  décrit  un  cercle  mf  parallèle  au  plan  xy  ;  sa 
vitesse  ç»  est  dirigée  selon  la  tangente  mt,  et  les  cosinus  des 

angles  que  cette  dir^tion  ftit  j^vec  les  pf  et  y  sçmt^^  ^  et  —  ; 

les  composantes  de  la  quantité  de  mouvement  m^v  de  la  parti- 
cule m  selon  les  axes ,  sont  —  fn^  y ,  mxtf  :  on  en  dira  autant  pour 
chaque  molécule.  L'équilibre  devant  s'établir  entre  les  forces  qui 
ont  lieu  et  la  force  Mu  imprimée  en  sens  contraire,  on  formera 
le  tableau  suivant  :  • 

forces             composantes  suivant  ooord*  d'appli.  suivant 

les  AT  lesj'    lesis  lésa?  lesj^  lésa 

—  Mu  ...     0  —  Mu    o   ......     I  o  '     ^ 

P,..P  oo.;..,o  o  a 

Q.,,o                   Q^ ^  o.  b 

mçM      -^  n»yir  mxu   o,...,  x .  y  z 

ru!^^  '    —  TT^y'^  mx'is  o   .....  jc'  y  ^ z' 

etc s.  .^ 

*  •    ,  -  • 

Soient  M  la  masse  du  corps  ;  X ,  T ,  Z  les  coordonnées  de  son 
centre  de  gravité;  en  appliquant  les  équations  d'équilibre  p.  53 
et  à  cause  des  relations  A',  p.  67,  on  a 
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La  3*  équatian  donne  pour  la  vitesse  angulaire  u  la  relation 
(F);  les  quatre  autres  font  connaître  les  efforts  P  et  Q  et  leurs 
points  d'application  à  l'axe ,  ce  qui  résoud  complètement  le  pro- 
blème. 

256,  Observez  que  si  la  force  motrice  était  R ,  oblique  à  l'axe 
Ais,  on  la  décomposerait  en  deux  dans  un  plan  parallèle  à  cet 
axe  y  l'une  Mù  dont  on  vient  de  considérer  les  effets  >  l'autre  S 
quiySansriai  changer  au  mouvement  de  rotation,  presserait  l'axe 

avec  des  efforts  ,  _      {f^,  p.  5o);  lesquels  se  composeraient 

avec  P  et  à  Q, 

257.  Si  l'on  voulait  que  l'impulsion  fût  telle  que  l'axe  ne  res- 
sentit aucune  percussion  suivant  les  4POu  les^,  il  faudrait  i^  que 
la  composante  S  fût  nulle;  (alors  la  force  d'impulsion  serait 
dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe) ,  et  2^.  qu'on  eût  P  ou 
Q  nul  :  et  pour  qu'il  n'y  ait  pression  nulle  part,  on  doit  avoir 
à  la  fois  P  =  o,  (J  =  o,  S  =  o,  ou 

T  =  o,    wX  =  Uy    if.Sç'm  =  Mu^, 
Z.myz  =  o,       ^.mxz  ==  MX^. 

La  i*^*  équation  indique  que  le  centre  de  gravité  est  situé  dans 
le  plan  xèlz  auquel  Fimpulsion  Mu  est  perpendiculaire;  la  2* 
donne  la  vitesse  angulaire  ir  ;  la  3*  prend  la  forme 

^—  MX   ~      X     -^+x   ••  ^^^r 

en  désignant  le  moment  dMnertîe  par  M  (  X*  -f"  ^*  )  *  (  240  )  :  la 
dernière  détermine  Çj  de  sorte  qu'on  connaît  les  coordonnées  ^ 
et  Çdu  point  Ç  sur  le  plan  xz  où  Fimpulsion  VLu  doit  être  com- 
muniquée; ce  point  est  ce  qi^on  nomme  le  centre  bs  percussion, 

23' 
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qu'on  ioii  définir  U  point  auquel  il  faut  que  U  choe  soit  im^ 
primé  perpendiculairement  au  plan  qui  passe  par  Vaxe  et  par 
le  centre  de  gravité  j  pour  que  cet  ose  n*4prom^e  aucune  per- 
cussion, ' 

Qaant  à  Féquatipn  S.myz  =  o^  die  exprime  une  pelallen 
qui  dépeiidl  de  la  figure  du  corps  et  de  sa  liaison  i*  Taxe;  et 
comme  elle  n'aura  lieu  que  dans  des  cas  particuliers  (pag.  34o) , 
on  volt  que  dans  tout  corps  fixé  à  un  axe  donné  de  position  ^  il 
n'y  a  pas  nécessairement  un  centre  de  percussion. 

Supposons  que  Taxe  de  rotation  soit  parallèle  h  un  axe  prin- 
cipal passant  par  le  centre  de  gravité  ;  ôomme  pour  transporter 
l'origine  et  faire  en  sorte  que  l'axe  des  «  passe  par  ce  centré,  ii 

fout  faire  simplement  «  =  X  +  J"? '>  et  qu'alors  on  a  (24 1  )  i 

2 .  mxz^OyOn  Toit  quéS .  mxz  r=  X  .2 .  itmb  =  XMZ ,  d'où  Ç=Z  ^ 
l'impulsion  Mi^  serait  alors  donnée  en  un  point  de  la  ligue  me^ 
née  du  centre  de  gravité  perpendiculairement  iil'flxe  fixe. 

Supposons  que  u  soit  la  TÎtesse  du  centre  de  gra,tité  du  corps^ 
on  a  y  X  =  z^  ;  la  formule  (/?")  donnera  pour  Ç  la  Valeur  (/*>>  <* 
<{Ui  indiqueque  èifàn  applique  aiù  centre  de  percussion  d'nneorp^ 
une  qukzntité  de  mouffement  égale  et  opposée  à  celle  de  9on  centré 
degrai^itéj  le  mouifenunt  sera  détruit*  Quand  le  corps  est  fine 
à  un  axci  on  voit  que  c'est  au  centre  de  percussion  qu'il  faut 
appliquer  la  force  Vlu  pour  le  réduire  ad  repos;  aihsi  c'est  par 
ce  point  que  passe  la  résistante  des  forces  dont  chaque  particule 
du  corps  est  animée.  On  peut  donc  concentrer  par  la  pensée  le 
corps  au  centre  de  percussion^  et  ce  point  remplace  ici  le  centre 
de  grayité  4pnt  il  offre  une  des.proiNriétés  de  statique. 

2^8.  A  l'instant  du  ehoe ,  de  ce  que  les  obosea  anrai^t.  été  di»7 
posées  dans  le  systàme  de  manière  que  l'axe  ne  ressente  aucune 
percussion ,  il  ne  faudrait  pas  en  conclure  que,  dan»  le  temps  qui 
suit,  l'axe  n'est  pas  pressé  y  et  qu'il  ne  tend  à  prendre  aucune 
translation;  car  la  rotation  Mt  naitre  des  forces  eentrifugesdont 
nous  allons  calculer  Teffet  dans  toute  es|>èce  de  disposition  dû 
corps  par  rapport  à  l'axe.  La  moléculb  rti  à- la  riteàse  «(  selon  la 
tangente  ml  (fig.  146),  d'oi  résulte  la  force  centi4fuge  i**/w{  ^ 
Ion  le  rayon  Aii»<207)  :  le  s  composantes  parallèles  anx  axes  flci 
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*  et  clés  y  sont  »*mx>  ^my^  et  les  momens  »*m%Xf  n^nuiy.  Cdmftne 
t'aciion  que  nous  examinons  a  lieu  selon  le  rayon  ^,  elle  agit  sur 
f  axe  et  tend  à  te  transporter.  Les  somm^  des  forces  et  de  leurs 
momens  sont  i^S.mx  =  i^*MX,  ir*2.z»^  =  ir*MY,  I.wib»  , 
S .  msy  :  il  est  donc  Biett  aisé  de  calculer  cet  effet  Dahs  le  cas  ou 
l'on  voudrait  que  les  forces  celitrifag<»  a'eussent  aucune  action 
sur  Paxe,  on  devrait  poser 

X  =  o,    Y  =  o,    X.msixzziOf    S.mfyz^o. 

AiMi  y  paitr  que  ht  rotation  n^eétercê  aucune  pPHeion  sur  ¥09^  j, 
il  faut  que  net  axe  soit  principal  et  passe  par  le  centre  de 
j^mpité.^  , 

Et  remarquez  que  ces  conditions  ne  peuyent  coexister  ayec 
clellçs  q^i  ^^erminenjt  le  centre  de  percussion ,  puisqu'elles  rep-* 
dent  ^  et  ^  infinis.  Ainsi  on  pourra  bkto  disposer  les  chos^  de 
maïiière  qu'âU  premier  instant  l'axe  ne  ressente  aucune  tré|3i- 
dation,  mais  il  faudra  ^isuîte  retenir  l'axe  pour  s'opposer  j|k 
trandatipn  produite  par  les  forces  centrifuges;  ou  bien^i»]^ 
|K>urra  arranger  le  srjrstème  de  manière  que  l'axe  n'ait  plus  besoin 
d'jêtre  retcçuu  aprèAsJe  premier  chop>  et  qu'il  demeure  comme 
s'il  était  fixé  ;  mais  k  l'instant  de  l'impulsion  y  l'axe  aura  reçu 
une  percussion  à.  laquelle  il  aura  fallu  i^ésister. 

TII.  Mouvement  d'un  corps  solide  retenu  par  un  axe  fixe; 
Pendule  composé* 

12S9.  Jusqu'à  présent  le  corps  s'était  sounrag  q«'à  l'acttob 
cPune  ou  plusieurs  forces  impulsires  :  vojFOns  ce  qui  arriTerait, 
fii  ee  corps  étant  toujours  retenu  par  un  axe  fixe  A.^  chaque  molé^ 
<HtiIe  était  sollicitée  par  une  force  accélératrice  particulière.  €on^ 
sidérons  le  corps  M  dont  les  molécules  m  »  m^  •  •  •  8<^^  soUici-' 
té^  par  les  fortes  f  ^  f' y^,  conmiQs  en  grandeurs  et  en  directions^ 
et  supposées  dans  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe ,  dont  ellet 
dont  distantes  dejp  >y.  • .  ;  soient  ^^  ç',.  •  •  les  distances  de  ces  mo- 
lécules à  l'axe^Soit  eftfin*  y  la  titesse  angulaire  du  corps  au  liout 
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du  temps  />  vitesse  qai  deyra  s'accroître  de  du  dans  Finstant  di 
suiyant. 

Cela  posé ,  on  voit  que  la  molécule  m^  par  exemple  >  reçoit 
dans  les  directions  mD  et  mïi  (fig.  i47)>  deux  impulsions  vç  et 
^  dt'j  mais  que  par  la  liaison  du  système  ces  impulsions  ne  pro- 
duisent pas  tout  leur  effet,  et  que  la  vitesse  que  la  mdiécule  m 
prendra  réellement  suivant  mJ)  sera  ((«-{-  cb)  :  on  aura  d'ail- 
leurs km  =  ç ,  et  AH  ='/>•  On  en  dira  autant  des  autres  mole  - 
cules  ;  et  on  aura 

masses.      V.  impr.     dist.  à  l'axe,      v.  effectives,      dist.  à  l'axe; 


etc. 


L'équilibre  entre  les  forces  qui  ont  lieu  prises  en  sens  con- 
traire et  les  forces  imprimées  »  devant  être  établi  à  l'aide  de 
Taxe  fixe  A,  on  doit  exprimer  (4$)  que  la  somme  des  momens  de 
toutes  ces  foroes,  par  rapport  à  cet  axe  y  est  nulle,  ce  qui  donne 

(i»f/>  +?»'^'/>'+elc)c/t  =  (i»f»4-i»'ç'*4-etc)ûfe; 


donc 


rfir  _  s  (  q>pm  )  « 


Il  résulte  de  là  que  la  force  accélératrice  angulaire  est  le  quo' 
tient  de  la  somme  des  momens  des  forces  motrices  dipisée  par  le 
moment  d'inertie*  S  désigne  des  intégrations  faites  dans  toute 
l'étendue  du  système  et  indépendantes  du  temps  ^  aussi  bien  que 
de  toute  notion  de  mouvement;  elles  itô  se  rapportent  qu'aux 
propriétés  géométriques  du  corps;  de  sorte  que  quoique  ç  puisse 
être  dans  quelques  cas  une  fonction  àex,yyZ  et  t»  relativement 
au  signe  2,  le  temps  t  doit  être  regardé  comme  constant. 

Du  reste,  voici  l'usage  de  cette  équatiop.  Après  avoir  trouvé 
les  valeurs  de  S  (  ("m  )  =  M  (  a*  +  **  )  et  de  S  (  <ppm  )  e» 
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foiiction  detfOn  intégrera  par  rsqpport  aux  variables  /  et  y;  on 
obtiendra  ainsi  la  yitesse  absolue  ir  d'un  point  situé  à  la  distanc;^ 
I  de  l'axe  fixe.  Ce  point  a  décrit  un  arc  que  nous  désignerons 
par  Af  à  partir  d'un  instant  déterminé,  (par  exemple  depuis  I^ 

moment  où  l'on  ayaît  *=o)  ;  on  a  v  =  --t.    En   intégrant  dç 

nouveau^  on  obtiendra  m  en  fonction  de  ^^  et  par  conséquent  on 
aura  tout  ce  qui  peut  intéresser  dans  le  mouvement  de  rotation 
du  corps,  puisqu'on  pourra  trouver  pour  cbaque  point  (167)  , 
la  vites3e ,  l'arc  décrit  au  bout  du  temps  t  etc.  Les  constantes 
introduites  dans  ces  intégrations  dépendent  des  valeurs  initiales 
de  la  vitesse  y  et  de  l'arc  a  ;  elles  se  détermineront  comme  pré- 
cédemment (178^  180. . .). 

260.  Appliquons  ces  principes  au  Pendule  composé  (fig.  148 
et  149  )  •  concevons  un  corps  M,  de  figure  déterminée ,  retenu 
par  un  axe  fixe  horizontal  Az,  et  dont  toutes  les  molécules 
soiait  sollicitées  par  la  gravité^  soient  M^I  la  coupe  de  ce  corps 
par  un  plan  vertical  passant  par  le  centre  de  gravité  I ,  et  per- 
pendiculaire à  Taxe  de  rotation  :  l'axe  Az  traverse  le  corps  fig.  1 49> 
ou  y  est  retenu  par  une  verge  inflexible  (fig.  148)  ;  la  droite  AI 
est  une  perpendiculaire  menée  à  l'axe  par  le  centre  de  gravité  I  ; 
An  est  la  position  initiale  de  cette  droite ,  qui  est  supposée  par- 
venue en  AI  au  bout  du  temps  L  Menons  la  verticale  AB  et  fai- 
sons l'angle  lAB  =  8 ,  nAB  -=  /,  wAI  =  «« ,  et  Al  =  r.  Gomme 
la  gravité  g  est  la  force  accélératrice  qui  sollicite  tontes  les  mo- 
lécules,  on  peut  sortir  ^ du  signe  S,  et  la  formule  (m")  devient 

-7-  =  °^  ,\  ^:  .  Or  on  peut  (i")  remplacer  le  moment  d'iner- 
di         S(ç*i»)  r-      V  /         r 

lie  2  (  fm  )  par  M  (  r*  +  i&*  ),  M  étant  la  masse  du  corps  oscil- 
lant. Par  la  théorie  des  centres *de  gravité  (54 ) ,  en  prenantles 
momens  relativement  à  un  plan  vertical  AB  mené  par  l'axe  A  , 
on  à  M  X  IP  =  m'p  +  m"p"  +  etc.  ==  2  (  //ip  )  :  d'ailleurs 
IP  =  r  sin  9  ;  donc  on  a  S  ( mp )  =  rM  sin  9,  et  la  formule  {m") 

:i     -     ^      n  ^^        r/r  sin  9 
devient  enfin  -7-  =  %  ,  ,,. 

Pour  intégrer  celte  équâition ,  observons  que  isdtzis  dà  5  mais 
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a  =/—  A  y  donc  ^cU,=:-^dù',  multipliant  cette  éqoatiotif  par 
la  premiëre  /on  a  vd^  =3  —  ;r5rT;  X  sin  6  dd ,  dont  l'intégrale 

est  »*  =  ^^  t^  (0080  +  C)  j  et  comme  6=/doit  donner 
»=-o,  onaC  =  — 008 /•,  donc  enfin 

Cette  équation  redonne  celle  de  la  p.  27a  lorsqu'on  fait  Ir  =  a. 
261.  Les  divers  points  matériels  qui  composent  le  pendule 
ont  des  yitesses  difiérentes  de  celles  qu'ils  auraient  s^  étaient 
isolément,  suspendus  à  l'axe ,  ainsi  qu'on  peut  s'eaconyaincre  en 
comparant  la  yitesse  de  l'un  d'eux  à  celle  qu'il  aurait  dans  cette 
hypothèse  9  à  l'aide  de  la  formule  précédente  et  de  (  ^,  197  ). 
Ainsi  la  liaison  de  ces  points  entre  eux  les  force  d'exercer  une 
action  mutuelle  qui  altère  leurs  yitesses  propres  :  celle  des  uns 
est  plus  grande>  celle  des  autres  est  moindre  que  s'ils  étaient 
èeuls.  n  est  donc  aisé  4p  préyoir  qu'il  j  a  quelque  part  sur  la 
ligne  AI  un  point  g  dont. la  yitesse  n'est  pas  altérée,  et  qui  se 
meut  comme  s'il  était  seul.  On  a  donné  à  ce  point  le  nom  de 
Centre  d^ Oscillation:  Yoici  comment  on  peut  en  trouver  la  po- 
sition. Soit  A^  =  f  ;  au  bout  du  temps  t,  la  fommle  (  /  ou  t*"  ) 
fait  yoir  que  si  ce  point  était  seul,  il  aurait  une  vitesse  abso^ 
lue  9,  tdle  que 

I»  =  V/[  ag*!  (  oos  8  —  cos/)  ]. 

Mais  comme  ce  point  £ait  d'ailleurs  partie  du  corps ,  sa  vitesse 
9  résulta  àd  l'équation  {n"):  en  égalant  les  d«ax  valeurs,  ob 
trouve  ^ 

•=•-——•='•  +  - (O- 


•  r 


Cette  équation  sert  à  déterminer  la  longueur  §  dfun  pendule 
simple  qui  ferait  ses  oscillations  dans  le  même  temps  que  le  pen- 
dille composé  «dont  il  s'agit  :  car  si  l'on  consoit  toute  la  masse  de 


Digitized't 


by  Google 


H^lai-ci  réunie  4a  centre  d'oscillation,  on  n*aura  nlus  àconsH- 
dérer  qu'un  pendule  simple  dont  les  oscillations  seroni  syn-- 
cAron^^  ^Tec  les  premières;  c'est  à-dire  d'égale  durée  :  on  peut 
donc  appliquer  ici  tout  ce  qui  a  été  dit  çhap,  II ,  art.  YI, 
pi  266. 

Il  faut  remarquer  que  si,  par  le  centre  d'oscillation^,  on  mène 
nne  droite  parallèle  à  l'axe,  tous  les  points  de  cette  ligne  ont  le 
même  mpuyem^nt  que  ce  centre,  et  forment  auâsi  des  pendules 
simples  synchrones  avec  le  pendule  composé.  On  pourrait  donc 
considérer  chacun  d'eux  comme  autant  de  centres  d^oscUIationsi 

!i62.  De  l'équation  (p")  on  conclut  que  : 

I®.  Le  centre  d'oscillation  est  le  même  que  le  centre  de  per- 
cussion*, c'est  celui  oii  l'on  peut  réunir-toute  la  massedu  corps  en 
m>nyeme^t  autour  de  l'axe  (257)  :  ce  point  est  sur  )a  ligne  qui 
joint  l'axe  au  centre  de  grayité,  et  il  est  plus  éloigné  de  l'axe  que 

ifc* 

celui-ci  de  la  quantité  ^I  s:  «-  .  Cette  valeur  devient  infinie 

lorsque  l'axe  de  rotation  passe  par  le  centre  de  grayité  :  ce  qui 
signifie,  que  le  t;emps  d'une  .oscillation  est  infini  dans  ce  casi  et 
en  effet,  comme  ^ors  la  gravité  est  détri^ite,  l'impulsion  com- 
muniquant au  corps  un  qiouyëment  de  rotation  sans  fin^  il  n'y  a 
point  d'oscillations. 

2^  .Désignons  par  ^.la  distance  ;I«étre  les  centres  de  gravité 

et  d'oscillation,  s  =  —  donne  r  =  -^  :  or  si  l'axe  dé  rotatioii 

r  s 

était  situé  au  point  q  (fig.  149) ,  la  formule  (o*^  donnq  la  mémq 
distance  du  ÎA|itrp  de*  gravité  I  au  nouveau  centre  d'oscillation 
qui  est  par  conséquent  situé  en  A  ;  donc  le  centre  d'oscillation 
et  le  point  de  suspension  sont  réciproques  Vun  de  Vautre, 

3®.  Puisque  (o^  ne  dépend  que  de  r,  il  est  visible  que  les  va- 
leurs de  f ,  et  par  conséquent  les  temps  des  oscillations  d^uh  corps 
déterminé ,  sont  les  mêmes  pour  des  centres  de  suspension  jpris 
à  égale  distance  du  centre  de  granité.  Il  est  ^isé  de  conclure  de  là 
que  si,  dans  le  plan  mené  par  le  centre  de  grayité ,  perpendicu- 
lairement à  l'axe  de  rotation ,  on  trace  de  ce  centre  et  avec  les 
rayons  >  et  s  deux  cerclés^  lé  premier  sera  là  basé  d'un  cylindre 
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droit  4ont  toutes  les  génératrices  sont. des  axes  de  suspension 
«ynclu'ones  :  la  seconde  circonférence  est  le  lieu  de  tous  les 
centres  d'oscillation  oorrespondans;  c'est  le  théorème  dlluy*- 
gKéns.  Mais  de  plus,  si  l'on  a  égard  à  la  réciprocité  des  centres 
d'oscillation  et  de  suspension^  la  seconde  circonférence  sera  de 
même  la  base  d'un  cylindre  droit  dont  les  génératrices  seront 
aussi  des  axes  synclirones. 

Si  maintenant  on  changeait  la  direction  de  l'axe  de  rotation, 
on  trouverait  un  autre  système  d'axes  qui  jouiraient  de  la  même 
propriété  :  de  sorte  qucf  ces  différens  systèmes  sont  tangens  à  deux 
jgphères  concentriques  autour  du  centre  de  gravité.  On  conclut 
de  là  qc!il  existe  dans  tout  corps  solide  une  infinité  d^axes  au- 
tour desquels  les  oscillations  sont  synchrones  ^  c'est-à-dire  d'é- 
gale durée.  Consultez  à  cet  égard  un  mémoire  de  M.  Biot ,  p.  ^42 
du  i3*  cahier  du  four,  de  rEcpolyU  - 

a63.  Appliquons  maintenant  la  formule  (o")  à  la  recherche 
de  la  position  du  centre  d'oscillation  ou  de  percussion  d'un  corps 
de  %ure  connue. 

I.  Q)mmençons  par  la  sphère  dont  a  est  le  rayon  et  M=f  ^<^ 
le  Tolume;  son  moment'd'inertie  (242,  IV)  par  rapport  au  dia- 
mètre est  MP  =  -^  wa^,  donc  A*  =  |  a»  ;  la  formule  (o*)de7ient 

d<mc  I  =?=  r  +  f  •~'>  ^'oi  »  =  -p— •  Si  l'axe  de  suspension  était 

tangent  à  la  sphère  \  comme  r  serait  ;=;=  a^  on  aurait  s  =  |  or.  Et 
si  l'on  avait  le  diamètre  pour  axe,  i  serait  00,  ce  qui  est  d'ail- 
leursévident(262,  I®.). 

IL  S'il  s'agit  d'un  segment  de  sphère  (fig.  i5o^  en  faisant  la 
flèche  KO  =  * ,  on  sait  que  M  =  çr  (a  —  ^  ar)  **  :  d'ailleurs 
on  a  (  a4'  >  '^  )  pour  le  moment  d'inertie.  .••.••....... 

Mit* i=3sr*» (|a*  —  1  a» 4- Tp  **);  donc 

r  r^a-^^x) 

Les  pendules  de  nos  horloges  sont  ordinairement  composée-  de 
deux  segmens  acc(Jés  par  les  cerclds  de  leurs  bases  (fig.  i5o)  :  la 
formule  précédente  est  visiblement  la  même  pour  un  segment 
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que  pour  deux^  mais  l'emploi  en  serait  plus  commode ,  si  au  lieu 
d'être  en  fonction  du  rayon  a  de  la  sphère ,  elle  renfermait  le 
rayon  NK  =  6  du  cercle  de  la  base.  Or  on  a  yisiblement 

jpft  u-  ^ 
b^  =  2ax  —  «*•  d'où  a  = :  en  substituant  «  on  trouve 

*~  r~       r{3b*  +  x*)       • 

En  ajoutant  r  à  cette  Taleur,  on  aurait  la  distance  ^0  =  1  de 
l'axe  de  suspension  au  centre  d'oscillation. 

III.  De  même  pour  un  parallélépipède  rectangle  dont  les  cô- 
tés sont  ajb  et  h,  qui  oscille  autour  d'une  ligne  paurallële  à 
l'arête  a  ^  menée  par  le  point  de  son  axe  qui  est  distant  de  r 

b*  ^  h'' 
de  son  centre  de  graTité,  on  a  (242,  II)  i&*  =  — 0-7— ;  d^oif 

ifr*      &*  -4-  A* 
*=  — =  — ^-7 — •  Si  l'axe  de  rotation  était  placé  à  la  base  supé* 

rieure  du  parallélépipède,  on  aurait  r  =  ^  ft,  d'où 

_  4AM-A* 
'^       6h      • 

264.  Quelquefois  plusieurs  corps  liés  inyariablement  ensemble 
oscillent  autour  d'un  même  axe;  yoyons  comment  on  peut  dé- 
terminer la  position  du  centre  d'oscillation  de  leur  système. 
Soient  /,  r"....  t,i'...,  les  distances  de  l'axe  de  rotation  aux 
centres  de  grayité  et  d'oscillation  de  ces  corps;  M^M''.... 
leurs  masses  :  la  distance  i  de  l'axe  de  rotation  au  centre  d'os- 
cillation du  système  est  le  quotient  du  moment  d'inertie  diyîsé 
*  par  le  produit  (  M'  +  ^^  +  c^*  )  t*  de  la  masse  par  la  distance 
r  du  centre  de  graVité  du  système  S  ce  même  axe.  Or  si:q>posons 
que  tous  les  corps  ont  leurs  centres  de  grayité  dans  le  même 
plan  Tcrtical  mené  par  l'axe ,  ce  produit  est  donné  par  les  for- 
mules (A',  54);  il  est  =  MV  +  M^r^  +  etc.  De  plus  pour  le 

centre  d'oscillation  du  corps  WC,  on  a  cette  même  formule 
t 
•  ;  donc  son  moment  d'inertie  est  Ji/Ï^rt  ;  le  mo- 
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ment  d^inerlie  du  sjstbue^oa  la  somme  des  momens  d'ioertie  de 
tous  les  corps  qui  le  composent^  est  MV/  +  MVi'  +  etc.  j  donc 
enfin  on  a 

_MVY  +  MVV  +  etc,  , 

•""    IT/^  +  MV  +  etc.     ••••/•••^^ 

365.  Il  est  maintenant  fiicile  de  comprendre  comment  on 
trouye^par  expérienqe,  la  longu^eur  du  pendule  à  secondes  en 
lin  lieu  donné,  et  on  obtient  les  formules  de  la  p.  269.  Un  pen- 
dule,  formé  ^un  point  matériel  pesant,  suspendu  à  un  fil  inex- 
tensible et  sans  masse,  oscillant  dans  le  yide  et  dans  un  arc  in- 
finiment petit,  est  une  chose  idéale,  que  le  calcul  et  la  théorie 
peuvent  cependant  réaliser.  Mais  il  faut ,  pour  avoir  des  résul- 
tats précis,  environner  les  (observations  d'une  multitude  de  soins 
^nt  nous  allons  donner  l'idée^ 

i**.  Qa  suspend  une  sphère  de  métal  2iim  fil  de  cuivre,  d'or 
ou  d'aiyont  Qn  préfixe  une  hçrah  de  platine ,  le  plus  dense  des 
métaux^  )ef  oscillations  diminuent  moins  d'étendue  par  la  rési- 
stance de  Pair  (222),  et  durent  plus  long-temps,  sans  exiger  de 
force  réparatrice  des  pertes  de  vitesse.  Le  fil  de  snspensiotn  doit 
être  très  fin ,  par  les  mêmes  lao^ifs.  On  mesure  une  longueur  de 
oq  ^1  et  on  la  pèse,  pour  être  assuré  du  poids  précis  de  la  lon- 
gueur qui  sera  employée  à  l'expérience.  On  pèse  la  boule  de  mé- 
tal, on  en  mesure  le  di^nnètre;  l'art  a  des  moyens  précis  d  obtenir 
ces  dimensions  et  ces  poids.  Une  calotte  métallique ,  travaillée 
sur  le  niiénie  rayon ,  porte  k  son  centre  une  vis  par  laquelle  le  fil 
est  ^taché^  et  on  fait  tenir  cette  calotte  à  la  sphère,  par  une 
simple  adhérence ,  qu'on  aide  avec  une  goutélette  d'huile,  lie 
bout  supérieur  du  £1  est  fixé  à  un  prisme  triangulaire  d'acier 
qu'on  leste  de  manière  que  gpsé  sur  tme  arête,  il  ait  des  oscilla- 
tions à  peu  près  d'une  seconde.  Ce  prisme  porte  sur  ui|  plan  d'a- 
gate parfaitement  hqrizontal  et  solidement  fixé  à  la  muraille. 
Ce  mode  de  suspensipn  est  en  us^ge  dans  les  bonnes  liorloges. 

2°.  Comme  nos  formules  donnent  aisément  la  place  du  centre 
d'oscillation  de  ce  système,  le  pendule  simple  est  ainsi  bien 
connu  'y  il  faut  le  mettre  en  mouvement  et  con^ter  ses  excur- 
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si(^  dans  on  temps  détermmé.G(mcevoii8  gi/on  ait  une  horloge 
doftt  la  mardie  soit  bien  connue  astronomiquement  :  on  ooUera 
au  milieu  dé  sa  lentille  une  mouche  de  papier  blanc^  et  on  dispo- 
sera les  choses  de  manière  que  la  lentiÛe  et  le  pendule  d*expé- 
rience,  étant  en  repos  et  tus  à  distante  à  l'aide  d'une  lunette 
fixe  y  le  fil  coupe  cette  mouche  au  centre^  On  met  le  tout  en  mou- 
yement  à  la  fois.  C'est  âî  partit  du  moment  o\x  l'on  yerra  le  fil 
eouyrir  le  centre  de  la  mouche  qu'on  doit  compter  les  temps, 
dont  au  reste  l'horloge  marque  la  durée  ;  comme  les  oscillations 
des  deux  corps  sont  supposées  à  fort  peu  près  égales  ^  ce  qu'il 
est  facile  d'obtenir  en  donnant  au  fil  une  longueur  convenable  y 
ce  n'est  qu'au  bout  dJç  quelque^  mînUtes  que  la  coïncidence  dont 
nous  venons  de  parler  se  reproduira,  après  avoir  ceâsS  d'exister  ; 
les  pendules  marcheront  alcMrs  en  sens  contraires.  Supposons, 
par  temple,  qu'on  ait  remarqué  qu'en  i£^  ou 900'  de  l'horloge, 
le  pendule  a  fait  901  oscillations;  on  aura  une  mesure  plus 
exacte  de  ces  liiouyèmens  en  les  laissant  ôontinuer.  Car  unenou^ 
Telle  coïncidence  se  reproduira,  les  pendules  marchwt  dans  lé 
mêtné  sens,  i5'  après  le  premier  temps*,  puis  une  autre  iS'. après 
celui-ci ,  etc.  Donc  la  boule  de  platiné  gagnera  raccessivenient  i , 
2^  3.  •  •  •  oscillations  sur  la.lentille  de  Fborloge;  et  comme  le 
mouyement  de  celle-là  peut  durer  36  heures ,  il  suffira,  24  heures 
environ  après,  dé  saisir  une  coïncidence ,  de  noter  Fheure  juste 
•à  laquelle  elle  a  lieu,  de  divisa  le  temps  écoulé  par  le  nombre 
des  coïncidences,  pour  avoir  la  durée  écoulée  de  Pune  à  la  sui^ 
vante,  et  par  suite  le  temps  de  chaque  oscillation  de  la  boule  de 
platine,  en  temps  de  la  pendule,  puis  en  temps  sidéral ,  ou 
moyen.  * 

3®.  Lorsqu'on  ocmserve  les  deux  i^*  tames  de  la  série  p.  272, 
on  trouve  que  le  taaaps  d'une  qscUlation  d'un  pendule  simple 
est 

/étant  l'arc  AQ  (fig.  i23)  de  la  demi-oscillation  ;  en  effet  on  a 
r— 6==:ODcaf  rcos/id^où—  œ  I  —  cos  /.  Afais  si  FosciUa- 
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tion  était  iiifiniment  petite,  cette  durée  serait  f=.%  ^f  -  y 


d'où 


T  =  .(i+isin«i/). 


Soient  n  et  ri  les  nombres  d'oscillations  accomplies  par  ces 

0      8 
pendules  dans  un  même  temps  quelconque  9j  -»  -7S0iit  les  du- 
rées de  diaconCi  yaleurs  de  T  et  t\  d'ailleurs  sin*  |/=  \  ^^^^fî 
ainsi 


n'  =  n(i  +  ~8in^fy 


En  sorte  qu'en  mesurant  l'étendue  de  l'excursion  nf^  de  la  boule 
de  platine^sur  un  arc  gradué^  on  connaîtra  le  nombre  ri  d'oscil- 
lations infiniment  petites  que  oe  corps  ferait ,  dans  le  temps 
que  notre  même  pendule  en  fait  n  dans  l'arc  nf.  Et  si  l'excursion 
étant  d'abord  f,  se  réduisait  à/^  par  la  résistance  de  l'air,  on 
prendrait  /*=  i  {f  +/*) ,  ou  l'arc  moyen  entre  ces  deux  ex- 
trêmes >  du  moins  en  supposant  que  l'expérience  a.  peu  de  du- 
rée j  ce  qu'on  peut  admettre  ici  pour  deux  coïncidences  suc- 
cessives. 

4*'*  La  résistance  de  l'air  retarde  la  descente  du  pendule ,  et 
accroît  la  durée  de  la  demi-oscillation  ;  mais  on  démontre  que  le 
temps  de  l'ascension  est  précisément  diminué  de  lu  même  quan- 
tité, en  sorte  que  la  durée  totale  n'est  pas  influencée  par  cette 
causé.  Mais  le  poids  du  n]k>bile  est  diminué  du  poids  d'un  ^al 
volume  d'air  (  336  )  /ensorte  que  la  gravité  g  est  affaiblie  dans 
le  rapport  de  ces  poids.  Cette  correction  et  celle  de  l'étendue 
des  excursions  sont  les  seules  que  la  présence  de  l'air  rende  né-, 
cessaires. 

5°.  On  doit  fkire  une  correction  relative  à  la  température^ 
lorsqu'elle  a  varié  durant  l'expérience,  puisque  la  cliàleur  dila- 
tant le  fil,  en  accroît  la  longueur.  On  regarde  alors  la  tempéra- 
ture moyenne  comme  ayant  régné  constamment  dans  toute  la 
durée ,  et  si  cette  température  moyenne  n'est  pas  celle  qui 
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r^gne  à  Finstant  oii  Ton  mesure  la  lon^eur  du  p6ndule^  il 
faut  l'y  réduire  en  corrigeant  cette  longueur  de  la  dilatation 
due  à  cette  différence  de  température.  L'obserration  et  les  cal- 
culs qui  en  sont  la  conséquence >  indiquent  donc  qu'un  pendule 
simple  de  longueur  donnée ,  a  accompli  W  oscillations  dans  le 
Tide,  suivant  un  arc  infiniment  petit.  Le  reste  de  l'opération  est 
donnée  p.  266. 

Supposons  qu'un  pendule  de  longueur  /  fasse  N  4"  ^  oscilla- 
tions en  24  heures  sidérales  ou  moyennes ,  tandis  que  pour  être 
exactement  d'accord  ayec  cette  durée  ^11  n'en  devrait  faire  queN, 
et  être  long  de  r  ;  et  admettons  que  n  est  fort  petit  relatiyement 
à  N  :  l'équation  rN*  =  r  N'%page  26^7,  donne 

telle  est  la  correction  qtie  la  longueur  r  du  pendule  doit  subir 
pour  derenir  celle  qui  conTient  au  temps  sidéral  ou  moyen  :  o^ 
y  peut  d'ailleurs  n^liger  n*.  -^ 

Vm.  Théorie  de  la  Percu$8ion^  en  c^ani  égard  à  la  figure  des 

corps. 

266.  Dans  l'article  254»  nous  n'avons  étaminé  les  phénomènes 
de  la  percussion  qu'en  supposant  l'un  des  corps  retenu  par  un 
axe  fixe  ;  il  conTiént  de  généraliser  notre  théorie  >  et  de  supposer 
les  corps  parfaitement  libres. 

Soit  d'abord  un  système  de  points  matériels  m^m^m' .,.. 
libres 9  et  point  liés  entre  eux,  animés  de  vitesses  parallèles 
V ,  V,  V . . .  cherchons  quel  sera  le  mouvement  du  centre  de 
gravité  de  ce  système. 

Faisons  passer  par  ce  centre  un  plan  parallèle  aux  directions 
des  impulsions;  comme  dans Forlgine  du  mouvement ,  la  somme 
des  momens  de  m,  m%  m',m  , .  par  rapport  à  ce  plan  (55)  est 
nulle;  il  est  clair  qu'elle  sera  encore  nulle  dans  la  suite,  puisque 
ces  corps  conservent  leurs  distances  respectives  à  ce  plan;  ainsi 
le  centre  de  gravité  y  est  constamment  :  et  comme  on  peut  en 
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dii^  autant  de  lotit  autve  plab  paralUSe àul  bUpntetons^passiiit 
par  ce  centré,  il  s'ensuit  que  le  centre  de  graviti  décrit  une  droite 
parallèle  aiix  vitesses  imprimées. 

Concef  ôns  un  plan  perpendiculaire  aux  dij^eéttons  dés  iritesse^ 
et  désignons  par  E,  K,  £'. . . .  les  distances  dé  m,  m^,  m"^ . . . 
k  ce  plan  au  commencement  du  mouyeinént;  au  bout  du  temps 
/  leurs  distances  serontE  +  V*?  E'  +  V'/. ...  (à^  i44)  '>  pre- 
nons les  momens  par  rapport  â  ce  plan 'jà,^  étant  les  distantes 
du  centré  de  granité  à  ce  plan,  à  l^origine  du  mouTement  et  au 
bout  du  temps  t,  on  aura  (54)  les  équation^ 

(i»  4- m' + etc.)  a  =i=i  jfi  E  +  w'E'. -f*  etc. 

{m  +  m'  +  eicyx=miE  +  Yt)  +  m'ÇE:  ^V't)  +  etc. 

On  obtient,  en  soustrayant  la  première  de  la  seconde, 

(m  +  m'  +  etc.)  (:ç  —a)  =  (mV  +  iw' V  +  etc.)  f;        ' 

ce  qui  fait  voir  que  l'espace  x' —  a  parcouru  par  k  fientre  de 
gravité  est  proportionnel  au  temps  :  ainsi  le  mcuçem^nt  de  ce 
point  est  uniforme.  On  ne  doit  pais  oublier  de  prendi«  néga- 
tiyement  les  vitesses  qui  sont  dirigées  en  sens  contraire  de  celles 
qu'on  regarde  comme  positives. 

Concevons  au  centre  de  gravité  une  masse  égale  à  1^  isoiiime 
des  masses  du  système  ;  notre  équation  prouve  que  sa  quantité 
de  mouvement  est  niY  +  ira'V  +  etc.;  donc  ta  quantité  de  mou- 
if  ement  qu^ aurait  le  centre  degrapitêj  si  Von  coîicepait  toutes  les 
masses  concentrées  en  ce  point  j  serait  égale  à  la  somme  de  celles 
des  corps. 

Ainsi  le  centre  de  granité  se  meut  açec  la  mêitjkè  vitesse  que  si 
toutes  les  imputions  lui  eussent  été  immédiatement  imprimées, 
ou ,  si  l'on  veut,  le  centre  de graçité  se  meut  comme  si  toutes  les 
masses  du  système  y  étaient  concentrées  j  et  que  toutes  les  forces 
lui  fussent  appliquées  j  en  les  transportant  parallèlement  à  leurs' 
directions,  .    *         '  . 

Si  ces  Vitesses  imprimées  n'étaient  pas  parânëlês,'ia  même 
cliose  aurait  encore  lieu.  Car  décomposons  cbaciine  d'elles  en 
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trôU  antres  parsdlète  à  des  icxes  rectanj^ftireâ^  eti  rcrt^  àt 
ctiacan  de  ces  groupes ,  le  centre  de  ^tité  sera  intr  parallèle-- 
ment  à  chaqt^  aie,  comme  si  ces  forces  loi  étaient  immédiater 
ment  appl^iéeir,  puîsqtf  on  pènt  fiîre  pour  chacun  fenx  le  raî*- 
sonnement  précédent;  et  Ji  cânsé  de  l'indépendance  des  eflfets 
des foroes^de  dîri^tîons rectangulaires  (i4^i 5^),ractiott siniul<- 
tanée  de  cesr  trois  groupes  de  forcés  n'altérera  en  rien  ce  mocH* 
Tement  dans  k  iéni  de  chacun  desiaxes. 

267.  Faisons  Toîr  maintenant  que  lorsque  les  cofps  sont  lîéâ 
entre  eux  d'une  manière  quelconque ,  la  proposition  ci-dessus 
est  également  vraie.  Pour  cela  soient  P,  P' . .  • .  les  A>rôes  impul- 
sives qui  agissent  sur  ces  corpsi  décomposons  ehacune  d'elles  en 
deux  autres  ;  Tune  qui  ait  lieu,  et  l'autre  qui  soit  détruite  par 
la  réaction  des  partiels  :  de  sorte  que  P,  F'. . . .  soient  les  forces 
qui  produisent  toUt  leur  eBet,  d'après  la  nature  dd  système  ;  et 
que  /,jr. . . .  soient  ëellefe  qui  sb  trouvent  détruites  par  l'action 
mutuelle  dé  ses  parties  :  F  et/sont  Jf^illéurs  les  composantes  de 
P,  et  ainsi  des  autres.  En  Vertu  des  OTcesF,  F'. . . .  lec^orps  de- 
vra se  mduToir  sans  qu'il  y  ait  de  force  perdue;  c'est-à-dire  qjie 
si  l'on  ne  supp<5sait  que  ces  puissances  agissant  sur  !e  système,  il 
serait  indifférent  d'en  regarde^  lés  parties  icommig  liées  entre 
elles ,  ou  comme  parfaitement  libres. 

Il  résulte  de  là,  et  de  ce  qu'dn  a  vu  ci-desSus,  que  le  centre' de 
gravité  du  système  devra  se  mouvoir  comme  si  les  forces  F, 
F^  .  « .  lui  étaient  immédiatement  appliquées,  en  les  transpor- 
tant •pai^lèlement  à  leurs  directions.  Quant  aux  forces  f,f^. . . . 
elles  se  d^ruisent  mutuellement  lorsqu'eUes  agissent  sur  les  pai^r 
ties  du  système,  et  satisfont  i^ar  conséquent  aux  six  équations 
(X  et  T,  43)  ;  donc ,  à  plus  ibrte  iràràon ,  dles  doivent  se  déh^îre 
en  les  traiv^portant  am  centre  de  gravité,  puisqu'afors  les  équa- 
tions ( K,  n'  ià8)  suffisent  pour  l'équilibre.  Ge  centre  est  donc 
sollicité  à  la  fois  par  Wfoit»s  F,  F' . . . .  et/,  /*. ...  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  par  leé  puissances  P,  P'. . . .  ce  qui  démontre 
le  théorème  ci^dessus. 

268.  Lorsqu'on  donne  à  un  corps  une  impulsion  P  qui  ne  passe 
pas  par  le  centre  de  gravité  G  (fig.  i5i),  ce  centre  prend  doii^ 
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lenuteneiftouyemeiit  de  translation  qoe  si  lar£prce  agÎ3saittinm4^ 
dlatoment  sur  loL  Mjais  le  corps  doit  en  ontre  tourner  ;  en  effets 
pour  réduire  au  repos  le  centre  de  gravité  G,  appliqu<w9-y  une 
nouyelle  $>rce  Q  égale  et  opposée  à  P;  il  suit  de  ce  qu'on  a  dé* 
montré  qu'il  n'y  a  que  le  centre  de  gravité  de  G  qui  puisse  rester 
ainsi  fixe  par  cett^  double  action  des  forces  P  et  Q.  Abaissona  une 
perpendiculaire  AG  )sur  la  force  V,  et  prenonsi  de  l'acre  cdté  de 
œ  centre ,  GB  =  AG.  Conceroxis  que  le  point  B  est  soUidté  pajç 
deux  forces  opposées  R  et  S  ^les  entre  eU»  et  ki'Pi  l'état  dci 
corps  ne  ser»  point  changé,  et  il  sera  soumis  aux  quatre  forces  P» 
Q,£etS.]!l^isen  con^KiiaQt  la  puissance  S  «t|a  .moitié  de  la 
force  Py  on  <&tient  une  force  T  :;=  P>  ^çde  et  opposée  à  la  force 
Q^  et^ui  la  détruit^  il  ne  restera  plus  que  1^  forces  K  et  ^  P 
égales^  et  ime  nouyelle  force  Q  égale  et  opposée  ;  et^  (Comme  le 
centre  de  gr^yité  est  censé  fixe>  on  peut  assimiler  le  oorps  à  une 
poulie  et  transporter  la  force  R  en  AP,  c'e^t-a^dire  rétablir  en 
entier  la  puissance  P.  Ainsi  l'effetvde  la  force  Q  est  uniquement 
d'arrêter  le  mouvement  deiranslatiçn  du  centre  de  gravité. 

Il  suit  de  Jià  que  lorsqu'un  corps  est  mu  par  des  forces  impul- 
sives dont  la  résultante' ne  passe  pas  par  U  centre  de  gravité  ^  ce 
corps  a  un  double  mouvement^  i^.  ce  centre  se  meut  comme  si  les 
forces  lui  étaient  immédiatement  appliquées;  2^«  U  tourne 
comme  si  ce  centre  était  phsoUivfsntlixe, 

5269.  Rica  ne  sera  dpnc  pl|is  facile  que  de  trouver  le  mou^ 
vetnent  d^  coi*ps  symétrique  pa^  rapport  à  un  plan,  ou  d'une 
surJPace  plane  mue  par  une  impulsion  dirigée  dans  Ce  plan.  En 
effisty  la  trai^lation'  du  centre  de  gravité  rentrera  dans  la  théo- 
rie connue,  puisqu'il  ne  s'agira jpie  du  mouv/çment  d'un  point; 
et  la,  roiatfon  étant  la  même  que  s'il,  j  airait  un  axe  fixe  pas- 
sant par  le  centre  de  gravité,  on  n'aura  plus  qu'à  appliquer  ce 
qui  a  été. dit  à  ce  sujet  (254).  Soit  P  la  quaiitité  de  mouve~ 
ment  imprimée,  %  sa  distance  OG;  au  centre  de  gravité  du  corps 
M  (fig.  i5a);  on  aura  (268)  pour  la  vitesse  de  translation  du 

p 
centre  de  gravité  f^  =  rr-.  La  vitesse  angulaire  swa  donnée 

par  la  formule  (Ir",  p.  35i)  j  mais  comme  Paxe  fixe  passe  ici  par 
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le  centre  de  gravité  du  corps  >  le  momeiit  d'inertie  se  i^uit  à 
Mifc%etrona  ' 

Pi  4^1  .. 

''-m^-T^ ^^^ 

'La  vitesse  absolue  de  chaque  point  du  corps  se  compose 
d'ailleurs  de  ces  deux  vitesses;  ainsi  le  point  O,  où  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  centre  de  gravité  G  sur  la  direction 
de  la  force  P  rencontre  cette  force ,  prend  deux  yitesses';  l'une 
Oi  cpe  devra  recevoir  le  centre  de  gravité  G;  et  f  autre  àl  qui 
est  due  à  la  rotation.  Tout  autre  point  de  OG  offre  la  oiéme 
circonstance:  de  sorte  qu'en  prenant  celui  qui  est  distant  du 
point  G  de  la  quantité  ^ ,  il  a  rpour  vitesse  absolue  pd^bn]  le 
signe  +  a  lieu  pour  tous  les  points  situés  de  G  vers  O^  le  signe 
—  se  rapporte  à  ceux  qui  sont  plajcés  de  G  vers  C 

Concevons  Teffet  de  ce  double  mouvement  pendant  un  in- 
stant; la  ligne  Oih  pourra  être  considérée  comme  droite  et  dé- 
crite par  le  point  O ,  dans  le  temps  que  le  centre  de  gravité  G 
passe  en  ^:  la  droite  OG  prendra  la  position  hgC,  de  sorte  que 
le  point  C  n'aura  pas  changé  de  place  -,  en  effet ,  il  aurait  di\ 
passer  de  C  en  C  en  vertu  de  la  t;ranslation ,  et  revenir  de  C 
en  C  par  l'effet  de  la  rotation.  Ce  point  G  a  été  nommé  Centre 
sjpontané  de  rotation.  Il  est  facile  d'en  connaître  la  position  ; 
car   il  est  déterminé  par  la  condition  que  sa  vitesse  absolue 

v  —  hn  soit  nulle ,   ce  qui  donne  ^  =  - ,  ou  plutôt  i  =z=  — , 

à  cause  de  la  formule  (/).  Or,  Oe  =  OG-i-GC  =  t  4-  6;  donc 

on  a  OC  =  e  -I .  Cette  expression  comparée  à  (o"  et  T),  fcdt 

Toîr  que  le  centre  spontané  de  rotation  serait  le  même  que  le 
centre  de  percussion  et  d'oscillation  ^  si  l'oit  supposait  qtte  lé 
corps  tournât  autour  d^un  axe  passant  en  0.*Ce  point  C  est  d'ail- 
leurs indépendant  des  forces ,  car  la  valeur  de  OC  ne  renferme  ni 
M,  ni  P.  De  plus,  si  l'on  place  en  C  un  axe  de  rotation,  il  n'é- 
prouvera aucune  secousse ,  ce  qui  est  d'acord  avec  ce  qu'on  « 
déjà  vu  (157). 
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i  X'jé,  Pour  ec&pliquer  le. double  moutement  de  roUlion  et  àà 
translation  des  planètes ,  il  suffît  de  supposer  que  cliacu^e  a 
reçu  primitivemeu^t  .une  impulsion  dont  la  direction  ne  passe 
pas  par  sen  centre  de  granité..  La  terre  fait  chaque  jour  un  tour 
sur  son  axe ,  et  la  vitesse  de  rotation  d'un  des  points  de  Féqua- 
teur^ou  Pe^paoe  qu'il  décrit  en  tournant  pendant  i'^  sexagésimale 

dé  temps  sidéral ,  est  V  =     .  of^^^u  i  '*  étant  le  rayon  de  l'équa- 

tenr*  En   outre  le  nouvemest  de  translation  du  centre  fait 

parcourir,  en  une  année  de  365^  j  y  une  ciroonfèrence  dont  le 

rajon  eft  de  24096  rayons  terrestres:  ainsi  la  iritesse  de  transe 

4  .•  —  T  .         *  airr.  24096        -  -  .  ;        ; 

l{^tion  du  centre  est  i^  =  ■  >  «.^  ,7  j^/r  t*   Mais  on  a  trouve 

^>263V  U  q»«  ^*  =  |A  et  (n^   210)  Vssrif,  cette  pl*^ 

nëte  aurait  donc  reçu  unte  impulsion  dont  la  direction  aurait 

-  •■   L  .  *  rV 

passé  à  une  distance  t  de  son  centre  que  {q")  donne  =;:  |,  — , 

en  là  supposanfl  homogène.  Le  calcul  donne  à  peu  près«  ..> 

•■  _;     r-  '  / 

'  r  ,766- 

1^.  MpUyement  d*un  système  cU  corps  dont  toutes  les  parties  son^ 
soUkitéas  par  cies  forces  accàiératrices  fuelconqms. 

271.  Examinons  les  circonstances  du  mouvement  d'un  sy- 
«stëme  soumis  à  l'action  de  forces  accélératrices  quelconques  qui 
agissent  sur  toutes  ses  parties > 77» ,19»'^  77»",. . .  Réduisons,  pour 
chaque  molécule ,  les  forces  qui  la  sollicitent  à  trois  parallèles  à 
trois  axes  immobiles  ;  savoir,  X ,  Y,  Z  pour  tti;  X',  Y',  Z'  pour 
.7w'.;  et  ainsi  des  autres.  Soient  a ,  6  et  c  les  coordonnées  variables 
du  centre  de  gravité  de  ç&^stème  par  rapport  à  pes  trois  axes. 
GpMic&yops  de  plus  qu'on  a  fait  passer  par.^se  centre  trois^  antre^ 
axes  parallèles  aux  pr^smiiers,  ^et  tels  ^gj^,,  lorsqfie  le  syst^e  e^ 
(5ni«ouvement,illes  emporte  ^veclui,  ^us  qu'ils  cessent  d'étape 
^paliyes  auxpremiim^  ni^dj^  passer  ,pa^  1^  ^centre  de  grayité  i 
bien  entendu  que  leurs  points  de  rencontre  avec  le  corps  ^oajt 
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TarbUes.  NomBapas^x^  ^  et  2  W<)om*<l0nÀéés  de  ki^raélèDtoW 
m  rappqrtée à  ces  trois  îptes;  de  même  jp', y  et  s^  pot^rW;;*  •- 
les  variables  a,  (f  et  c  détetmifïeront  la  poSiitîoii  <)ti ' Kiëntre  d^ 
^ayité  du  corps  au  bout  dti  temps  t^  et  je,  y  y  i;  «',  y,  ^';i . . 
donnaront  les  positions  respectives  des  molécules,  dans' leur 
mouyement  particulier  par  rapport  aux  axes  mobiles  r  e'est'eë 
qui  sera  bientôt  édairci,  Les  coordonnees.de  tii  par  rapport  aux 
trois  premiers  axes  immobile^  80ûtji:  + a,  ^  +  i,  z-'+c  ide 
même  x'  +  a,y  +  b,  z'  -f- ^?  pourW-,  etc.;  »  '.  .--Nous  ne  fe- 
rons ici  nos  raisonnemens  que  dans  le  sens  de  l'un  des  axes  , 
parce  que  les  deux  autres  axes  offi^entles  mêmes  consîdérarttôns, 

La  TÎtesse  de  la  molécule  V  d^ns.le  sens  des  ^  éstv  4- jfa^~ , 

Vitesse  qui,  par  l'effet  des  autres  puissances,  et  d'après  ]a  liaisçif 

mutuelle  et  la  réaction  des  parties  du  système,  doit  s'accroîti'e  de 

,  /  clx+  da  V        d^x-^  qf*a  .  .       ,         '     .  -  •  \  ; 

V  'fJf —  y  ^^  7i '  ^^  prenant  dt  constant.*  La  vi- 
tesse imprimée  â  m\  stiîtant  l'axe  dés  a?  peiidàiMi'Pfh^tâtttî^  est 
Xofe.  D'où  résulte  que,  parla  liaison  au  syistètnë^  là ';mÀ!\écMt!jprt 

perd  dans  le  sens  des  x  la  force'  ni  (  Xdû j  j  on 

trouve  de  même  les  forces  élémentaires  perdues  par  les  autres 
ffiolécules.  Or  si  ces  forces  p^dues  étaient  seules  im|;f,imff s , 
puisqu'elles  devraient  s'entre^détruire  par  l'état  du  sjrstëmei 
l'équilibre  subsisterait  entre  les  forces  imprimées  X ,  et  les  forces 

effectives ^~ ,  appliciu(â(99  en:  seus  contraires .  En  rai- 
sonnant de  même  dans  le  sen^  des  j^  et  des  :&,«pn  aura 
forces  impr.  saivant  /      forces  effectives  sniTant 


lésa:,    iesy^    lesz.  léix.    *    ,         les^."  *              les  «. 

Y         v       -iry  •   d*Xfhd»€L    .     d^-hd^b         d*%rhd^c 

1      WA,    lîW,'.  IWif  i»  M   jL'"'  '»     ^^    •J[i    '^>     mi*    f%    f  >■<» 

mKj^inlL'    nVT/y      m' t— ,    m   •     j.-^ — .  m'-i— ; — !-*-t     . 

•;  ■".-',     '  -f.r.:  1.  '*  .    .'  .'dfv-'.'  '  :  /  ^ricdin  :';,,V  ;-  .  ,dt^\     .-.  ■; 


24.. 
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It  t'â^t  maintenaiU  d'exprimer  qu'il  j  a  équilibre  entre  le» 
forces  imprimées  et  celles  qui  ont  lieu  prises  en  sens  opposé  :  ce 
qui  néceasite  Fusage  des  s?x  équations  (  X  et  Y ,  4^  )' 

27^. .  i**.  Les  trois  équations  (X)  indiquent  que  la  somme  des 
composantes  dans  le  sens  de  cliaque  axe  est  nuUe^  on  a  donc  pour 
l'axe  des  x 

o  =  (  Xm  :f  XW  +  . . .  )  c^^  —  û?a  (  m  +  m' +  . . .  ) 
—  (w.û?'*  +  TO'.d*«'+ ...  ). 

Mais  pai:  la  propriété  du  centre  de  gravité  (  B'  p.  67  ) , 

iiMr-4* ''*'*' +^c«=o>   »^  +  i»y +  etc;=:o...(i). 

En  différentîant,  on  a  donc 

md^x  +  m'd^x  +  etc.  =;:  o ,    m^y  +  niJI^y'  +  etc.  =  o.  ...(2) . 

Pés%^ioi|s  coifime  précédemment  m  +  ni  '^m*  ^  etc.  y  ou  la 
ma^enti^  du  corps.,  par  M,  et  mX  +  m'X'+  /TO"X*4"etc. 
par  7>^m^'y  noo^  aurons  donc 

Vid^a  —  c?^*2.mX  =  o. 

'  ^De  tudme  /  pour  les  axes  des  j' et  des  z\  on  trouve  donc  pour 
les  trois  premières  équations  de  moayement 

M  .  -rr  =  ^  •  X?», 
a/*  ' 

M.^^s.Y^A, (/) 


d^c 
dt^ 


d^c 


27  3.  Nouff  nous  servons  icî-de  deux  signes  dont  il  est  impor- 
tant de  biailL  distinguer  le  sens.  La  carajptâristique  c^est  employée 
à  désigner  les  variations  successives  des  coordonnées  lorsque  le 
eorps  change  de  position  :  le  signe  2  est  destiné  à  représenter 
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des  sommes  de  termes  de  même  forme  et  dont  les  accens  sont 
seuls  différens  :  lorsque  le  nombre  de  ces  termes  est  infini  ^  rdé- 
signe  une  véritable  intégrale,  prise  dans  toute  l'étendue  du  sys- 
tème,  mais  qui  y  relative  à  la  forme  du  mobile,  ou  à  la  disposi-^ 
tion  mutuelle  de  ses  molécules  m ,  7rp%* . .  est  indépendante  de  ses 
changemens  de  position.  L'intégrale  qui  ce  rapport^  à  cette  der- 
nière circonstance  sera  désignée  par  la  lettre  S  ;  de  sorte  que  / 
et  d  se  rapportent  au  temps,  et  2  aux  dimensions  du  système. 

2^74*  2°*  Il  faut  exprimer  que  les  momens  des  composantes 
satisfont  aux  équations  (  Y,  p.  53  ).  Prenons  donc  la  différence 
des  momens  par  rapport  aux  plans  des  xz  et  des  ^2  respective* 
ment,  des  composantes  parallèles  aux  x  et  aux^ ,  et  jalons cettç 
différence  à  zéro.  Or ,  observons  que ,  pour  le  point  m ,  lies  com- 
posantes X ,  Y  sont  distantes  de  l'axe  des  2;  savoir ,  la  jprémièlre 
de  y -|-  ô,  et  la  seconde  dç  a:  +  û;  on  aura  donc,  pouy  la  diffé- 
rence des  momens,  !     ' 

,^  d'y  <?'^      ^/      ,      X 

V 

En  exécutant  le^  multiplications,  et  observant  que,  comme 
cbaque  molécule  doit  donner  une  expression  de  même  forme, 
toutes  les  lettres,  excepté  a,  b  et  c,  doivent  se  reproduire  dans  des 
termes  semblables  avec  i ,  2  ^  3,...  accens  ;  de  plus  en  représentant 
la  somme  des  termes  de  même  forme  par  le  signe  ^ ,  et  ayant 
égard  aux  équations  (  i  )  et  (  2  )  données  par  la  propriété  du 
centre  de  gravité ,  on  obtient 


6  S .  mX— S .  wy -1— '  +  X.yXm  —  Mb 


— 'aS.mY-}.S.iîM?-r^  —  X.xYm  +  Ma 


'de  I 
d^h  ( 
de     3 


Cette  équation  peut  être  mise  soi^  une  forme  plus^  simple  ;  en 
effet;  en  vertu  du  produit  de  la  seconde  des  équations  (/)  pac 
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a, et  de  celui  de  la  première  par  6,  le  premier  et  le  demteir 
ter^Eaes  xle  chaque  Ugae  disparaissent ,  et  on  a  aimplenient 

,  »  ■  ;  , 

'     ^  ^  d^x  d'Y 

fj%itégraledu  premier  membre,  ^rîse  par  rapport  au  temps /est 

X.m  T  "^ — •  En  opérant  de  même  pour  les  deux  autres 

axes,  et  faisant,  pour  alir^er , 

X{  m./(  Ys-Xy)  A  }~L,) 

2  {  /!»./<  Zx  —  X*  )  d^  }  =  K,>    .......   CO 

S  {  m.f  (  Zy-r.  Yz  )û?<  j  =  N,3 

on  auira  pour  les  trois  autres  équations  du  mouvemei^t 

xdy  —  ydx  ^  j    \ 
2.m-^ =L,1 

^.^f^=J!^  =  K,V (^). 

'    dû  ^ 

276.  n  résulte  de  là  plusieurs  conséquences  importantes. 

,  i**.  Les  trois  équations  (/)  ne  renferment  pas  j?  ,  x\ ; 

e]les  se  rapportent  donc  uniquement  au  mouTement  du  centre 
de  gravité.  Elles  serrent  à  en  déterminer  les  coordonnées  ajb,c, 
qud  que  soit  Prêtât  des  molécules  du  sjstème. 

Au  resie,  si  l'on  conçoft  toute  la  masse  réunie  en  un  point 
uni^^  sur  lequel  agiraient  les  forces  X,  Y,  Z,  etc.,  il  est  yi- 
sible  que  toutes  ces  forces  seraient  réduites  à  trois  qui  sollicite- 
raient un  point  dont  la  masse  serait  M  :  mais  alors  les  équations 
(r'') ,  qui  sont  destinées  à  déterminer  le  mouvement  du  centre 
de  gravité  du  cotps ,  deviendraient  celles  qu'on  a  trouvées  n**  i68 
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{V)^  4'oil  réisuUé  iC^^  théorème  général  >q«e  lé  moiwiment  dji, 
centre  de  gmi^ité  d'un  s^stèmB  Hère,  quelconque^  e^i  toujouf-s^le 
même  que  si  tous  les  corps  qui  le  composent  étaient  réunis  en^ce 
seulpoint^  et  que  les  mêmes  forces  accélératrices^  dont  leç  par " 
lies  du  système  étaient  animées  dans  leur  état  naturel  j  fiisietit 
appliquées  à  ce  points  parallèlement  à  leurs  directions  proprés  \, 
Ceci  s'acCQX^deayeci^  qu'on  a  dit  (268).     .  ♦ 

.  2°.  Les  équations  (  t"  )  ne  renferment  pas  les  coordonnées 
Uj  by  c  y  du  oentre  de  gravité ,  et  sont  par  conséquent  destinées 
à  faire  connaître  les  diverses  positions  des  parties  du  système , 
par  rapport  aux  trois,  axes  mobiles  qui  passent  par  ce^  centre  : 
ces  équations  ne  seront  en  rien  altérées  si  l'on  applique  au  centre 
de  gravité  des  forces  qui  le  retiennent  en  repos ,  puisque  les  va- 
leurs de  L ,  K  ,  N ,  ne  peuvent  renfermer  les  puissances  qui  pas- 
sent par  ce  centre  >  attendu  que  les  momens  de  ces  forces  sont 
nuls  par  rapport  à  ce  point  (  n°'  a6  et  4^  )  '•  donc  le  mouvement 
de  rotation  que  les  équations  {f)  déterminent,  est  le  même  que 
si  ce  centre  était  fixe. 

Ainsi  lorsqu'un  système  sera  soumis  à  Inaction  de  diverses 
forces  accélératrices ,  il  aura  un  double  mouvement  ;  le  premier 
sera  une  translation  du  centre  de  grapité^  comme  si,  à  chaque 
instant  y  toutes  ces  forces  agissaient  parallèlement  à  leurs  direc- 
tions sur  ce  point  j  auquel  on  imaginerait  la  masse  concentrée  : 
'le  second  sera  un  mouvement  de  rotation  autour  du  centre  de 
'gravïté  cemme  si  ce  point  était  fixe, 

y* 4  Si  le  corps  n'est  mu  que  par  une  impulsion  primitive ,  on 
a  X  =  o,  Y  ==  o ,  etc.  Les  équations  (  r"  ) ,  qui  déterminent  lé 
mouvement  du  centre  de  gravité ,  se  réduisent  donc  à . . .  . 
da  db        \    de  1)  ,  1, 

5?  =  ^'^  =  ^'^  =  >'^^^^^^**'^^ 

a  =  «t^  +  tfV      ^  =  iS^  +  /SV      c  ^yt  +  y\ 

'     \        ■   -  .  ... 

On  voit  donc  que  les  espaces  décrits  dans  le  sens  de  chaque  axe 

croissent  proportionnellement  au  temps,  comme  cela  avaitiieu 

v^  1 7 1  )  on  en  conclut  aisément  que  le  rti^ouvement  du  c,en4^e  d^ 
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gropUi  est  rêctiiigns  et  uni/orme^  et  que  sa  vitesse  es( \ 

=  |/(**  +  ^  +  >*)*  c^est-à-dlre  la  même  que  si  la  force 
impulsire  agissait  immédiatement  sur  lui^  ce  qui  est  conforme 
à  oe  que  nous  ayons  déjà  démontré  (a66). 

Cette  conséquence  subsiste  encore  dans  le  cas  oii  le  système 
n'est  soumis  qu'à  des  forces  accélératrices  X,  T,  Z ,  qui  seraient 
de  nature  à  s^entre-détruire ,  si  le  système  était  un  corps  so- 
lide ;  par  exemple ,  si  les  parties  n'étaient  animées  que  par  des 
attractions  ou  répulsions  mutuelles.  En  effet  ^  on  aurait  alors 
les  trois  équations  (X,  p.  53)  qui  deriennent  ici 

X.mXz^o,    S.ii»y=s:o,    S.mZ  =  o; 

ainsi  lé  moupeinent  du  centre  de  gravité  d'un  eystème  de  corps 
ne  dépend  montent  des  actions  mutuelles  ^ue  ces  corps  exer^ 
cent  les  uns  sur  les  autres,  et  est  le  même  que  si  ces  forces 
n'existaient  pas;  ce  centre  se  meut  uniformément,  quand  le 
système  n'obéit  à  aucune  autre  force  accélératrice  qu'à  des  ac- 
tions de  ce  genre.  On  prouye  même  que  des  changemens  brus* 
ques  laissent  subsister  cette  loi  de  mouyement  C'est  ce  théo^ 
rème  qui  constitua  ce  qu'on  appelle  la  conservation  du  centre 
de  gravité • 

276.  Faisons  sur  les  yaleurs  {s")  les  mêmes  raisonnemens 
qu'au  n^"  17a.  La^quantité  li.m^'i'x  —  Xy' )  est  nulle  dans 
trois  cas  :  i®.  lorsque  le  système  n'est  soumis  h  l'action  d'au-*- 
cune  force  accélératrice ,  et  n'est  mu  que  par  une  impulsion; 
a^.  qu^d  toutes  les  forces  passent  par  l'origine;  3°.  lorsque  les 
forces  sont  les  attractions  mutuelles  des  parties,  puisque  leurs 
momens  sont  nuls  par  rapport  à  ce  poiat.  Eu  effet ,  soit  A  la 
distance  de  m' à  i?^,  et /leurs  attractions  réciproques  égales  et 


X 


f 
opposées ,  on  aura  m'X'  =  —  i?fXç=  s^  {x'  —  jf  ),  car 

est  le  cosinus  de  l'angle  formé  par  f  ayec  les  x  ;  de  même 

m'Y^  =  —  mY  =  i-  (jy' — y).  Or ,  les  termes  que  produisent 

ces  quatre  forces  dans  la  yaleur  de  L  des  équations  (  s"  )  sont 


Digitized  by  VjOOQ IC 


MOUV£M£NT  LIBR£  »Vn   SYSTiME.  3']']  , 

>»Y(«  r- «)  +  wpX(y— J')»  quantité  yisiUemeut  nuUe;  donc 
les  termes  tpi  proyiennent  4es  attractions  se  détruisent  deuik 
k  deux.  Dans  ces  trob  cas,  L^  K,  K  sont  donc  des  constantes. 

Cela  posé,  si  Ton  projette  la  masse  m  sur  le  plan  des  :ip  et 
des  j^,.la  différentielle  :s<fy — ydx  sera  (172)  la  moitié  de  Taire 
que  trace,  dans  Tinstant  de,  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine 
des  coprdonnées  à  la  projection  de  m.  La  somme  de  ces,  aires 
élémeataires  multipliées  respectiyement  par  les  masses  est  donc 
=  Ldt,  et  proportionnelle  à  l'élément  du  temps  :  d'où  il  suit 
que,  dans  un  temps: fini,  elle  est  ==Lf,  et  proportipnnelle  au 
temps.  On  peut  en  dire  autant  des  projections  des  aires  sur  les 
autres  plans  coordonnés.  Il  en  faut  donc  conclure  que  lorsqu'un 
système  libre  n'est  mu  que  par  une  impulsion  j  ou  n* obéit  à 
d'autres  forces  acôéUratrices  qu'à  des  actions  mutuelles  ^  ou  4 
des  puissances  dirigées  à  un  point  qu*on  a  pris  pour  l'origine ^ 
la  somme  des  aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs  m^nés  de  ce 
point  est  proportionnelle  aux  temps  employés  à  les  décrire.  C'est 
en  cela  que  consiste  le  j^rÎTicf/)^  de  la  conservation  des  air^s  pro^ 
portionnelles  aux  temps. 

Nous  allons  montrer  qu'on  peut  par  une  transformation  de 
coordonnées  trouver  des  axes  pour  lesquels  deux  des  constan- 
tes L ,  K  et  N  soient  nulles» 

277.  On  sait  |[Cours  de  Math.,  n°  753)  que  la  projection  p 
sur  unplçin  d'une  aire  plane  k  défigure  quelconque^  est  le  pro- 
duit de  cette  aire  k  multipliée  par  le  cosinus  de  l'angle  8  des 
deux  plans j  ou  de  l'angle  formé  par  les  perpendiculaires  à  ces 
plans  (*)  ;  p  =  it  cos  fl  :  et  que  le  carré  de  cette  aire  k  est  égùl  à 
la  somme  des  carrés  de  ses  trois  projections  p^  p'^  p"  sur  d^s 
plans  rectangulaires  k"  ==  p*  +  p'*  +  p"*. 


{^)  Par  un  point  qaelconqae  a  fig.  i53|  pris  sur  un  plan  dans  l'espace,  me- 
nons les  deux  droites  ag,  ii/*  perpendiculaires  Tune  à  ce  plan,  l'autre  à  l'un 
des  plans  coordonnas;  celle-ci  af  sera  parallèle  à  l'un  des  axes.  Le  plan  gaf 
de  ces  deux  droites  coupe  nos  deux  plans  suivant  les  lignes  ah  y  bd,  qui,  par  la 
propriâë  du  triangle  rectangle  abd,  donne  ^ang^e  h  Bssgafy  deux  plans  fon^ 
doi^c  le  o^éme  angle  que  leurs  perpendiculaires. 
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Soient  4 y  d'/  ^  ^  anglesd'ua  plaa  ittec  les  plans  ceordoBnés'^ 
•u  oeux  que  fait  la  perpendiculaire  à  ce  premier  plan  avec  les 
trois  axes.  Les  projections  de  Faire  k  tracée  dans  ce  plan  sont 
pzA  kcosB,  />'  =  it ôos 6',  p"  =zkcos¥.  Sur  un  autre  plan 
înctiné  de  ^  à  l'aire  k ,  la  projection  serait  P  =  ^  oos  ^  ;  mais 
on  sait  que  si  deux  plans  dans  l'espace  font  entre  eux  Fangle  ip , 
cfest^à-^ire  si  ^  est  Tangle  de  deux  droites  perpendiculaires  k 
ces  plans,  on  a  l'équation  (Cours  de  Math. ,  n°  633 ,  6^), 

ai8^=cos#cosS+tsos«'oosâ'«f-co8«^cosô^, . . . .  (i) 

0i,  u,  tj'  étant  les  angles  formés  par  la  perpendiculaire  au  7.^ 
plan  proposé  a^ec  les  axes  coordonnés.  Multipliant  parir,  et 
mettant  pour  kco&B^k'  cos  fl'.^  leurs  valeurs  p ,  p',  p",  on  trouve 

P  z=zp  cos  #•+•/»'  ces *'  +/)"  cosjûl"\  ....  (2) 

équation  qui  fait  connaître  la  projection  P  d'une  aire  plane 
sur  un  plan  quelconque ,  quand  on  connaît ,  outre  la  direction 
de  celui-ci,  les  projections  /?,p',  p"y  de  cette  aire  sur  les  trois, 
plans  coordonnés  rectangulaires  j  bien  entendu  que  /? ,  p'  et  />" 
entrent  ici  avec  les  signes  qui  leur  appartiennent,  tels  que  les 
donnent  les  valeurs  k  cos  fl ,  F  cos  ô',  k"  cos  9*. 

Soient  diverses  aires  situées  dans  des  plans  differens  5  raison- 
nons de  même  pour  chacune ,  et  nous  aurons  autant  d'équa— 
tions  semblables  à  la  précédente  j  les  cosinus  y  seront  les  mêmes 
parceqïCils  se  rapportent  aux  angles  qui  déterminent  la  posi- 
tion du  plan  sur  lequel  on  fait  la  projection  de  toutes  ces  aires  : 
les  fkcteurs  de  ces  cosinus  seront  les  diverses  projections  de  ces 
aires  sur  les  plans  coordonnés  respectifs.  Faisant  la  somme, 
il  est  visible  que  nous  retrouverons  l'équation  précédente ,  en 
désignant  par  P  la  somme  de  toutes  les  projections  des  aires 
sur  le  plan  donné ,  et  par  p ,  /?',  p"  les  sommes  de  leurs  pro- 
jections sur  les  plans  coordonnés  respectifs. 

278.  Concevons  maintenant  trois 'nouveaux  a^es  af/,  j'/,  2/0 
aussi  rectangulaires  j  que  l'un  de  leurs  plans  Xtyt  soit  celui  que 
nous  venons  de  considérer,  ce  qui  donne  l'équation  précédent^ j 
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pufe  raisoniidas  de  mèbae  po^l*  les  èewL  autres  pkus  a^yf,  «/B/; 
-nous  aurons  en  outre , . 

F=^ oos^ +p  cos ^ +/ cos /, 

F==/i  cos  y +)o' cos  •  4-^"  tt»  y"; 

fifi^  l^\  yyy%  sont  les  angles  formés  par  chacun  des  deu« 
jaxes  x/,y/y  tracés  dans  le  premier  *plan ,  avec  les  premiers  axes 
coordonnés,  angles  analogues  a  et,  af,  a,"  qui  sç  rapportent  a^ 
nouTcl  axe  «'.  Bien  ^entendu  qu'on  -é 

cos*  a  +  cos*  et  +  cos*  éé*  =  i  , 
çQs*  iS  +  cos*  iS'  +  cos*  /S"  =  I  , 
COS*  y  +  COS*  y'  +  COS*  y*  -tir  1  , 

cos  oL  cos  otf  +  cos  et  cos  ce^'  +  cos  et'  cos  a'  =  o , 

COS  i8  cos  /Ô'  -f-  cos  iS  cos  iS"  +  cos  fi'  cos  iô"  =:=  O  , 

cos  y  cos  y'  +  cos  y  cos  y"  +  cos  y'  cos  y"  =  o . 

Les  trois  premières  équations  sont  démontrées  p.  23  ;  les  sui- 
Tantes  expriment  que  les  nouveaux  axes  sont  rectangulaires; 
bn  les  tire  de  (x)  lorsque  ^  -=  90°.  Formons  les  carrés  de  nos 
valeurs  de  P,  P',  P"et  ajoutons.  Les  cosinus  des  termes  se  ré- 
duisent à  I ,  et  ceux  des  doubles  produits  à  zéro,  en  vertu  des 
relations  précédentes;  on  trouve  donc 

p*4.p'»  +  p"»=rp*+p'«4-y^,  ....  (3) 

équation  indépendante  de  la  positidn  des  nouveaux  axes  ^  et  qui 
prouve  que  la  somme  des  carrés  des  aires  planés  dans  V  espace^ 
projettèes  sur  trois  plans  rectangulaires  (pielconques  ^  est  conr^. 
stantej  quelles  que  soient  les  positions  de  ces  plans.  Cependant 
chaque  terme,  pris  en  particulier ,  varie  avec  leurs  situations^ 
la  somme  des  carrés  ne  peut  donc  rester  la  même  qn'auts^nt 
que  les  uns  croissent  quand  d'auti*es  diminuent. 

279.  Cherchons,  maintenant  la  position  des -plans  pour  les- 
quels deux  des  termes  /?',  p"  seraient  nuls,  car  la  soramp  des, 
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carrés  des  projections  se  réduisant ,  pour  l'un  des  fhoksyfX,,  a  />*» 
sera  la  plus  grande  possible,  ce  qui  lui  fait  donner  le  nom  de 
plan  du  maximum  des  aires.    . 

Pour  les  nouveaux  plans  coordonnés  ainsi  disposés ,  p'  etp' 
étant  nuls ,  on  a  P=pcosii,    P'z=pcos/8,    V^  zzzpcosy  , 

et  p»==P»  + F» +  ?•»,....  (4) 


C0Se6=       ■     -  y 

V/P»  +  F*+F* 

y 

P* 

cos  y  =  — r=r—   ■  . 

V^F^  +  F^  +  P*» 

Tek  sont  les  angles  formés  par  les  premiers  axes  avec  l'un  des 
nouveaux  axes,  celui  z/  qui  est  perpendiculaire  au  plan  j^/X/  du 
maximum  des  aires.  Ainsi ,  connaissant  les  sommes  P ,  F,  P'^  des 
projections  de  nos  aires  sur  trois  plans  rectangulaires,  quelcon- 
ques ,  ces  expressions  détermineront  la  position  du  plan  maxi- 
mum par  rapport  à  ceux-ci  :  il  u^existe ,  comme  on  voit ,  qu'un 
seul  plan  qui  jouisse  de  la  propriété  dont  il  s^agit,  quand  l'ori- 
gine reste  la  même. 

Et  puisque,  si  l'on  prend  un  plan  quelconque  faisant  l'an- 
gle ç  avec  le  plan  du  maximum ,  on  a  pour  la  comme  des  aires 
projetées  sur  ce  plan , 

N  =p  cos  ^  =  V/(P'  +  P'*  +  P")  <ios(p, 

on  voit  que  i^.  pour  tous  les  plans  parallèles  entre  eux ,  ^  est 
le  même ,  et  la  somme  des  projections  reste  constante  y  2^.  tous 
les  plans  parallèles  à  celui  du  maximum  des  aîre^  jouissent 
de  la  même  propriété;  3®.  plus  les  plans  font  un  angle  voisin 
.de  90° ,  et  plus  la  somme  des  aires  décroît  ^  cette  somme  est 
nulle  pour  tous  les  plans  perpendiculaires  à  celui  du  maximum. 
280.  Soît  représentée  une  force  dans  l'espace  par  une  lon- 
gueur âB  (fig.  i54)  prise  sur  sa  direction  ]  le  moment  de  cette 
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force  ^ar  rapport  à  un  point  quelconque  G  est  le  produit  de 
AB  par  la  distance  CD  de  la  force  au  point,  produit  qui  est 
double  de  l'aire  du  triangle  CAB  =  k.  Or,  si  PoU  projette  ce 
triangle  CAB  sur  un  plan  quelconque ,  on  aura  un  autre  trian- 
gle dont  la  base  sera  la  projeètion  de  AB,  ou  de  la  force  y  et 
la  bautenr ,  la  distance  de  cette  projection  à  celle  du  point  C. 
Ainsi  le  double  de  l'aire  de  ce  dernier  triangle  sera  le  inoBiei;it 
de  la  force  projetée  par  rapport  à  la  projection  de  C.  Nous  pou- 
vons donc  remplacer,  dans  tout  ce  qu'on  rient  de  dire /les  aires 
par  les  momens  des  forces  dans  l'espace,  et  les  projections  de  ces 
aires  par  les  momens  des  forces  projetées.  L'équation  (  2  ) ,  par 
exemple,  fera  connaître  la  soikime  V  des  momens  de  toutes  les 
forces  projetées  sur  un  plan  donné ,  quand  on  aura  le»  sommes 
P  p'  p"  ^^^  momens  de  leurs  projections  sur  trois  plans  coor- 
donnés, ces  momens  étant  pris  relatitement  aux  projections 
4'un  point  quelconque  dans  l'espace. 

Ainsi  l'équation  (  3  )  proure  que  la  somme  des  carrés  dê& 
momens  ^s  Jhrces  projetées  sur  trois  plans  rectangulaires  est 
cons^ntBj  et  les  formules  (  4  )  déterminent  la  position  d'un 
plan  qui  jouît  de  la  propriété  d'être  celid  du  maximum  des 
momens» 

281.  Ijorsqu'un  système  de  forces  dans  l'espace  est  en  équî- 
lilùre  autour  d'un  point  fixe,  en  prenant  ce  point  pour  origine 
des  coordonnées  et  dès  momens,  les  équations  (T)  p.  53 ,  qui 
caractérisent  cet  état,  désignant  que  chacune  des  sommes  des 
momens  des  forces  projetées  sur  les  trois  plans  sont  nulles  ;' 
équivalent  à  cette  condition  que  le  moment  maximum  est  nulj 
puisque  l'équation  P*  +  P'*  +  ^^*  =  o ,  ise  partage  nécessaire- 
ment en  trois  qui  ne  sont  autres  que  (Y). 

Et  si  l'équilibre  a  lieu  autour  d'un  axe  fixe,  l'équ.  Z,  p.  55, 
revient  à  dire  que  cet  axe  est  situé  d'une  manière  quelconque 
dans  le  plan  du  moment  maximum^  puisqu'alors  cos  et'  ==  o 
donne  P  =  o,  qui  équivaut  à  l'équation  (Z). 

282.  Lorsqu'un  système  libre  se  meut  dans  l'espace  et  qu'il 
n'est  soui^is  à  d'autres  forces  accélératrices  qu'à  des  acticma 
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nmtueUea  et  de»  f^eet  dirigées  Ters  un  centre  pris  poiir  orî-^ 
gine^  nous  «tom  dénwntvé  (275^  3^)  que  les  binômes 
des  équations  («")  étant  constans,  les  sommes  des  aires  dé-* 
crU^parlas  rayons  ^eoteors ,  mnhipliées  par  les  niasses^  crois-* 
sent  prqpQt'tiùi^ellement  aux  temps.  Mais  il  suit  de  ce  qu} 
yîent  d'être  «&posé>  qu'il  existe  mx  plan  unique/  passant  par 
l'origine;  pour  lequel  la  somme  des  protections  des  aires  et 
diUe  des  momens  sont  des  maximums»  Il  en  faut  donc  con-** 
filur^  <pie  si  l'on  change ,  dans  les  expiations  (4)>  P»  P'i  P%  en 
jL>  S.»  9 ;  on  aura  la  position  4e  ce  plan;  et  comme  ces  Tar4- 
leurs  de  cos^^^  cosiS^  opsy^  sont  constantes^  ^ce  plan  ne 
change  pas  qu^d  le  ^jstèfn^  se  meut,  ce  qui  l'a  fait  nom-« 

.  DiQQCy  dans  tout  système  en  m^ui^ement  libre j  il^  hxiste  un 
f^è  immobile  j  plan  dont  nous  $ai»ons  trouifer  la  situation, 
qui  Jouit  de  la  proprié  té. que,  dans  quelque  positipn  que  -soit 
aoiené  le  ^stème^  la  sQnyne  d^s  pfojectipns  des  aire^  ^éùWktes 
par  les  rayorifi  vecteurs  i^mltipliées  par  les  fna^ses  respeor  [ 
tipes  est  constante  etmàxinmnkj  pourvu  que  les  fprce^  nç  .couff 
sistent  qu'en,  actions  mut^elles  aes  parties.  Ce  plan  passe  par 
l'origine  qui  est  d'ailleurs  arbitraire ,  en  sorte  que  tout  pl^ 
parallèle  remplit  les  mêmes  conditions;  il  est  aussi  le  pla^  du 
maximum  des  momens.  Et  s'il  existe  en  outre  des  forces  quî 
tendent  constamment  vers  pn  centre,  la  même  propriété  aura 
encore  lieu  ;  mais  il  faut  alors  prendre  ce  point  pour  ori- 
gine des  coordonnées,  des  aires  et  des  momens.  C'est  à  M»  dç 
Laplace  qu'on  doit  la  connaissance  de  ce  théorème.  J^.  Méca^ 
niqiie  céleste,  I.  p.  58. 

283.  Tout  ceci  a  Heu  quelle  que  soit  l'origine  des  coordon- 
nées :  transportons  donc  cette  origine  du  point  arbitraire,  ou 
eHc  était ,  au  centre  de  gravité  du  système ,  en  changeant  res- 
pectivement Xfjjf,  et  Zf  en  a  -|-  a;/,  b+y,,  c  +  z/  pour  la  mo- 
técule  77t;  en  a  +  ^o  b  +  y/,  c  -i-  z/j  pour  ;»',  et  ainsi  des 
autres;  le  centre  de  gravîté  du  système  change,  iï  est  trài ,  de 
place  dans  ^espace  ;  mais  dans  tous  les  mouvemens  qu'il  fait , 
^pe  (Centre  empQrte  avec  lui  les  nouveaux  axes  "x/;  yr,  Zf,  qui 
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restent  sans  cesse  parallèles  aux  premiers  dans  toutes  leurs 
positions  auccessiTesj  a ,  byc  Tàrient  ^i?ee  le  tcifips  i. 

Formons  la  quantité  xd;y  —  ydx  qui  entre  dans  la  i"^*  équa- 
tion {t")  ;  iw}us  auF€Hfi5^  .  ,  .  r 

{adb  — ;  bda)  +  {x,dy,  — yidxi)  -J-  {x/djb  ^^d^y+iad(y,'-bdx,) . 

Multiplions  par  ni)  puis  affectons  successiTcment  les  lettres 
m  y  jc/',  j'/d'accens,  poiir  obtenir  les  résultats  relatifs  aux  naolé- 
cules  m  y  m  ,.^'y  enfin  faisons  la  somme  de  tous  les  résultats 
pour  comjposer la  quantité  2 .  (  xdy  • — ydx  )  m ,  nous  aurons^  au 
lieu  delà  1^*  des  équations  (it"), 

Lde^sz  {adb-^bda)M  +  ^  (x/dy/'^yfdx/')  m 
•+- dbX.mx/^^daX.my^'^  aX\mdy,  —  bX,mdxr> 

Mais  puisque  la  nouveller  origine  est  au  eejitre  même  de  gravité 
dont  les  coordonnées  sont  à,  é,  c,  on  a  les  relàtlions  { i  et  2  p.-  Sf'jviy, 
/  c^t-à-^tr»  qne.^tmxf ,  ^my,  et  leurs  différentidllea  sont 
nulles  t  Ja  :j®  ïigne  de  notre  équation  dîapapatt  èfi  vertu  dé  ces 
conditions.  •     ' 

Nous  admettons  d'ailleurs  que  le  système  i?.'a  aucun  point  fixe 
dans  Tespace,  et  que  les  seules  forces  accélératrices  qui  le  sol- 
licitent sont  des  attractions  ou  répulsions  mutuelles ,  ce  qui  em- 
porte les  conditions  que  les  aires  soient  proportionnelles  aux 
tepi^pSj  quç  L ,  K  iN  soient  des  quantités  constante^ ,  et  q;ue  If 
ip^ntf6  de  cavité  ait  un  mouYen]^ent  uniforme  et  rectiligi|e« 
jVfaig  alors  aussi  adb  — <  bda  est  le  doubla  de  la  projection  sur  le 
plan  des  x,  yty  de  Faire  élémentaire  décrite  dans  l'espace;,  pair 
4aQt  l'înstant  dt,  par  le  rayon  vecteur  me^é  4e  la  i^®  origi^pau 
ûW^tl^e  4^^aVUé*  Puisqu'on  a  {p.  375) 

az=z i»^4- «V  bz=.^t  +  §!,  d'où  da-==z(Ldi^  db  =  fidt 

'  Le  teriàe  adb  —  bda  devient  {a'  fi  —  et  fi')  dû.  Ainsi  les  trois 
équations  (^)  deviennent  par  ees  calculs,  répétés  sur  chacune 
a'éHes 
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Telles  sont  les  équations  des  aires >  après  la  transformation  des 
axes  fixes  en  mobiles  :  et  puisque  tout  est  ici  constant,  excepté 
les  termes  affectés  du  signe  X ,  on  Toît  que  le  principe  des  aires 
a  paiement  lieu  par  rapport  à  trois  plans  mobiles  emportés  par 
le  centre  de  gravité,  comme  il  subsistait  pour  les  trois  plans  fixes 
primitifi  \  seulement  les  termes  constans  ne  sont  pas  les  mêmes. 
284  Par  conséquent  nous  pouvons  reproduire  ici  les  calculs 
et  les  raisonnemens  des  paragraphes  précédons ,  et  nous  saurons 
trourar,  comme  n^  279,  la  position  du  plan  vnvariahle  ou  du 
mcueimum  des  aires  et  des  momens  ;  ainsi  il  existe  un  certain 
plan  pàssaiit  par  le  centre  de  gravité  de  tout. système  libre,  pa- 
rallèlement au  premier  plan,  et  qui  jouit  de  la  pt«^ri^  d« 
donner  m  =  n  =  o  dans  les  équations 

X,{x/dy,  —  yfdxf)  m  ^=^  Idi, 
X  {Xfdz,  —  z,dx/)  m  =  hdt, 
^.{ytdzt  —  z^dy/)  m  •=  ndt, 

La  position  du  plan  des  Xtyt  dont  il  s'agit  ici,  sera  toujours  fa- 
cile à  déterminer  à  chaque  instant ,  puisque ,  contenant  le  centre 
de  gravité ,  il  est  constamment  parallèle  à  celui  qui  passe  par  la 
l'f»  origine  et  jouît  de  la  même  propriété. 

Il  est  donc  prouvé  i®.  que  dans  tout  sj^stème  libre  j  animé  par 
de  seules  actions  mutuelles j.  il  existe  un  plan  invariable  sur  le* 
quel  les  aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs^  projetées  sur  ce 
plan  et  multipliées  par  les  masses  respectives  ^  est  un  maximum, 

2®.  QuHl  n'existe  qu'un  seul  plan  remplissant  cette  condition, 
du  moins  parmi  tous  ceux  qui  passent  par  une  origine  donnée. 

3^.  Que  la  somme  des  aires  est  nulle  j  en  les  projetant  sur  tout 
plan  perpendiculaire  à  celui^i. 
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4^.  Que  si  le  centre  de  gravUi  est  pris  pour  origine  j  de  s&rie, 
que  le  plan  invariable  se  mew>e  açec  le  corps ,  ce  plan  dermeurera 
toujours  paraUèh  à  lui-même. ,  .  \^ 

IL,  P^inçip^  desf^e^  viffes  et,<tç  h  moi^r^  action. 

a85.  Au  lieu  de  rapporter  les  parties  du  s^v^tème  au  centre 
de  gravité ,  nommons  Xyjf,  z  les  coordonnées  "de  la  molécule  m, 
relativement  à  troi^  axes  ûqmobiles;  x,y,  af,  celles  de  m!  etp-Mj 
reproduisons  le  raisonnement  du  n®  271  pour  trouver  les  forces, 
imprimées  et  celles  qui  ont  lieu  /puis  en  déduire  les  forces  dé- 
truites en  TcrtA  de  la  liaison  des  pai^ties  du  syst^e  :  nous,frx)u- 
vons ,  en  recourant  au  priçicipe  des  vitesses  virtuelles  démontré 
p.  1 79,  qu'on  a  pour  exprimer  l'é^juilibre  de  translation , 


2.  m 


/  û?^  .       .    dy  .       .     d'z  ^   \ 


n  faut  concevoir  sous  les  signes  2  aut^ant  de  termes  de  mêmes 
formes  qu'il  y  a  de  molécules  dans  Iq  système,  en  marc^uant  ces 
termes  d'^ccens di£férens.  Ici  fx,  ^x'.,,  sont  les  élémçns  qu'on 
suppose  parcourus  9  durant  le  temps  dt,  dans  les  sens  des  axes  , 
par  les  molécules  m,  m\  . .,  en  attribuant  au  système  un  petit 
mouvemenf.  Mais  à  qudqijies  conditions  q^e  soiei^  assujettis  ces 
points  dans  leurs  déplacemens  y  on  peut  les  représenter  par  des 
équations  ^ctioa$^«,  y,jç,  a{,  yf,  /,. ...  fit  deil.  §9^  9=  o 
une  de  ces  l'dation^i  rf'f  ala  forme  (Go9rs4^]tfat|i.,  9^  885). 

On  aura  «lutaiit  de  ces  é^uatioi^s  yariées  qu'il  y  a  de  conditions 
imposées  f  =  o ,  f ^  =  o. .  •  ;  ces  relations  devront  sàryir  à  dé- 
terminer un  égal  nqn^^re  4^  variations  fxyi'^*. . ,  doj^ton  de- 
vra substituer  ensuite  les  valeurs  dàns4'équation  ci-dessus  :  puis 
on  partagera  Péquation  ainsi  obtenue  en  autant  d^autl^es  ^u'il 
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^  restera  de  TariAtions  arbitraires.  Telle  est  la  marche  ordinaire  à 

ces-sortes  de  calculs  (  V.  p.  i8o). 

Mats  XfY,...  sont  des  fonctions  du  temps  i\  ^  doit  par  consé- 
.  quent  varier  avec  i.  En  dîfFérentîant  donc  ^  =  o  par  rapport  à  e, 

c'est-à-dire  en  se  serrant  du  sîçne  d,  au  lieu  de  J^,  il  est  clair 

qu'on  trouvera  -j-  dx  -|- ..  •  =  o ,  savoir ,  la  même  équation  que 

précédemment  en  changeant  ^  en  d  :k  moins  cependant  que  ç 
ne  contienne  explicitement  t,  car  il  y  aurait  alors  un  terme 

^  dty  qui  n'existe  pas  ci-dessus.  Donc  ^  ce  cas  excepté,  c'est-à- 
dire  totites  les  fois  que  lés  équations  de  condition  du  sjstëme  lie 
<^ntiennent  pas  t^  on  peut  changer  ix,  ^,.  •  •  en  û&p,û^,.  . . 
dans  l'équation  générale.  Ainsi 

S .  /re  (  lUx  +  Ydy  +  Tdz  ). 

Mais  on  sait  que  la  vitesse  f  de  la  molécule  m  est -^ 

=V^r ^ jj  il  est  donc  évident  que  le   i*"^ 

membre  de  notre  équation  équivaut  à  une  somme  de  termes  de 
là  forme  \d{ /wv* ), d'oti  intégrant 

Or/  (  ISddx  +  YûJ^  -|-  Zdz)  est  une  intégrale  exactç  lorsqu'il 
n'y  a  que  des  forces  attractives,  car  il  suit  de  ce  qu'on  a  dit  (276)  ^ 

que  mX.dx=::^  (x  —  «')  dx ,  etc.  Si  l'on  réunit  les  termes  qui 

proviennent  des  attractions  de  m  et  m',  on  trouve 
*  •  - 

quantité  visiblement  :==  ^  (  J  rf.  A»)  =/f  A 5/estuttè  fonction 
de  A,  Mïsîifdà  est  intégrable.  On  en  dira  autant  des  autres  par-:^ 
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tîes  dé  ^expression.  £iî  désignant  l'intégrale  du  2*  membre  de 
l'équation  (m")  par  a|/  ,  on  a  donc 

2.77J^*  =  A  +  ii^-vj/ .  . .  ;  (f'O- 

On  détermine  la  constante  A  d'après  des  valeurs  simultanées 
de  V  et  4^  données  par  les  conditions  du  problème  :  soient  p  et 
4^'  ces  valeurs ,  on  a  2  •  m  (  i'*  —  i/*  )  =  a  (  %J/  -^  «4/'  ).  Ainsi  dans 
tout  système  qui  n'est  soumis  qu'à  des  actions  mutuelles ,  ou  à 
des  attractions  dirigées  vers  des  éentrés  fixes,  en  supposant 
même  que  diverses  parties  soient  assujetties  à  se  mouvoir  sur  des 
lignes  immobiles  données,  la  somme  des  forces  vives  de  toutes 
les  m^blécules  j  doit  satisfaire  à  V équation  (  u''  )  j  et  Ifaccrsisse- 
m^nt  que  cette  somme  éprouve  d'un  instar^t  à  l'autre  ne  dépend 
nullement  des  courbes  décrites  par  chaque  point  j  jnais  seulement 
de  leurs  positions  respectives  à  ces  deux  instans.  Cest  en  cela 
que  consiste  le  principe  connu  sous  le  nom  de  la  conservation 
des  forces  vives  (  2o4  ).  La  siomme  des  forces  vives,  ou  la  force, 
vive  totale  du  système ,  est  constante^  si  lé  système  n'est  sollicité 
par  aucune  force. 

286.  La  somme  des  fqrces  vives,  ou  "Z,mv*y  est  un  maximum 
pu  un  minimum  en  même  tenips  que  la  fonction  %^^  savoir ,  quand 
il  arrive  qu'on  a 

(i4'  =  o,  ou  S./?i(XrfAr-pT^  +  Zû2z)=o. 

Qe  «as  a  lieu  quand  le  système  vient  à  prendre  une  position  où 
il  demeurerait  en  repos  s'il  y  était  tout  à  coup  attaqué  par  les 
seules  forces  accélératrices  X,  Y,  Z,  etc.  :  car  le  jJrincipe  des 
vitesses  virtuelles  apprend  que  dans  le  cas  d'équilibre  supposé 
entre  ces  forces ,  on  doit  avoir  2 .  tti  (X ^  ar  +  Yiy  +  Z ^  «)=o  ; 
et  on  sait  d'ailleurs  qu'on  est  libre  de  cbanger^  les  ^en  d,  ssjkàv 
û?4'  =  0.  Par  exemple ,  un  ellipsoïde  pesant,  formé  de  coucbes 
homogènes,  qui  roule  sur  un  plan  horizontal,  a  la  somme  des 
forces  vives  de  tous  ses  points  la  plus  grande  ou  la  moindre  pos- 
sible ,  quand  l'un  dés  sommets  coincide  avec  le  plan;  parce  que 
dans  ces  situations,  l-équilibre  subsisterait  entre  tous  les  poids 

25.. 
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de»  molécules  I  ai  on  Vy  posait  un*  v^pos*  On  démontre  d'ailleurs 
que  le  maximum  répona  à  VéqwUbrestçblàj  e'e^trà<-dire' &  celui 
qui  se  rétablit  quand  on  en  écarte  un  peu  le  corps  \  le  minimum 
apparjtient  au  caa  contraire  (  Y.  n^  356  ). 

287.  Prenons  la  variation  de  l'équation  (z^'),  c'est-à-dire  dif- 
férencions en  cbangeant  déni" y 

à  cause  de  la  i<^«  des  équations  do  n^  aSS.  Mais  ds  étant  Parc  dé- 
crit par  m  dans  le  temps  di^,  cb'par  m^,  etc.,  on  a  ck^=zpdt^ 
dJ  ==  i^dt,    .  savoir , 

D'aiUeurs  A  =  v/(  Ap'  +  ,^*  +  ^*  )  >  prenant  la  variation  » 
on  trouve  à  cause  de  du  =:  i>dt^ 

^.        dx.idx  +  dy^i^dy  +  dz.f'dz 

*'•= ^^g , 


v./&=^.^,+|.cf^+g.c*^.. 


CoBowe  les  signes  J^  et  et  se  r^pportfvnt  k  des  opérations  indépeu-^ 
dantes  l'une  de  TifLutn;,  no^  a^oiis  cbaufté  i}(f  ea  dt.,  cQ|i£or* 
m^ent  aux  rëgles  ordinaires  du  calcfil  des  variations  (  Coni^ 
de  MatL ,  n^  885)^  Q^te  équation  revient  visi^çiii^nt.è 

^d^.fx^d^fy^dpM. 
i  di  du    <         dû 

Il  faut  en  dire^ijifiai^  pp^cl^^^guamojlé^    du  système;  mut* 
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tipUoils  par  m ,  puis  marquons  les  lettres  d'acoens  et  a)cwtooi»  : 
cette  dernière  partie  donsera  ^^ .  mdsty,  à  cause  de  Vécpiatkm 
ci-dessus ,  et  on  aura  ^ 

X.m(i^Jtd8  +  dêi'p)  —  dl   — »    ■    ■    ''^Y — '  J>        ' 

Le  i*""  menAhs  eit  »  t.m^  <  ^«b  ).  Eo^ti  intégrant  rdàtSVe^ 
ment  au  temps  k  elikiigeÉriat  /^  éh  ^f,  iparcè  qiie  le  signe  /  ne 
-ptmiàfÀ  Tèffivàer  qiie  lesVi^bdiIes  ^  et  a  y  n'a  aucune  râitlioii 
ayeclessigiieilXèt/^fltWt  * 

La  constante  G  est  ikille,  si  Ton  suppose  que  daùs  tous  Icfc 
jMrints  o&  oommencent  les  intégrales /i^^^^  on  ait  «Rvy  J^ëtH 
nuls;  si  de  plus  èH  admet  qu'au  terme  où  finis^ht  cek  âi\é^ 
grales  ces  Tariations  sôitt  àiissi  âulles^  là  fraction ,  et  p^  coilsé^ 
quent  le  a*  membre,  seri  t=  o  :  ddnfe 

S^/(i»«fc  )  =:=.o. 

Cette  équation  exprime  que  la  fonction  2 .  th/^cJIs  est  un  m^i-? 
mum  ou  un  maximum ,  théorème  qui  constitue  le  principe  ds 
la  moindre  action  ^  dontyoici  l'énoncé.  Dans  le  mom^em^ni  d^ug^ 
système  quelconque  de  corps  animés  par  des  firces  mufMelle^ 
d'attraction  j  ou  tendantes  à  des  centres  fixes  ^  et  proportiojiifiifilles 
à  des  fonctions  quelconques  des  distances  j  les  courbes,  décritù^ 
par  les  différons  corps  et  leurs  i>ites8esj  sont  telles  que  la  somiftf 
des  produits  de  chaque  nmsse  par  V intégrale  de  sa  pitessf^  t^lr 
tipliée  par  ^élément  de  courbe j  ^st  un  maximum^ou  un  nUniffmpf^ 
pourpu  que  Von  regarde  les  premiers  et  les  derniers  poififs  ^ 
chaque  courbe  comme  donnés.  .  1    ; 

Comme  i^ds  r=  i^^dt^  notre  théorème  équivaut  à  dice  qnç 
l.fmi^dt  est  un  minimum  ;  or  fmp^dt  est  la  somme  des  forceç 
vives  de  la  molécule  m  dans  tout  le  temps  qu'on  considère;  d'o^ 
Von  voit  que  le  principe  de  la  moi«dre  action  revient  à  dire  que 
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la  Mûmme  dês  forces  vives  'de  èhaquê  point  du  àystèmej  dans 
ioUU  la  dutée  du  mbih^e ment  pour  passer  dfUn  état  à  un  autre 
donnés^  ejst  un  minimum* 

On  peut  voir  dans  la  Méc^ique  analytique  dé  La  Grange  , 
sectio^  IIT,n**  4^,  p.  299,  comi^^ent  le  principe  que  bous  ve- 
nons de  démontrer  peut  servir  à  déterminer  le  mouvement  des 
.  coi^sfet  tiefit  lieu  des  sixéqtiations âjénérales  (r''  et  /). 

,  Lorsqu'on' ne  considère  qu'un  popat  matériel  mobile,  l'équa- 
tion précédente  devient  simplement  i"  ifi^s)  -^  o,  ainsi  /(i^A) 
est  un  minimum,  pourvu  que  ïes  forcer  .soient  teUes  que  la 
fonction  XJar  +  Yc^  +  Zdz  soit-  une  difiFérentielle  exacte.  La 
vitesse  p ,  et  par  suite  vds  sera  alors  coninu  en  a?  ,\y,  2  :  or ,  le 
principe  de  la  moindre  action  se  réduit  à  dire  que  le  mobile  qui 
pf  rt  4'ui^  point  donné  pour  arriver  à  un  autre  point  aussi  donné, 
cbois^  la  ^qpur{)fi  pour  laquelle  fvds  prise  entre  ces  limites  esf 
luij^in^muia,  et  cela  que  le  mobile  soit  ou  non  libre  dai;i9!ses 
mpuvpufi^f  ;  seulement  s^il  est  aasujqtti  à  rester  sur  unesurface 
donnée,  la  trajettoire  est  celle  de  toute»  Içsi  courbes  qui  jiSont 
tracées  dont  la  valeur  fi^ds  est  la  moindre. 

Et  s'il  n'existe  aucune  force  accélératrice ,  comme  i^  est  con- 
stant (204) ,  c'est  ifs  y  ou  plutôt  l'arc  s  qui  est  un  minimum  ;  en 
sorte  tjuè  la  coui^e  décrite  par  le  niobilé  est ,  dans  ce  cas,  la 
plus  èourte  qu'on  puisse  tracer  sur  la  surface  du  point  de  dé- 
part ^ù  point  d'arrivée  ;  et  vu  l'uniformité  du  mouvement , 
l'espace  est  parcouru  dans  le  moindre  temps  possible. 
''^i86^  (Juaiid  ïe  système  consiste  en  un  corps  solide,  toutes  nos 
é^àatidns  ont  pareillement  lieu;,maisondoit  considérer  la  par- 
ticule m  comme  la  différentielle  de  la  masse  M  dé  ce  corps  ,, 
produit  de  &a  densité  D  par  son  volume,  M  =  ST^d3çdydz\  alors 
S  désigne  Une  in^;égrale  a  prendre  dans  tpute  l'étendue  du  corps. 
Les  seconds  membres  dés  équations  (  r''  )  sont  S.Xc^M ,  S.  YclM 
S.ZcRVf;  ces  équations  sont  relatives  au  seul  mouvement  du 
centre  de  gravité,  et  ne  présentent  pas  d'autres  difficultés  que 
lorsqu'il  s'agit  d'un  seul  point  mobile.  Il  n'en  est  pas  de  iriême 
des  équations  (^)  qui  expriment  les  circonstances  du  mouvcr 
ment  de  rotation  du  corps  autour  du  centre  de  gravité  comme 
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s'il  était  fixe.  Mais  comme  nous  allons  passer  à  Texamen  iu  mou^ 
Tement  d'un  corps  autour  d'un  point  fixe,  il  sert^  facile  d'ènl  dé«- 
duîre  ce  qui  se  passe  quand  ce  point  est  le  centre  de  gravité ,  e^ 
de  compléter  ce  qui  se  rapporte  aà  mouvement  d'un  corps 
solide  libre.  On  n'oubliera  pas  que  les  signes  /  et  ^  se  rap- 
portent à  t,  c'est-à'-dire  aux  variations  de  position  des  parties 
du  corps  I  tandis  que  S  désigne  une  intégration  relative  aux 
dimensions  du  mc{bile- 

Xî.  Di^  mouyfement  dfua  corps   solide  retenu  par  un  point 

fixe, 

289.  Prenons  pour  origine  le  point  fixe  auquel  le  corps  est 
attaché  y  à  l'instant  t^  les  forces  accélératrices  qui  agissent,  vs^ 
la  molécule  m^  étant  décomposées  en  trois  x^y^z^  p^fall^lç^  à 
des  axes  rectangles  x,yyZyOn  reproduira  le  tablea\i  delà  p.  Î7 1 , 
entre  les  forces  imprimées  et  les  forces  c^ui  subsistent  ai]|  bout 
du  temps  >. 

Les  forc^  moti^ices  effectives  seront  réduites  à  l'état  d'équi- 
libre, si  l'on  applique  les  forces  imprimées  en  sens  contraire ,  en 
ayant  toutefois  égard  à  la  liaison  des  parties  du  système.  L'équi- 
libre autour  de  l'origine  fixe,  exige  qu'on  ait,  entre  les  forceji 
motrîceS;  les  trois  équations  (ji)  p.  5^  :  donc  (^  p,  874) 

^. _- jn  z=.  S.(Xz  —  7tx)  m  y 

air  *  (^     . 

j^y£L^^£l  m  =  T^.ify   -  Yz)  my 

le  signe  S  se  rapporte  à  toutes  les  molécules  my  m'y  m^ ....  ; 
les  forces  accélératrices  sont  données  en  fonction  des  coordon- 
nées et  du  temps.  Multipliant  par  dty  les  i*'*  membres  sont  in- 
t^ables,  et  nous  supposerons  que  less^onds  le  scmt  pareille^ 
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muent  J(^9m.aYOiii;  ru  p.  37Q  que  c'est  ce  qui  arrite  dam  les  cas 
les^pUis  ordinaira^  éans  fat  iiatore.  ]P0soiM:dpnc 

5./(Xa  —  Z^r)  mûf^  =  KA (i)      . 

S./(Zy  ^  T«)  W/ =  N,J 
et  nouA^àUroos 


— j /ii  =  K.V. 


X. 

2. :r. /»  =  K.> (2) 


Voyons  comment  ces  équations  feront  connaître  les  circon- 
stances cië  inotivetnent  au  corps  à  un  instant  t  quelconque. 

2|^& 'Concevons  trois  autres  jaixes  rei;t^i6gulairés  x,,j,,z, 
fixée  daiis  te  corps  ei  mobiles  avec  lui  ;  ces  axes  le  rencontrent 
toujours  aux  mêmes  points  et  varient  de  position  dans  Tespace 
pendatit  que  le  corps  toùi'né.  Il  est  clair  que  nous  connaîtrons 
la  situation  que  celui-ci  se  trbuVè  avoirii  tôui  mémént,  si  nous 
savons  qu'elle  est  la  position  qii'out  ^eçue'cës  àxës  mobiles  par 
rapport  aux  premiers  x,y,z,  qui  sont  files  dans  Tespace.  l^our 
transfornier  les  coordonnées  de  Pun  de  ces  èy sternes  en  l'autre , 
nommons  m,  fi,  y  les  trois  angles  que  fait  Faxc  des  Xf  avec  les  x,  y 
et  s^respectiventient^  et -a,  ^^  c  les  eosinus  de  ces  angles^  a'>  h\  c , 
c! ,  V ,  c",  seront  de  même  les  cosinus  des  angles  formés  par  lesyr 
et  %,  avec  les  axes  fixes.  La  théorie  des  ]pn>jectiotis  donne  (G>urs 
deMathém.,n«637) 


=  ojp/  +  o!y,  -+*  a"z,,^ 

=  far,  4.  by,  +  b''zA .(3) 

=  c*/  4-  cy,    +  d'z, .  ) 


Ces  cosinus  ont  entre  eia  une  «bipendanoe  exprimée  |^t  Je» 
équations  suivantes,  dont  les  trois  premièlres  exprinmit  la  rela- 
tion entre  les  angles  qu'une  droite  fait  avec  les  axes  {V.  jp.  tS)^ 
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et  les  trois  dernières  proviennent  de  ce  que  les  nouveaux  axes 
son*  i^èakngôlàJr^;  (Cbûrs  ife  ^athérn. ,  ti*  633.) 

a*   +   è»    +  c*  =:  i,| 

a'*  +  ô'*H-e'-=  i,J (4)  ^ 

^ix  j^  yi^  ^  ^'/ii_  I,] 


{  4-  hV  +  ao'  =  o,| 

e''  +  £r4.cc"  =  oA (5) 

aV'+gV4.  cV==  o.| 


Et  |)uîsqMe  «,  «>  1k"  sontJeç  aiiglea  ^u^  fot^ç  Taxe  des\v  avep 
les  axes  mobilqs  des  Xt\yt  et  2/.,  et  qifê a,  a , a"  Botit  les  cosinus 
de  cejs  aqgles  >  etc. . .  /  on  a  pareill^ln^t 

a*  +  a'»  Ht-  a"*  =  i,j 

A»  +  ya  +  ^..  ^  i,J..;,..(6) 

c»  +  c'*  4-  c"*  =    i>) 

aè  ^  a'^»'  +  ci'V  =  o^i 

ûfc  +  ad  +  aV  =  o,l .(7) 

hc  +  ÔV   +  6V'  =  o.J 

291.  Ayant  dé  fcransfôit^i^le^  éo6rdoniilSes  dans  les  équations 
(ï  et  2)  du  mouvement)  obs^yràs  queleft  s^y^  %  qui  détermi- 
nent la  place  de  la  molécule  w,  varient  avec  le  temps  /^  aussi 
bWq'uëîèsàtiglei«è,iS,y,i'; . ...  'étleiitsèdSÎiitiàâ,B,3. . .  \\ 
puisque  tèà  ttôuveâùx  aie,  eTn^di*tèà  ^aar  lé  dÀ^s;  ^tikàgênt 
Sans  cesse  de  poisïtîon  :  mais  ùcf.y,,  à?/  l'ekettt  a^hstàiÈs ,  ^àf^ 
que  la  molécule  tn^  dailstôbteà  ses  éittiàtlonâ  /  èonserVë  les  mê- 
mes distances  à  ces  axes  qui  suivent  tous  ses  mouyemens.  Ainsi 
x,y,  z,  a,b,,.  varient  avec  le  temps  t,  tandis  que  Xf,yf,  z^y  res- 
tent cônstans. 

Quoique  le  corps  soit  en  i^ouyement  autour  d^  l'origiiie^Çxe^ 
d'autres  points  sont  momentanément  en  repos  :  s'il  existe^en 
effet  dqs  molécules  inunobiles  pendant  Piratant  ^t ,  il  est  aisé 


Digitized  by  VjOOQ IC 


394  DYNAMIQUE. 

dx 
d'en  copnaitre  la  position.  En  effet ,  -r-  est  la  vitesse  de  m  sai-^* 

yant  les  x\  pour  les  mo]||f|iles  en  repos  ^  cette  fonction  doit  être 
nulle.  Tirons  donc  dx  des  équations  (3) ,  t  variant ,  mais  Xr,  yty  z, 
étant  constans  ^  et  égalons  à  zéro  :  disons-en  autant  de  dy  et  dz  >. 
et  pous  aurons  c^  équations 

dx  =  xiia  +  y,da'  +  z^da"  =  o,  1 

f        'dy  =  x,dh  +yfdb'  +  zdb"  =  oS (8) 

dz  =  x/dç  +  y /de'  +  z/dc^  =  o.  j 

Ces  relations  étant  linéaires  et  devant  se  réaliser  pour  tous  les 
points  immobiles ,  on  voit  que  ces  molécules  en  repos  momen- 
tané sont  disposées  en  ligne  droite.  Et  comme  ces  poii^  ne  sont 
fsn  repos  que  pendant  le  temps  J^,  on  a  nommé  cette  ligne  >  i*axe 
instantarhà  de  rotation.  Pour  en  obtenir  la  projection  sur  le  plan 
y,  Zf,  il  faut  éliminer  X/'y  multiplions  ces  (équations  respectives 
par  a 9^^  c,  «t  ajoutons;  les  termes  en  x/  auront  pour  facteur 
ada+  bdb  +  crfc,  ou  la  demi-différentielle  de  la  i'*  équation  (4)  ; 
ainsi  x  disparaîtra.  On  cbasse  de  mémej',  en  multipliant  par 
a',  Vy  ç,  etc.  • . .  Faisons  pour  abréger 


pdt  =  ada'  +  hdV  +  cdc\ (9) 

qdt  ==  a'£fe^+  h'db''^  c'do% 
rdt  =  a^da  +  Vdb  +  cVc, 


et  observons  qu'on  peut,  dans  ces  expressions,  échanger  Vun  en 
Vautre  les  accens  des  lettres  qui  entrent  dans  chaque  terme  ^ 
pourçuqu^on  donne  le  signe  —  au  premier  membre  :  cela  résulte 
des  différentielles  des  équations  (5)  qui  donnent 

ada'  +  bdb'  +  ciic'  =  pdt  -=,  -^  cida  —  etc. 

On  trouve  ainsi ,  tout  calcul  fait ,  que  les  équations  des  projêc^ 
iions  de  Vaxe  instantané  de  rotation  sur  nos  trois  plans  mobiles^ 
sont  : , 

rXf  «=  qyf ,    pyt  =  rZf ,     qz,  =  pûc, (lo) . 
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Oa regarde  iclp^q^  r  Gomme  contras  en  fonctionile  iy  en  sorte 
que  cet  axe  Tarie  sans  cesse  de  position  dans  le  corps  :  nous  ver- 
ix>nt  bientôt  comment  on  détermme'Cis  trois  fonctions  varia- 
bles y  d'après  les  données  de  la  question. 

Il  suit  des  principes  de  l'analyse  géoi^étrique^  que  les  an* 
gles  foripés  par  cet  ^e  de  rotation  avec  les  coordonnées  mo- 
biles Xi,  y, y  z,  ont  pour  cosinus  (G>urs  de  Mathém.,  n^  633,  i*^.) 

g -r P 


Vp'  +  q^  +  r-'      \/p^  +  q-^y      y/p'-¥q^  +  f 

292.  La  position  de  ciet  axe  au  bout  du  temps  t ,  une  fo» 
connue  y  on  la  r^arde  comme  fixe  ^  et  on  cbercbe  la  yitésse  de 
rotation  du  corps  autour  de  cette  droite  :  cette  vitesse  résultent 
de  celle  de  l'une  quelconque  des  molécules,  parce  qu'on  en  tirera 
la  vitesse  angulaire  du  corps.  Soit  ah  (fig.  i53)  l'axe  de  rotation , 
pd  l'axe  des  j^/  ;  prenons  la  molécule  d  qui  est  sur  cet  axe ,  à  la 
distanjqs  i  de Torigine  5 ,  ou  W  =  i.  On  a  x/  =  z/  =  o ,  y/  =  i, 
et  les  coordonnées  selon  les  axes  fixes,  données  par  les  équations 
(3) ,  sont  x^=za^y=zb\  2  =  p' JLes  yitesses  de  ce  point  d daqjs 
les  sens  des  x  ^y,  z ,  sont  donc 

dx        da!        dy       dlf       dz       de' 

4  57      "57'    57     "57'    dt'^dT^ 

V  est  la  vitesse  ahsùkiê  du  point  d  dans  l'espace.  Faisons  le^car* 
rés  des  valeurs  de/)  et  —  y ,  et  ajoutons, 5  il  vient 

(a»  +  a"^)  dd^  +  {J,-  +  è"*)  dU!"  +  (c*4-o'")  dc'^  +' 
ida'dh\ah  4.  aT)  +  T^dcldd  (oc  +  a V)  +  idVdd  {hc  +  i  V).  • 

1*.  Nous  ferons  dans  le  i*'  terme  a*  +a"*  =  i  —  a'%  en 
vertu  des  équations  (6),  et  nous  exécuterons  la  multiplication  j| 
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nmif  ferons  un  calcul  semblaUe  pour  les  deux  ternies  snivans. 
Q?.  D'après  la  i*^*  équation  (7)9  nous  mettrobs  —  a^'^pour 
ab  +  a^b^f  et  ainsi  de|^uW«il>W<>^^>  i^^VM  trouTerons  de  la 
sorte  »• 

{p^  +  j*)  d^  =  da'*  +  db'^  4-  *'• 

—  {u'dcl  +  è'tfiy  +  dW)\ 

Or  les  trois  premiers  termes  sont  =V*cf<';  et  le  trinôme  carré  est 
nul|  comme  Tormant  la  demi-dlfierentielle  de  la  seconde  équa- 
tion (4)  \  dope  notre  équatioh  sç  riédait  & 

or  la  distance  de  la  jpolçcule  d  à  l'axe  àb  est..  • ^ 

fud  =z;  ^c/.sîn  ce  =  siu  tf,  à  cause  de  bdzzzi^  le  cosinus  de 
l'angle  aM  =  «i  est  . 

COSflt  =  — 7—  T         1  ,  d'ot  »in< pb  €  /  /.'■  ■  ;,  7  V  '^ 

pour  en  tîl'er  ia  'ùitesae  angulaire  du  corps  autour  de  taxe  in" 
stantané  de  rotation  (p.  289) ,  il  faut  diviseir  la  Titesse  absolue 
y  de  la  molécule  dy  par  sa  distance  à  l'axe,  ou  par  oi/  =  sin  «: 
ainsi 

vitesse  angulaire  u  =  V^(/>*  +  S''  +  '^)« 

2g3.  Les  valeurs  de  dxj  dy^  dz  données  (Ô)  ne  sont  plus  iiul-^ 
les,  quand  elles  se  rapportent  à  des  molécules  m  qui  ne  sont  pas 
immobiles  >  eu  les  divisant  par  dt,  elles  expriment  les  Vitesse^ 

-TTi  ^,  ^  de  ce  point  matériel  dans  le  sens  des  axes  fixes. 

En  multipliant  ces  valeurs  respectives  par  a^b,  c,  qui  sont  les 
cosinus  des  angles  que  font  les  s,^,  i  avec  Pake  nioï>ile  des  x,, 
on  aura  lès  compc^aiités  de  ces  vitesses  édoti  ècft  axe  Xf,  et  la 
somme  sera  la  vitesse  de  m  dans  cette  direction ,  savoir  : 
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X,  {ada    +    hdb   -f-    cdc) 
\    +  y^  {add  +   hdb'  +    cdc') 
+  z,  Coda"  +  bdb"    +.  cdc"): 

or  b  \^^  ligae  est  nulle  ^  à  cause  de  la  différentielle  de  l'équation 
(4)  :  le  facteur  A^y,  dam  la  2^.  lignp  eal  =spdt,  celui  de  «/  est 
r=  —  7ic?^^  à  cause  des  équations  (9)  et  de  l'obseryation  qui  les 
suit.  Donc  les  vitesses  (P.une  moléculp  dans  les  sens  des  x,fy,€t  z, 
sont  respectivement 

py,—rz,f     qz/'^pxfy     rxf-^qyii 

les  dei^x  demiëres  se  trouvent  par  un  calcul  semblable  à  la  i**. 
Ainsi  ces  binômes,  qui  sont  nuls  pour  toutes  les  molécules  en 
repos,  sur  l'axe  instantané  de  rotation,  et  déterminent  la  si- 
tuation de  cet  axe,  expriment  les  composantes  de  la  vitesse  ab- 
solue de  chaque  molécule  parallèlement  aux  axes  mobiles  des 

•  294-  D  suit  de  ces  cakuts  que  ai  l'on  connaît,  à  un  instant 
donné,  les  valeurs  des  angles  m,  0,y,«ù. . .,  c'estrà-dire  la  po- 
sition çles  axes  mobiles  à  l'égard  des  axe^  fixés,  on  connaîtra  par 
là  mèi^e les  cbsmus  de  ces,  angles  en  fonctioii  de  ^,  et  par  suite 
p,  q  et  r,  puis  la  direction  de  l'axe  instantané  de  rotation^  et  la 
vitesse  angulaire  du  corps.  Mais  avant  de  chercher  ces  neuf  an- 
gl^  en  foQction  d«  t^ps,  obsf^^ons  qn'on  pç^t.  d'a^ ^qq  en 
jexpriper  trois  à  l'aide  des  s}:^.  a^triçs^  £fi.e&t^  élimi^ns  d^abord 
q,  puis,^ ,  entre  les  deux  T**  éqi^atioi^  (5)  ;  ]^i^,anr<ms 

b  {h'a"  —  dlT)  +  c  {(fa"  —  a'c")  =  o, 
a  (aV  —  iV)  +  c  (c'a"  —  h'ç")^  o. 


Posons  i = b't(  ^  fi(b% 

Eu  carrant  ces  équs^tibns  et  ajoutant^  on  a 
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—  i(a'b'a'b'  +  a'c'a'c'  +  l/c'b'c"). 
t>r  le  carré  de  la  3*  équation  (5)  réduit  crtte  dernière  ligne  • 

ainsi  d'après  les  rebtions  (4)>  £'+  n*  +  /*=  t; 
Hais  nos  deax  premières  équations  sont 

lia  somme  des  carrés  donne  évidemment  >  i:=ihc^  nzzzdzbi 
/=d:  a;  nous  préférerons  le  signe  +.  En  recommençant  le  calcul 
pour  obtenir  a',  b'  et  c',  on  trouverait  les  équations  suivantes , 
qui  résultent  plus  simplement  de  ces  dernières  par  un  simple 
échange  dans  les  accens.  Seulement  comme  les  radicaux  com- 
portent dt,  on  doit  avoir  égard  à  la  dépendance  mutuelle  des 
signes  9  ainsi  qu'on  va  le  dire.  On  a 

a^c'V—Vc\  b  =  <io'-^da\  o^VJ-^dV, 
d^^b-^b^c,  b^zzidc^^a,  c'z:^ab'^ba\ 
d'^cV  —bc\     V—cui^dc,     d'=db^ab^. 

Pour  reconnaître  que  iious  avons  en  effet  clioisi  les  signés  coni- 
venables,  prenons^  par  exemple,  l'équation  d  zzz'c'b  —  i^d,  et 
substituons-y  pour  b  et  c  leurs  valeurs  données^  dans  la  !'•  ligne^ 
par  le  calcul  ci-dessus  ;  nous  aurons 

d  =  d{c''^  +  i'^)  —  d'(b'b"  +  c'c")y 

équation  visiblement  identiqtte  d'après  la  3^  équation  (5). 

agS.  Introduisons  maintenant  \.e&  coordonnées  mobiles  dans 
les  équations  (2)  du  mouvement,  n®  289.  Mais  pour  simplifier 
les  calculs ,  prenons  pour  x,,  y,  et  Zf  les  cw^s  principaiiXj  ce  qui 
entraine  les  conditions  (p«  34 1) 
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En  substituant  dans  Féquation  (ji)  pour  rc,  jr. . . . .  les  yalears 
(3)  ,  et  leurs  différentielles  relatiTes  ka,  b^a  , , ,  nous  omet" 
trons  donc  les  rectangles  des  variables  ;  pàvce  que  les  sommes 
de  ces  produits  sont  nulles^  c|uand  on  les  prend  dans  tout  le 
système  y  enfin ,  remarquant  que  a,  6  ,  c. . . . ,  variÀbles  avec  lé 
temps  ty  sont  les  mêmes  à  un  instant  quelconque  pour  toutes 
les  molécules^  c'est-à-dire  ;  sont  constans  relativement  au  signe' 
S,  on  forme  les  produits  xçly  elydx ,  et  Ton  trouve 

2 .  (jxdy  -^ydx)  m  =  (adb  —  bda)  S .  X/^né 
+  {ddV^  b'da')  S .yf^m  +  {a'dV—  Vda")  S-. i^irL 

Mettons  dans  adb  —  bda  pour  a  et  6  leurs  valeurs  l  e\.  ri 
(n®  2g4)^  nous  aurons  précisément  la  même  quantité  que  si 
Ton  effectuait  la  valeur  du  binôme  (c"p'+c'r)dû,  en  se  servant 
des  équations  (9)^  et  ayant  égard  à  l'observation  qui  les  suit. 
Un  calcul  semblable  pour  les  deux  autres  coeffîciens  fait  re- 
connaître qu'ils  équivalent  à  Çcq+c"p)dt,  et  {cr  +  eq\dt. 
Ainsi 

+  (c'j»  +  cq)'Z.  yi'm  +  [pq  +  cV)  S .  zl^m. 

Ordonnons  par  rapport  k  p,  q  et  r,  fet  représentons  par  A, 
B,  C^  comme  p.  342^  les  momens  d'inertie  par  rapport  aux 
axes  principaux  mobiles ,  savoir  : 
# 

d'où  Ac^4-BcV  +  Cc>  =  L; 

nous  poserons^  pour  abréger, 

kq-~q\     Br==/',      ^P^=^p' (n)- 

Puis  nous  traiterons  de  la  même  manière  les  autres  équations 
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du  mouTemeiit»  et  nous  aurons  soçs  cette  forme 

V+*v+5y=^K,5 ;.  (12) 

a^'+aV^a^^      N.y 

Bien  entendu  qu'on  doit  effectuer  la  même  transformation  de 
coordonnées  sur  les  fonctions  L,  K.  et  N ,  déterminées  par  les 
équations  (i)  n*»  289. 

Si  l'on  pouvait  chasser  de  ces,  équations,  les  angles  et,  /3. . . . 
qui  ont  pour  cosinus  a,  a'. ... ,  on  aurait  trois  relations  qui 
feraient  conna|trf  fff  q'  et  r  ^^  fc^ncUpa  du  t^q:ips  t,  et  par 
suite  p,  q  çt  r,  e^  le  problème  serait  complètement  résolu; 
car  on  saurait  déterminer  à  cliaque  instant  la  direction  de 
l'|u^  yngtay^twé.  4»  not^i^ih  ^  yi^^i^  angiU^ire  du  corps  au- 
tmu^i^  ^\e  ligne,  «t  1&  yitei^  ab^lue  de  çb^qifp  molécule 

Cr.p,396), 

.  i^igQ.  It  y  a<  nji^  dj»  pas  rçlajUoiis  qui  s'ofire  d'elle^n^i^e.  Éle^ 
YOQs  m  oftrré  (îl»aque  éque^tiop  et  ajputoiia^  ïe^  produits  qy^p'r^; 
p'q\  ^sgxsfA^m^  W  <^i|^^  des  éq/xB^\q>w  C5)  >  et  1«  résultis^i  se  ré- 
duira, en  vertu  des  relations  (4),  à 

p'«  4.  ^^»  +  /•  =  L*  +  K*  +  N*. 

297.  Supposons  que  le  corps  ne  soit  sollicité  par  aucune  force 
accélératrice;  ou  qu'il  ne  le  soit  que  par  des  attractions  mu- 
tuelles ou  des  forces  dirigées  à  l'origine  ^e  :  on  sait  qu'alors  les 
intégrales  représentées  par  L^  K^  N  sont  des  quantités  con- 
stantes (27a;  3®.)  :  nous  nous  bornerons  k  examiner  ce  cas^ 
qni^  e^lWplui^  ordinaire.  ^0»  la  i^tiiri^.  Etifférenfâop  l|ejséq92^^ 
tions  (12) 

cdq'J^q'dc+c'dr'  +  if(k'+c''dp'+p'cU'  =  o, 
bdq'  +  q'db+Ud/  4.  /di/^  V'dp'+p'db"  =  o, 
€i4q:+q'da^a'dr'+r'da'J^^a"d^'+p'da"=:o. 

Itfullipjioiis  respecttTement  oes^  équations  par  &',  U^  a\  el  aTOu-* 
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tons  :  I^  le  tCôefficiçi^t  jje  4^  e^t  mil ,  4*âprè8  F^atimi  (5)^, 
2".  celui  de  q  est  =  —  jorf^ ,  d'après  Téquation  (9)  et  Tobserya- 
tion  qui  la  sujt^  S**»  cçlui  de  (fr'est  i ,  par  la  2*  équation  ^4)^ 
4®*  là  4îffiérc»ticHé  de  «eUe^oi  rèèd  nul  fc  codficieBt  Jde  /; 
5°.  celui  de  dp*  est  nul;  et  enfin  6**.  le  dernier  terme  Se  réduit  à 
f'qdè.  Ainsi 

—  pq^dt+dr+p^qdficixi',  '' 

etdia»sairi:/?6t5fpaFie*rektîottfif(ii),  on  a  •  ;  .     .. 

ABdf/  4.  (  A  —  B  )  ^V'û?^  =  -oi) 

liesdçux  dernières  éqjuatipn^  $'<^iQnn^t  p^r  419  i>9^h1,4|j^ 
Ipgue.  Ici  les  a:^gl^  ^^fif  p'^irtrent  plu^^  H,  8,  C  M^,^ 
odnslantes  çonn^/e^  d^n^ntes  d«.U  figw^^  4»  «M^il^»  fit  w 
peut  en  tirer  les  lonctûm  p'af^t  /•  IVfulUpiioofi  çi9§  éqn^tidps 
xesp^^ÎT^spar  /,  /  ef  /,  (Pt  ajputcm^  j Jjbs  ^^rniers  ^m^M'^l^m*' 
d^trviiscnt  ftti^oîisaïKw..     .  .     /    '  •        .      .t 

kC/d/  +  BCq'dq'  +  ABp'dp'=o^ 

d?e)à  ÎQti^Ptitf ,  et  représentant  par  k*  la  constante ,  «' 

AlV»  +  BCî'»  +  AC/»  =  A»  ...... 

*iitr«    .  p'»  4.  ç'»  44 /»  =  *». 

_£o  rq^résemtant  p^r  ^*  ]e  a',m«iD»jl»re  4e  l'égiuation  4n  u»  296. 
C^  ^eJâJâfWf  j^nçaçtt^wt  d>^primer  deux  des  q«MitW»i #'..«'» 
r ,  par  la  3*  ;  par  exemple  on  trouve 

/«  —  ^  —  BC/b»  4-  B  (C  —  A)  y 

"^  -  ,    ,  ,  c:cA-  B) 


—  C  (A  -  B) 

a6 
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et  subttituant  dana  la  3*  des  équaticMis  {x") ,  on  obtient 


rf*  = 


ABCflf/ 


/  [A*— Bût»+B  (G— A)p'*]  [ACifr*— A»— A(C-B)p'»]  ' 


Admettons  que  cette  équation  soit  intégrée,  noua  connaîtrons 
donc  p\  et  par  suite  q'  et  /;  en  fonction  du  temps  t.  Cette  opé* 
ration  ne  peut,  il  est  yraii  être  effectuée  en  général;  {*)  mais  il  est 
éyident  que  le  problème  se  tvouTe  réduit  k  l'intégration  d'une 
fraction  irrationnelle.  Car  en  substituant  ces  râleurs  dep%  q',  /, 
dans  les  équations  (  12  ),  il.n'y  entrera  plus  d'autres  inconnues 
que  les  cosinus  de  nos  9  angles ,  entre  lesquelles  on  alesgéqua- 
tions(49  5et  12). 

298.  Toutefois,  on  observera  qu'il  manque  une  équation 
pour  adbever  ce  calcul,  parce  que  ces  9  relations  ne  sont  pas 
toutes  distinctes  :  en  effist ,  si  l'on  prend  pour  plan  primitif  des  xy 
celui  du  maximum  des  aireê  (n^  279) ,  ce  qui  n'ôte  rien  à  la  gé* 
néralité ,  comme  K  et  N  seront  nuls,  en  multipliant  respectite- 
ment  les  équations  (12)  par  c^  &,  a,  il  Tiendra  ^'  =  Le;  on  aura 
de  même  /=Lc',p  =Lc%  en  faisant L*  =/•  +  /* +  /•; 
ainsi 


/ 


*6>'*+7H^'-'*'  I^P'^+^'M^'  \^p''+q''^^^ 

Or  il  est  visible  que  ces  trois  relations  n'en  forment  que  deux 
distinctes,  à  cause  de c*-}-c*+c^*z=  i;  en  sorte  que  l'une  des 
équations  (4)  étant  comprise  ici ,  les  six  relations  (  4  et  12  )  n'en 
forment  que  cinq  difiérentes. 

Pomr  trouver  l'équation  qui  doit  compléter  le  problème,  for- 
mons lavqleur  de  (  cy  +  cV)  rf*  au  moyen  des  relationsCg), 
nous  aurons 


{*)  L'intëgradon  pourra  toujours  étxe  faite  lorsque  les  momens  d'inertie 
A,  B  et  G  seront  tels,  que  deux  auront  même  valeur  ;  on  bien  quand  les  râ- 
leurs des  constantes  arbitraires  A  et  A  satisferont  à  la  condition  h*  ss  BCA«» 
tm  A«  =  ACA«. 
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(cq  +  cr)  dt  =  da"  {ac-^ac'  )  +  db''(^b'c^  hc'  )  , 
et  substituant  pour  c  et  c'  leurs  Taleors  n®  294  >  v 

(  c^  +  c'r  )  dtz=^  a'dV"  —  Vda"  —  a"*d(^\—a''^d^, 
en  posant  y  pour  abréger  >  \ 

Comme  c^c  e^c"  isont  déjà  exprimées  en  y,  ^r'  et  r ,  et  que  ces 
dernières  lettres  le  sont  en  t,  la  Taleur  de  tf  résultera  de  cette 
nouvelle  relation,  et  le  problème  se  trouvera  enfin  complëlé- 
ment  résolu. 

XII.  Du  coê  où  Ut  rotation  d'un  corps  solide  se  fait  autour  d^une 
ligne  qui  diffère  peu  d'un  des  axes  principaux. 

299.  En  remettant  les  quantités  (11)  pour  p%  q'  et  /  dans  les 
équations  (x")  y  on  trouve 

Bdr  +  (  C  —  À  )  p^  =  o, 
kdq  +  (  B  —  C  )  prdt  =  o, 
Cdp  4.  (  A  —  B  )  qrdt  =  o. 

On  a  donné  n**  291  les  valeurs  générales  des  qpsinus  des  angles 
que  fait  l'axe  instantané  de  rotation  avec  les  axes  principaux  ; 
pour  exprimer  que  l'ax^  de  rotation  est  très  voisin  d'un  axe  prin- 
cipal,  il  faut  que  l'un  de  ces  cosinus  diffère  peu  de  i  et  les 
autres  de  zéro  \  il  faut  donc  visiblement  réduire  Iç  dénominateur 
¥  =  l/(/^+  î*  +  »* )  ( qui  exprime  la  vitesse  angulaire  ac- 
tuelle ,  n®  aga)  à  y  =  p.  Donc  on  doit  négliger  les  tertnes  du  2* 
ordre  en  ^r  et  r;  la  3*  de  nos  équations  se  déduit  à  dp  =  o^  ou 

26>. 
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jo  =  »  =  constante.  Ainsi  le  corps  doit  tourner  d'un  moupemeni 
à  fort  peu  près  uniforme. 

Pareillement  la  valeur  de  L*  n**  298  se  réduisant  à  p*  ou  C*/>*, 
on  trouve  que  les  cosinus  des  angles  que  fait  l'axe  de  rotation 
avec  le  plan  du  maximum  des  aires  et  ses  deux  plans  perpendi- 
culaires^ sont^  en  négligeant  les  termes  du  2*  ordre , 

o=,,c=-^=_,c  =  2,  =  ^...(0. 

Ainsi  U  plan  inuaricAle  est  perpendiculaire  à  f axe  de  ivtafion. 
Nos  deux  premières  équations  donnent 

dq  C  —  BBr        .  C—  BB, 

5;  =  -^c^-Â-Âi'  ^'^=-c^rÂ-Â  '^'•' 


H*  étant  It  constante  arbitraire:  substituant  dans  la  i^*  des  équa- 
tions n®  299,  oii/7  est  constant;  puis  faisant  pour  abréger 


„=,^(ç=éi^...W 

on  trouve  arc  rsiû  =*  ^  y  =»*-+•>»  > 

ou  "  r  =  H  sili  (/ï*  +  "*)••  •  i^) 

'ptÀè  q  îi±  H'cos  {nt  +  m)  . . .  (4) 

ïfh  subffttt^ant  pour  r  sa  râleur  dans  celle  de  q  ^  et  posaût 


V  A'C—  A        ^^      ' 
£e$Tiâenrt,de7  et  r£w>tdMieootontitn  c  ét«',V«st*à»-dire  les 
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angles  que  fait  à  chaque  insùnt  Faxe  de  rotation  avec  le  plaii  da 
maximum  des  aires  ^  l(3quel  est  perpoAdÎGulaîre  à  l'a^e  prineîpal 

des  z. 

3oo.  |1  s'agit  maintenant  de  discuter  la  possibilité  de  ces  ex-^ 
pressions.  Il  est  d'abord  clair  que  la  yaleur  (  2  )  de  »  doit  être 
réelle,  et  puisque  A ,  B ,  C  sont  essentiellement  positifs  (n**  aSg) , 
il  /aut  que  C  —  A  et  C  —  B  soient  de  même  signe.  Donc  pour 
qu'un  corps  libre  puisse  tourner  à  très  peu  près  autour  d'un  de 
ses  axes  principaux  ,  et  fasse  autour  de  lui  de  très  petites  excur- 
sions ^  il  faut  que  cet  axe  soit  celui  pour  lequel  le  moment  d^i- 
nertie  est  le  plus  grand  ou  le  plus  petit  . 

*  Si  le  corps  tourne  autour  du  3^  de  ces  axes,  n  est  imaginaire  ^ 
les  sinus  de  nos  intégrales  se  changent  en  exponeijti elles  (Cours 
de  Math.,  n°  843) ,  «t  les  valeurs  àmq  eir  peiivent  croîtrç  indé- 
finiment3  la  supposition  qu'elles  sont  fort  petites  n'est  donc  ad- 
misîisible  dans  ce  cas  que  pour  un  temps  très  court. 

Quand  au  commencement  de  la  rotation ,  Paxe  instantané  est 
celui-méme  des  ^,on  a^  =  o,r=  o  pour  ^  =  o,  d'où  H  et  H' 
nuls  ;  on  aura  donc  sstios  cesse  gr  =  o  et  r  =:  o  quel  que  soit  t  j 
c'est-à-dire  que  si  le  corps  commence  à  tourner  autour  d'un  de 
ses  axes  principaux  j  il  continuera  toujours  cette  m^me  rotation* 
L.a  réciproque  à  lieu,  savoir  que  5^  et  r  ne  peuvent  être  nuls  à  la 
fois  h.  un  instant,  sans'  l'être  en  tout  temps  :  ainsi  lorsque ^  dès 
l'origine  du  mouvement,  l*axe  instantané  ne  coincide  pas  apeo 
un  des  axes  principaux  j  il  ne  peut /amais  arrii^er  qu^ ensuite  il 
y  coincide,  La  rotation  est  stable  autoiir  des  deux  axes  princi* 
paux  qui  opt  le  plusgr^nd  et  le  m.oîndre  moment  d'inertie j  elle 
est  non  stable  autour  du  3*  \  V.  n*  356  ). 

Iior8^eC='A,  on  al  dr^^o^  aii^i /7,et  r  sont  ccknstans  ;  et 
on  trouve 

A^  =  (  C  —  B  )  prt  +  const. 

Ou  voit  que  q  croît  avec  jf ,  et  qu'ojn  n'est  pas  e»  droit  de  suppo- 
ser cette  quantité  très  petite.  Il  en  faut  dire  autant  du  cas  où 

C    =3    Bu 

'Quand  A  s^  B  ==:  C,  on  satisi^H  aux  coadijtions  «i  laissant 
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fyq  etr  quelconques;  mais  on  sait  qu'alors  tous  les  axes  du 
corps  sont  principaux  (346}. 

XIII.  Sur  l'aliraction  des  Sphéroïdes. 

3oi.  Cherchons  l'effet  produit  par  l'action  d'un  corps  G^A 
(fig.  i55)  qui  attire  une  inolécule  m  située  oii  l'on  voudra 
dans  l'espace.  L'élément  a  de  la  masse  de  ce  corps  est 
jydx'dydz^  D  étant  une  fonction  donnée  qui  exprime  la  loi  de 
Tariation  de  densité  du  corps  attirant,  rapporté  à  trois  axes 
rectangulaires.  Soient  «,yfz\bs  coordonnées  de  la  molécule  at- 
tirée m  y  qu'on  regarde  comme  en  repos;  /  étant  la  distance  am 
entre  ces  molécules  >  comme  om  est  projette  en  bc  sur  l'axe  des  x^ 

—  ou  — j —  est  le  cosinus  de  l'angle  formé  par  cette  ligne 

am  avec  les  jr  ;  on  a  pour  l'attraction  exercée  sur  m  et  pour  sa 
composante  parallèle  à  cet  axe,  les  quantités 

jydx'dydz'  J}dx'dydz'  {x  —  x) 

'       3s  et  j5  ; 

or  ^»  =  (*  -  xy + (jr  -y)»  +  (* — zy-, 

substituant  et  intégrant  dans  toute  l'étendue  du  corps,  on  a  pour 
l'expression  de  l'attraction  totale  exercée  par  le  corps  CdA  sur  la 
molécule  m  dans  le  sens  des  x , 

X  —  r  Jydx'dy'dz'  jx^x') 

^J  {(:, ^^').  +  (^_y).  +  (, _  ^y)ï 

Mais  on  remarque  que  cette  fraction  est  le  coefficient  diSiSren- 
tiel  relatif  à  x  de  la  fonction 

^Bdx'dydz'  ^       rd^ 

V{x^xy+{y-yY+iz—zy  J  dx 

d'où  l'on  Toit  que  si  f  était  connu  eux,  y^z^  Xy  y,  /,  l'attrac- 
tion X  s'ensuivrait.  Et  attendu  que  les  signes/ et  J  sont  indépmi- 


Digitized 


by  Google 


▲TTBACTIC^   J>1»  8]»éROÏDS5.  4^7 

dans^  Pun  se  rapportant  aux  trois  dernières  coordonnées  x',y,  *', 

rff/m) 
et  l'autre  à  *,  ^ ,  is ,  on  peut  écrire  X  =  — ^ — 5  en  sorte  que 

pour  tronyer  X ,  il  faudrait  intégrer  f  retatirement  à  x%y  et  /> 
dans  les  limites  données  par  la  figure  du  corps ,  puis  différen-^ 
tier  l'intégrale  définie  relatiTement  à  x  seul.  Posons^  pour  sim- 
plifier, 

J  ï/(^  -  xY^  Qy  -/)•  +  Qz-zy 

y  désigne  la  somme  des  quotUns  de  chaque  mafise  élémentaire 
du  corps  attirant,  divisée  par  la  distance  i"  de  cette  masse  à  la 
TMJÏ^ule  attirée.  Alors  /^  =  —  V;  et  contme  la  symétrie  deia 
formule  donne ,  par  un  simple  chçingement  de  lettres,  les  effets 
selon  les  deux  autres  axes,  on  yoit  que  l'attraction  totale  exercée 
par  le  corps  a  pour  composantes  respectiyes  dans  les  sens  des  x^ 
At&y  et  des  Zy  les  fonctions 

dV  dV   ^        dV  ,  . 

-57'    -^^*  -^........(^) 

Ainsi  le  problème  proposé  serait  résolu  si,  pour  chaque  corps 
attiriUQit  donné ,  on  connaissait  V  en  ar ,  ^,  « ,  *',  /et  «'.  Getfe  "f a-  ; 
leur  de  V  suppose  ïme  triple  intégration  entre  des  limite»  don- 
nées, et  on  ne  peut  obtenir  Y  que  lorsque  D  est  connu. 

P0801M    ^)'=J=((«-/)*+0'-/)*+(«-«')*}  *î 

d'où        g  =  -.^.g=_— '  =  -(.-,')^, 

Changeons  x  en  y,  puis  en  is ,  4*  ^^^e  le  même  ;  ajoutant  les  trois 
résultats,  on  trouve  zéro  pour  somme,  savoir  : 
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Si  donc  on  pt*etid ,  dans  V  =r  fX^d^'dy'dz^  les  différentielles  se- 
cofides  relatÎTCS  i  af  ,^  et  *  toitr  à  tour,  comme  D,  *  ,y,  /  sont 
constalite^,  Oti  trôuye  le  prodait  de  la  dernière  équation  par 
fpdxdydz'  :  donc  enfia  ' 

Soa.  Si, cette  équation  était  intéfprée^  on  saurait  quelle  Ibno- 
tion  de  jc^^,  z  est  la  quantité  V^  les  expressions  (a)  donnermnt^ 
enaftite  les  composantes  de  la  force  attractive  dans  les  wsqa  dei 
axes  coordonnés.  L'intégrale  comporte  deux  fonctious  arbi- 
tr^ôi:^  (Cours  de  Mathém. ,  n**  87 7)^  qui  août  déterminées  par  la 
loi  de  la  densité  du  corps  et  sa  forme,  Quand  ces  conditions  sQQt 
données  d'avance,  le  calcul  est  très  simple^  parce  que  tout  est 
connu  daus  la  formulé  (  i  )  ^  et  il  n'est  plus  tiécessaire  de  recourir 

à  réquàiion  (j^*)- 

3o3.  Prenons  pour  exempte  l'action  d'une  sphère  C  (fig.  i55) . 
fin- qualqw  lieu  que  isoit  ettné  le  pmnt  attiré  m  tm  m^  il  est  ti^^ 
siUel^c^VatlraotWTl'Qne^simcbeaplifeiqut  homogène  thy  v^ 
fittUacot  ttinoé  â^  la  mèlae/poutni  ^tM  la  dn^mce  Cm,  ou 
Cm'  =  r^de  ce  pbtnt  au  pefttte  C  soit  omitaolê^  laiftsî  Y  «st  une 
fonctipn  de  r,  V=y(r);  r  doit  être  considéré  comme  dépen- 
dant desiDoordounées  f ,  j^^  2  de  la  molécule  m  o^  m'  ;  car  étanf 
plac^oif  ron  veut,  à  celte  distance  r,  elle  est  comme  à  la  sur- 
face d'une  sphère^  d'où  r'  c=j^  +:K*  +f*;  ainsi 


dr 
dx 

X 

"    d'r 

z« 

dx^ 

^dr 

+'^'"- 
^&*- 

=  I, 

-0 

i^' 

-^w^ 

,d'r._ 

■■2 

"r' 
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dy_dv  dr 

dx        ISr'iSx* 

dx^'^llr'd^'^dx^'dr^' 
donc  en  formant  les  trois  termes  de  l'équation  (^'') , 

rintégrale  decette équation  est V  =  A  +  Br~'  (&)urs de  Ma- 
thém*  D^  34o)<  La  résultante  des  forces  dans  le  sens  des  axes^ 
ft>rde^  qui  ont  les  expressions  (2)  pour  yaleurs ,  se  réduit  à 

_dV_B 

Telle  est  Pattraction  totale  de  la  couche  sphérique  sur  la  molé- 
cule m  ou  m\  il  faut  maintenant  distingi|,er  deux  cas. 

3o4-  1°.  Si  la  molécule  mf  est  située  dans  l'intérieur  de  la 
sphère,  la  constante  B  doit  être  telle  que  si  l'on  suppose  m  au 
centre  9  l'attraction  soit  nulle  9  parce  que  tous  les  efforts  y  sont 
égaux  dans  tous  les  sens  ;  r=o  ne  peut  rendre  Br"^  nul,  qu'au- 
tant que  B  =1  o.  Et  puisque  B  est  constant^  cette  valeur  convient 
à  toutes  les  positions  intérieures,  ce  qlii  réduit  l'attraction  à 
^éro  dans  tous  ces  cas.  Ainsi  une  molécule  placée  au-^iedana 
dfune  couche  'sphérique  homogène  ^  est  également  attirée  dans 
tous  les  sensj  quelque  place  qu'elle  y  occupe  ^  et  comme  si  elle 
était  au  centre  même, 

3o5.  2°.  Quand  la  molécule  est  en  m  au-dehors  de  la  sphère, 
B  doit  être  tel  que^^  si  cette  molécule  est  située  à  l'infini,  l'attrad- 

"M 

tien  soit -j,  c'est-à-dire  la  même  que  si  la  sphère  n'était  qn'im 

point  :  cette  action  est  donc  donnée  en  faisant  B  =  la  masse  M 
de  la  courbé  srphérique.  lyoiVon  voit  que  toute  molécule  placée 
hors  d^une  couchée  sphérique  homogène  est  attirée  comme ^  si  la 
masse  était  réunie  en  un)aoint  placé  au  centre. 
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3o6.  Supposons  maintenant  que  le  corps  attirant  soit  une 
sphère  homogène  9  ou  formée  de  couches  concentriques  de  den-' 
sites  variables  de  l'une  à  l'autre^  le  théorème  précédent  sera  yi- 
siblement  appliqnable  quand  la  molécule  attirée  sera  située  au- 
dehoris  en  I7^',,  puisque  chaque  couche  sphérique  peut  être  censée 
réunie  en  C;  ainsi  l'on  pourra  réduire  l'attraction  à  l'effort  d'un 
point  unique  y  en  supposant  la  masse  réunie  au  centre  de  la 
sphère.  Mais  si  le  point  est  situé  ^ans  Fintérieur  en  m%  il  est 
clair  que  toutes  les  couches  des  sphères  concentriques  placées  en 
dehors  dans  l'épaisseur  rnd  n'ont  aucun  eSéi,  et  que  les  autres 
rentrent  dans  le  cas  précédent;  l'attraction  se  réduit  donc  à 
celle  d'un  point  centrid  ayant  la  masse  des  couches  intérieures. 

Son.  Si  le  corps  attirant  est  un  cylindre  homogène  indéfini ,  il^ 
est  yisible  que  l'action  sera  la  même  lorsque  la  molécule  aura  une 
position  quelconque^  pourvu  que  sa  distance  r  à  l'axe  soit  con- 
stante; ainsi  V  est  encore  fonction  de  rseul,  V=^;  mais  en 
prenant  l'axe  pour  celui  des  a;,  on  a  r*=^*+«%  quelque  soit  x^ 
donc 

dr^^y    '  ^_î!        dV  _d^\  _ 
dy~r'      dy^'^r''      dx~dx^~'^' 

^_dV_  ^    ,   ^  d^ 
dy^         dr  'dy^  "^  dy""  '  dr^ 


dV'  z"^    .  y""  d^y 
''  dr  V"^r»  Vr»  ' 


Changeant  j/  en  jb^  et  substituant  dans  l'équation  (^y")} 

_dy  l   ,d^  ^ 

dW       H 
L'intégrale  est — --7-  =  —,    en    sorte  que   r  attraction  d'une 

couche  cylindrique  komogène  est  simplement  réciproque  à  la  di^ 
s  tance  rdela  molécule  attirée  à  Vaxe, 

II  faut  ici  9  comme  pour  la  sphère  ^distinguer  deux  cas: 
1®.  Si  le  point  est  au-dedans  d'une  couche  cylindrique  homo- 
gène infiniment  mince;  celle  cjue  nons «venons  de  considérer  on 
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voit,  comme  ci  -  devant ,  que  H  =z  o, c'est-à-dire  que  tout  point 
situé  à  l'intérieur  y  demeure  en  repos ,  parce  que  toutes  les  at« 
tractions  s^entre-détruîsent 

2^.  Quand  la  moléiciile  attirée  est  au-déhors ,  en  la  supposant 
située  à  l'infini ,  on  pourra  regarder  la  base  du  cylindre ^comme 
infiniment  petite,  c'est-à-dire  supposer  que  la  masse  attirante  est 
uniformément  répartie  sur  l'axe  illimitée  bd  (fig.  i53).  Soit  a 
une  particule  attirée  oc  =  r,  6  un  point  quelconque  attirant ,  on 

a  cos  A  =  — r  =  ••/  a  » — ^;  d'ailleurs     ^  ,■    ;  est  l'attraction 
ab       l/(^  +r^)  ap*  +  r* 

exercée  par  l'élément  dx  placé  en  6;  lés  composantes  de  ces  forces 

parallèles  à  l'axe  bd  des  x  s'entre-détruisent  yisiblement  :*  quant 

aux  forces  perpendiculaires ,  leur  somme  est 

axdx 


r  adx         ^       c    ^^^ 


V/(/-+^*)- 


Cette  int^ale  doit  être  prise  depuis  x=.o  jusqu'à  :v  =  oo  ;  et 
doublée,  ce  qui  donne  =:  — ;  en  sorte  que  V attraction  totale 

est  simplement  réciproque  à  la  distance  à  l'axe  ^  quand  la  molé- 
cule est  extérieure  au  cylindre  attirant. 

Cet  exposé  rapide  ne  doit  être  considéré  que  comme  une  in* 
troduction  à  une  doctrine  de  Mécanique  transcendante  qui  a 
pour  pbjet  l'attraction  des  sphéroïdes  elliptiques ,  on  la  trooiera 
développée  dans  tous  ses  détails  au  tome  i*'''  de  la  Mécanique 
céleste  et  dans  un  beau  Mémoire  de  l'Académie  des  Sciences, 
1785^  p.  4ii,  par  M.  Legendre^  Le  mouvement  du  point  ma- 
tériel m  résulte  de  l'ensemble  des  forces  attractives  du  sphéroïde 
et  de  l'impulsion  primitive  qu'il  a  reçu  ;  nous  ne  pouvons  nous 
étendre  davantage  sur  ce  sujet ,  l'un  des  plus  féconds  de  la  Mé- 
canique théorique. 
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XJV.  Des  Cordes  Vibrantes. 

3o8.  Le  problème  des  cordes  vibrantes  a  fait  le  sujet  des  re- 
cberebes  des  plus  profonds  analystes;  Euler,  La  Grange,  d'A- 
lembert ,  D.  Bernoulli. . ,  Font  traité  successivement  :  voici  en 
quoi  consiste  ce  problème. 

Une  carde  AB  (fig.  i56)  étant  tendue  et  fixée  en  ses  deux  extré- 
mités ^  si  on  la  contraint  de  prendre  une  forme  quelconque  ASB , 
et  si  on  la  lâche  ensuite  j  trouver  à  chaque  instant  la  figure  et 
le  mouifement  de  cette  corde»  (*) 

Soit  PS  l'ordonnée  initiale,  c'est-à-dire  l'ordonnée  d'un  point 
pris  sur  la  courbe  ASB  dans  sa  position  primitive  et  répondant 
à  l'abscisse  AP  =ar.  Au  bout  du  temps  ^,  par  l'efiFet  de  la  ten- 
sion de  la  corde ,  le  point  S  sera  en  M  ,  et  la  courbe  prendra  la 
figure  AMB.  Soit  PM  =y\  il  est  clair  que  PS  n'est  fonction  que 
de  Xy  tandb  que  j' l'est  de  x  et  du  temps  t  :  cbercbons  celle-ci 
d'après  la  connaissance  de  l'autre ,  et  en  supposant  que , 

1®.  La  corde  est  de  grosseur  uniforme;  a  est  sa  longueur,  P 
son  pioids,  F  le  poids  employé  à  la  tendre. 

2®.  On  nMmprime  à  la  corde  aucune  vitesse  initiale. 

3**.  Il  ne  «'agit  que  de  mouvemens  très  peu  étendus,  en  sorte 
qu'àcbaque  instant  on  pourra  regarder  les  wdonnées  ^  comme 
fort  petites;  et  de  plus  un  arc  quelconque  AS  pourra  ^e  con-. 
sidéré  comme  sensiblement  égal  k  son  abscisse  AP  ;  Ainsi. .  • .  ♦ 
AMh=  AS  3=t . . . .  =  AP  :  d'où  il  suit  que  cbaque  point  S  se 


(*)  Une  corde  taasliqoe  tendue,  dont  les  bouts  A  et  B  sont  fixes  ,  peul  êtro 
considérée  comme  une  ligne  droite  matérielle  et  parfaitement  élastique  ;  elle 
tétAtUt  à  la  force  qui  veut  la  courber,  et  h  tension. ^pend  de  la  figure  ASB 
qa'eiic  a  reçue.  Pour, faire  concevoir  le  problème,  nous  représentons  ici  ceUe 
.tension  par  un  poids  P<jui  agit  à  l'aide  de  la  poiilîe  A;  mais  dans  ce  qu'on  va 
dire ,  il  faut  supposer  les  deux  exirc'miiés  A  et  B  fixes;  par  exemple,  rem- 
placer le  poids  P  par  l'action  d'une  cheville  A  rendue  immobile.  En  effet, 
quand  on  force  la  corde  à  quitter  la  diitction  rectiligne,  etjise  courber  selon 
ASB,  si  Ton  supposait  l'existence  d'une  poulie ,  le  poids  P  monterait,  la  ten- 
sion resterait  là  même  qu'avant,  et  l'alongement  de  îa  corde  ne  serait  plu$ 
l'effet  de  son  élasticité,  ainsi  qu'on  veut  que  cela  soit.  On  changera  donc, 
dans  la  figure  et  dans  la  démonstration  ci-dessus,  la  poulie  A  en  une  cheville. 
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meut  dans  son  ordonnée  PS ,  et  que  la  tangente  TMD  à  la  oourbe> 
à  un  instant  et  à  un  point  quelconques,  faisant  avec  l'axe  un 
angle  tf  très  petit ,  on  a  sin  «  =  «»  et  cos#  =:  i. 

309.  Prenons  deux  élémens  voisins  Mm  et  Mrn,  prolongés 
suivant  les  tangentes  ^M  et  MD  :  la  tension  F  de  la  corde  au  point 
M  est  exercée  suivant  ces  deux  lignes  (85)  :  celle  qui  a  lieu  sui- 
vant Mm  de  M  vers  D,  se  décompose  en  deux  autres^  agissant 
l'une  suivant  Mo  et  =  F  cos  «  =  F ,  l'autre  suivant  Mi  et 
=Fsin«  =  F6>jla  première  sera  par  hypothèse  détruite  par  la 
composante  suivant  Mn  de  la  tension  dirigée  de  M  vers  m\  En- 
fin comme  l'angle  T  =:  a»  ,  M^P  =  «  +  c/a»  ,  la  tension  M^  a  pour 
composante  danis  le  sens  de  MP ,  F  (  a»  -f-  û?((m  ).  Ainsi  la  tension 
au  point  M  se  réduit  à  une  force  unique  =  ¥dt^  agissant  de  M 
vers  P. 

La  corde  étant  de  grosseur  uniforme,  les  longueurs  des  arcs 
sont  proportionnelles  à  leurs  poids,  et  le  -poids gdm  de  l'élément 
dm  placé  eu  M ,  se  trouve  par  la  proportion  a  :  P  :  t  dx  l  gdm  ; 

doue  dm = .  Or  •  comme  Fdét  est  une  force  motrice  parce 

,      ag         ' 

que  F  est  un  poids ,  on  aura  la  force  accélératrice  (221)  en  divi- 
sant Fdm  par  la  masse  dm  de  l'élément  sur  lequel  elle  agit  ;  cette 

dernière  force  est  donc  =  ^-  X  ^« 

Onohadrietscqtxeâfest  fangle  T  fc^méparfdie  ABavec  la 

tangente  DMT  metiéé  en  M  à  la  courbe  qui  a  1^^  au  bout  du 

temps  t  déterminé^  et  que  dtt  n'est  que  l'accroissement  de  »  pris 

par  rap^port  à  la  seule  varkMe  x  :  maïs  Pai*c  »,  sofl  sînfeîàt  ^ 

dy 
tangente  se  fX>nfondent;  donc  êf  =;  ^  j  et  comme  ici^  m  df^it 

pas  èbtQ  >âiSii!eacié  par  rapport  à  r^  que  de-  plus  «  oi<ott  ^uatiâ 

X  ei^  diminuent)  ^^^(/yzj^^  "~  (  ^  J ,  en  ne  différeur- 
ciant  toujours^  que  par  rapport  à  x.  Ainsi  la  force  accélératrice 
qui  a^  sur-  l'élémfettt  CTi  M  est  ~  ^  X  (  ^)  .  Oi-  l'ex- 
pression giênërafe  de  la  force  accélératrice  (182)  est  -yZ,  ou  plu- 
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tôt  "~  (  ^  )  >  P**"  ^  même  raison  que  cî-dessus;  donc  en  feî- 

oeF    '  ' 

sant  ^  pour  simplifier  y  la  cmstante  -^  =r  6*^  on  oUient 

'•><(S)=(S)- <■) 

3ro»  Telle  est  Fégaation  aux  différences  partielles  du  mouve- 
ment d'un  point  quelooilque  de  la  corde.  Pour  l'intégrer,  remar- 
quons que  le  coefficient  différentiel  du  second  ordre  relatif  \iXj 
multiplié  par  h^^  devant  être  égal  à  celui  qui  est  relatif  à  t^  il 
est  yisible  que  X'^-ht  satisfait  à  cette  condition  y  aussi  bien  que 
toute  fonction  ^  de  «  -{-  ^^*  ^^  comme  on  peut  en  dire  autant 
de  toute  autre  fonction  F  de  «  —  fc* , 

j.  =  i  {^  (*  +  ht)  +  F  (x  -  ht)) 

est  l'intégrale  de  l'équation  (i)  puisqu'elle  contient  deux  foncr 
tîons  arbitraires.  (  V.  le  Cours  de  Math. ,  n^  877.  ) 

Appliquons  ce  résultat  à  la  corde  Tibrante.  La  vitesse  à  un 
instant  quelconque  est 

Supposons  que  la  corde  soit  originairement  en  ««pos  dans  la 

situation  ASB,  il  faut  que  f  =  o  réponde  à  ^  =  o  :  ainsi  on  a 

f 'je=F'ar  ==  o,  quel  que  soit  x)  donc  ^x=îSx\  puis  mettant  x — ô^ 
pour  Xy^{^x — 6e)  =  F  (ar  — ô^),ce  qui  prouve  que  les  deux 
fonctions  f  et  F  sont  les  mêmes  l'une  que  l'autre.  Notre  analyse 
ne  renferme  plus  qu'une  fonction  arbitraire  ^ ,  la  condition  de  la 
Titesse  initiale  nulle  en  ayant  éliminé  une.  L'équation  finie  et 
intégrale  de  la  courbe  et  la  vitesse  à  un  instant  quelconque  sont 
donc 

J^  =  i  {»  (*  +  60  +  ^  (*  -  hi))   ......  (2) 

^  :=:^  i  b{^'  ix  +  ht)  -  <p'  ix  ^  ht)]  ......  (3) 
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3n.  SiPon  fàît  i  =  o,on  a^  =  f«;  la  fonction  pest  donc 
'  déterminée  par  la  condition  que  ^  =ifx  soit  l'équation  de  la 
courbe  initiale  ASB  (fig.  ï56))  et  comme  cette  courbe  est  con- 
nue; la  fonction  p  doit  être  regardée  comme  donnée  ;  il  suffira 
d'y  changer  x  enx  +  bt  et  x  -^  bû,  et  de  prendre  la  moitié  de' 
la  somme  di  i  résultats  ^  et  oi^  aura  la  valeur  de^  à  un  instant 
quelconqui^*  On  pourra  donc  construire  la  courbe  qui  a  lieu  pour 
un  instant  déterminé ,  en  attribuant  à  ^  la  valeur  qui  y  répond  ^ 
et  l'équation  (2)^  où  i  désigne  une  constante  connue,  sera  celle 
de  cette  courbe.  Remarquons  toutefois  qu'il  suit  de  la  théorie 
^s  équations  aux  différences  partielles ,  que  la  courbe  ini- 
tiale ASB  peut  être  discontinue ,  c'est-à-dire  formée  de  plusieurs 
portions  de  lignes  différentes  et  quelconques^  de  sorte  qu'alors 
la  fonéticm  ^  peut  ne  point  être  assujettie  à  la  loi  de  continuité  : 
alors  dans  l'équation  (2)  de  la  courbe  au  bout  du  temps  t^  il  fau* 
dràit  changer  la  forme  de  la  fonction  f ,  lorsqu'o'n  voudrait  dé- 
terminer le  lieu  d'un  point  dont  l'abscisse  x  appartient  à  une 
autre  courbé  initiale.  Or  cela  n'enipéche  point  de  construire  la 
courbe  et  de  trouver  toutes  les  particularités  de  son  mouvement; 
il  ne  fiaut  que  laisser  f  arbitraire. 

D'abord  pour  construire  la  courbe  ^  on  tracera  sa  figure  ini^ 
tiale  AS^  (fig.  i56),dont  ç  {x  +  bt)étç  {x  —  bt)souXhs 
ordonnées,  ql  etph  qui  répondent  aux  abscisses  Xqi^x-^bi  j 
Ap  =  «  — ^^ ,  èe  sorte  que  P/>  =  Py = bi^  la  moitié  de  la  somme  , 
des  ordonnées  ql  eipn  sera  l'ordpnnée  PM*  En  conservant  la 
même  valeur  de  ^et  changeant  l'abscisse  x,  on  trouve  successive- 
ment les  divers  points  de  la  coiii4>e  à  cet  instant  :  si  au  contraire 
avarie  seul, on  obtient  tous  les  points  que  M  occupe  sucéessi- 
vement.  Cette  construction  devient ,  il  est  vrai,  impossible  dès 
que  les  points  p  ou  q  tombent  hors  de  l'espace  AB;  mais  il  faut 
à  cet  égard  faire  une  remarque  importante. 

3 12.  La  courbe  ASB  n^est  pas  brusquement  terminée  en 
A  et  B ,  et  on  doit  la  concevoir  prolongée  de  part  et  d'autre ,  sui- 
vant une  certaine  loi;  il  en  est  de  m&ne  de  la  courbe  AMB  au 
Jiout  du  temps  ti  éest  ce  qui  va  bientôt  s'édaircir.  Puisque  pen- 
dant tout  le  moaveoQient;  A  et  B  sont  fixes ,  il  est  clair  quejc=:o 
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lorsque  «  =  o et AP  ;=  a:=^AB,  et  cela  quel  que  soit  t.  L'équation 

(2>  fait  doncTôir  que>  quel  que  soit  u  z:^  bû,  on  doit  amr 

(PM=— (p(— b),  ç>(a  +  M)  =— ^(a  — w). . .  (4) 

Or^  si  dans  cette  dernière  relation  on  change  »  en  a  4*  <»  ^  on 
trouve?  (2a  +  «*)  =-^p  (  —  w)  =  ^  ;de  même  en  opé- 
rant sur  celle-ci|  il  Tient  f  (4a  +  u)  =  fi«« .  •  Ezigfaéràl  an» 
désignant  un  nombre  pair  quelconque^  on  a 

(5) ...  9  (ima  +  m)  =  ?u ,      ?  (2ma  —  u)  =  —  çi* . . .  (6) 

Celle-ci  résulte  de  f  (-*'u )  7=  —  f  i^  Cela  posé>  il  est  dair  ^'il 
est  indifférent  de  terminer  la  corde  en  A  et  B ,  ou  de  la  prol<mgar 
de  part  et  d'autre»  pourra  qu'on  lui  donne  une  figure  initiale 
tdle  f  que  la  tension  de  la  partie  ASB  et  sa  figure  restent  k$ 
mêmes I  et  que  les  points  À  et  B  demeurent  fixes;  cfaerchonas'il 
existe  une  courbe  qui  satisfasse  à  cette  conditioné  Les  points 
fixes  sont  donnés  par  l'équation  f  (;ip  + ^<)+f(«"-^^)=0| 
iquel  que  soit  ^  :  or  il  résulte  de  l'équation  (5)  que  eette  expres- 
sion ne  sera  nullement  changée)  si  l'on  remplace  x  par  zma^^x. 
De  plus,  on  sait  que  x  =  o  et^p  =:  adoiTent  satisfaire  à  notre 
équation;  donc  ama  et  2mar|-a  7  satiafenMd  anasi:  et4»mme 
on  a  d'une  part  tous  les  multiples  .pairs ,  et  de  l'autre  tous  les 
in(ipatrs  d«  a^  on  voit  que  si  l'on  prend  AB  :p  BQ  vc  CDas  u 

(^  iSj))  les  points*A>  B,  G,  D *  resteront  fixes  durant 

tout  le  inouTement^  pou^rvu  qu'on  donne  à  la  courbe  AftfM'Af  D 
une  figure  conTenaUe^  Ainsi  le  proloiigsueiit  de  :1a  eerde  eft 
noi^'^seulement  permis ,  mais  méwie  l'anal jse  fait  iToir  ^'il  es^ 
ifihéimit  à  la  théoirie>  et  compris  dans  l'équation  gi^iérale. 

Qiiapftt  à  la  figmre  de  la  corde  prolongée^  elle  offire  des  purti^ 
qii^tîtés  remarquables.:  pour  trouver  les  ordonnëies  P^M,'  et  ^9^ 
qui  répondent  aux  points  F,  P*,  à  une  distance  d'un  ncQod .... 
C,=:  AV  :=r^9!}  a  fiiut  mettre  dans  (3.)^  2a^* »  et  2a  -f"  ^  pour 
Xi i  et  em i^énal  Ama zp  «* Leg deux  teustkmsf  ^deviennent •  • .. 
pÇftfm  ZiZop'^èt)  et  0(»ma^:x-^  &t)  :  ooeupons^noasd'aJbmrd 
4es  sigii«s^siipéifM«iris.^  tfest>À-idîne;de  P'^  1^^  Pé* 

^éq^a(i<m  {6^  u  en.  «.-^  et, 'et  ensuite  emx>*^  héy  ^cKn^ott^iie4es 
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tleux  fonctions  f  de  l'éqnation  (2)  restent  les  mêmes  ^  maïs  arec 
\in  signe  contraire.  Ainsi  soit  AMB  la  courbe  au  bout  du  temps 
tf  les  coordonnées  PM  et  P'M'  sont  égales  et  opposées.  £n  pre-* 
nant  les  signes  inférieurs ,  et  changeant  de  même  uexLx+  bi  et 
X' —  è^dans  (5);  on  Toit  que  PM  =  P^M".  Il  résulte  de  là  que 
la  coùAe  AMBIVTM" ....  forme  à  tous  l^s  instans ,  et^par  cbii^ 
séquent  originairement ,  des  Tentres  alternatiTcment  plaioéside 
part  et  d'autre  de  l'axe  ZX  ;  que  leur  nombre  est  infini  >  et  enfin 
que  ceux  de  rang  pair  sont  ^aux  entre  eux^  et  que  ceux  de  rang 
impair  sont  aussi  égaux  aux  premiers,  mats  après  un  àôuble 
•renTersemént,.  d'abord  de  haut  en  bas^  et  ensuite  de:  droHe 
k  gauche.  -   -  -    •  •*:'.> 

3i3.  Pour  oonhaitre  la  figure  de  la  courbe  au  bout  dîa  teq»ps 

/=  -,  il  faut  faire  ht-=^a  dans  Çfi) ,  ce  qui  donne j;'=r^(ar4-a) , 

en  vertu  dés  équations  (4)  :  donc  l'ordonnée  P/ti  est  égale  à  eell'e 
jt>W  qui  répond  i  Tabscisse ^»:  +  a,  lorsque  ^=0  ;'  ordoitnée 
-d'ailleurs  négative.  Ainsi  les  courbes. AmB,  BM^G  sont  .ideatir 
-qoes.  Mais  maintenatjit  on  peut  regarder  AmB  comme  une 
ooiirbe  initiale  >  de  so^te  que  Ja  corde  deyra  reprendre  sa  pre- 
*-mière  figure  au  bout  d'un  temps  égal  au  premier. . . .  Toutes  ces 
<2trcos>staiices ,  qu'on  aurait  pu  déduire  de  la  coBstruction  que 
à<ms  ayons  donnée ,  scmt  rendues  évidentes  par  la  su{^positid<i 

générale  de  *  =  -r: ,  it  étant  un  entier  quelconque  :  car  l'équa- 
tion (3)  derient 

Or  en  changeant  dans  l'équation  (5) ,  z^  en  x  +  kaeX  x  '^  ka^ 
OB  voit  que  les  deux  fofnctions  ne  changent  pas  en  prenant  les 
formes  ç(i;tma  +  *  +  ko)  et  ^ama  +  *  — "  ^«)  ;  et  comme  2/»  est 
un  noDEibre  pair  quelconque,  on  peut  le  prendre  différent  dans 
les  deux  cas,  de  sorte  que  les  résultats  soient  éqùivalèns  à 
9  (  JP  +  ^)  et  ^  (jf  — •  /a) ,  i  étant  le^méme  et  pair  ou  impair  avec 
k.  Les  valeurs  de.  jr  redeviennent  donc  les  mêmes  dans  toute  l'é^ 
tendue  de  la  courbe,  pour  tous  les  instans  qui  répondent  à  des 

27 


Digitized  by  VjOOQ IC 


valeurs  de<=-T-el*  =  -^;  d^ou  il  suit  qiue  la  courbe  reprend 

sa  itgtire  initiale  porur  toutes  les  valeiirs  âe  h  paires ,  et  1a  ^ure 
opposée  é^e  et  tètf^^nèc  pour  k  iaipâtîr.  Ôes  tétttpl  stot  sé- 
parés entre  eux  par  TinterTalle  ?  \  c'est  la  dorée   de  To»- 

ctllatioBU. 
Quoiqu'il  sôft  c€Srtafâ  que  la  corde  revient  toufotm  au  nàèft«e 

étati  après  le  temps  ^  =  -7- 1  il  ne  s^ensuît  pàë  que  la  corde  nV 

c^ve  dans  ee  tetiips  que  i&  vibrations  ^  et  il  serait  iMbmi  possible 
qu'elle  en  fit  4»  6^  ou  un  nombre  pair  quelconque*  Cela  dé^ 
pend  ^«ne  certaine  disposition  de  f  état  tuilial  de^  la  isôtàe  ; 
lorsqu'elle  n'a  qu'un  seul  ventre  9  comme  dans  la  figure  i56 ,  le 

temps  d'une  vibration  est  sans  doute  ^  =  r-  Mais  si  la  figure  ini- 
tiale avsrit  deux  vientre^  égaux,  comme  si  la  corde  ayant  AC 
pour  loiiguéui'  (fig.  \S*j) ,  o&  lui  avAit  donné  one  forme  compo»- 
8é«  de  denx  velt^ed  égaut  AMB  et  BM'C^  séparés  au  tàilieo  B 
|tor  «n  point  lewj&mtin  ateo  Faxe  AB,  ators  os  point  B  deknev*- 
lierait  eh  repos,  et  le  mouvement  de  la  oordè  AC  serait  le  même' 
que  edài  d'une  corde  de  longueur  i&oitîé  moindre  et  d'une  ^eà*- 
sioù  égÊi^é  Ot  il  faut ,  pour  produire  bta  vibrations  deux  êm 
plus  rapide»,  que  le  nœud  de  la  figure  initialo  soit  précisément 
au  hiitieu  de  la  longueur,  et  que  les  deux  ventres  soient  ëgaui 
et  semblables  entre  eux.  -  ' 

3 14.  Sans  cette  disposition  ou  toi^te  atj^tre  analogue ,  la  corde 
n'achèvera  une  vibration  qu'au  bout  du  4mps 

Ainsi %/f=-J  exprime  le  nombre  de  secondes  nécessaire 

pour  achever  une  vibration.  Comme  la  tension  l'est  représentée 
par  un  poids ,  on  petit  lut  substituer  le  poids  F  d'nne  iMgueur  4 
de  la  WMrde  vibrante  :  or  on  a  visiblement  a*^llVlF,  d'où 
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CORDES   VIBRAKTES.  '  '4^9 

Il  résulte  de  là  que  le  nombre  de  yiln'ations  que  la  corde  fait 
dans  ebaque  .seconde  est 


.  r-v/(i)=^'- 


C'est  ce  nombre  qu'on  r^arde  comme  la  mesure  du  son  produit 
par  une  corde  mise  en  vibration  ;  et  on  yoit  que  i  à  tension  éga^e, 
le  son  est  réciproquement  proportionnel  à  la  longueur  de  la 
corde. 

Zi5.  Si  l'on  &it  bt  =  ia  dans  l'équation  (2) ,  ou  a 

Or  ^tt  =  —  ^( — '  u)  montre  que  ceUe  valeur  s'évanouit ,  quel 
que  soit  X,  si^(|a+a?)=f(5a  — ar),  c'est-à-dire  si  la  figure 
ASB  (fig.  1 56)^  donnée  au  commencement  du  mouvement ,  a 
des  ordonnées  égal^  çorref  pondantes  aux,  |J)spisses  l  a  +  x  et 
5  a  —  *;  ce  qui  arrive  lorsque  l'ordonnée  élevée  au  milieu  de 
AB  est  un  diamètre  de  cettQ  courbe ,  c'est-à-dire  la  partage  en 
deui^  parties  semblsJiles.  Ainsi^  dans  ce  caf  ^  la  ogurbç  se  tend 
ea  ligi^e  droite  au  miliei^  de  chaque  vibration^ 


PIN    DE  liA    DYNAltlQUE. 
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LIVRE  TROISIÈME. 


HYDROSTATIQUE. 


CHAPITRE   PREMIER. 

DE   L^IÊQUILIBRE    DES   FLUIDES   EN   GÉNÉRAL. 


1.  Proposition  fondamentale. 

3 16.  Quoique  la  figure  des  molécules  d'une  masse  fluide  quel- 
conque nous  soit  inconnue ,  nous  ne  pouyons  douter  que  ses 
particules  ne  toient  matérielles^  et  que  par  conséquent  les  lois 
générales  de  l'équilibre  ne  leur  conyiennent  comme  aux  corps 
solides.  La  propriété  distinctiye  des  fluides  consiste  dans  la  peti- 
tesse et  la  mobilité  excessire  de  leurs  molécules  (i)*  Si  cette  pro- 
priété était  traduite  en  calcul^  les  lois  de  l'équilibre  des  fluides 
n'exigeraient  pas  une  théorie  spéciale;  eHes  formeraient,  un 
cas  particulier  des  propositions  générales  de  la  Statique.  Mais 
comme  cette  condition  n'est  point  susceptible  de  se  prêter  aux 
symboles  analytiques ,  d'Alembert  a  pris  pour  base  de  l'Hydro- 
statique le  principe  de  Y  égalisé  dépression.  Voici  en  quoi  con- 
siste ce  principe. 
Lorsque  un  fluide  est  renfermé  dans  un  vase  AMB  (flg.  i58)j^ 
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CONDITIONS   d'équilibre.  ^2t 

êi  on  lui  applique  une  pression^  elle  se  distribuera  également  et 
en  tout  sens  dans  toute  la  masse  ^  de  sorte  que  les  molécules  li- 
quides ^  et  par  conséquent  les  surf  aces  plongées  et  les  parois  du 
vasej  seront  également  pressées.  Bien  entendu  que  nous  ne  suppo- 
soQS  ici  aucune  force  agissant  sur  les  diverses  molécules  de  cette 
substance  liquide^  et  que  par  conséquent  nous  la  regardons 
comme  non  pesante. 

817.  Imaginons  donc  qu'une  force  P  agit  sur  ce  fluide,  sup- 
posé en  équilibre  et  dans  Pimpcissibilité  de  s'échapper  par  au- 
cun orifice  :  on  conçoit  pour  cela  un  Piston  (^)  PD  adapté  à  l'une 
des  parties  du  vase.  Soit  en  I  une  surface  plane  =  A ,  et  égale  à 
la  section  transversale  du  piston;  elle  sera  pressée  avec  la  même 
énergie  que  si  le  piston  PD  lui  était  immédiatement  appliqué. 
De  là  il  stiit  qu'on  peut ,  si  l'aire  pressée  est  une  partie  de  la  pa- 
rois en  £  i  produire  Féquilibre,  soit  en  employant  en  E  un  nou- 
veau piston  pressé  par  une  force  Q^P,  ou  en  laissant  simplement 
le  vase  fenné  en  £,  parce  que  la  résistanceile  la  paroi  équivaut  à 
ce  piston.  D^aiQeurs l'aire  pourrait  être  située  dans  l'intérieur  du 
fluide  o&  l'on  voudra  en  M;  car  on  peut  de  D  conduire  en  M  un 
canal ^  et  supposer  qu'à  Pexception  du  fluide  qui  y  e^  contenu^ 
tout  le  reste  soit  devenu  solide  :  il  est  clair  que  r état  d'équilibre 
devra  encore  subsister  :  car,  en  général,  l'équilibre  d'un  système 
de  corps  n'est  point  troublé ,  en  supposant  gue  plusieurs  d'entre 
eux  viennent  à  s'unir  ou  à  s'attaeher  à  àes  points  fixes.  Dans 
l'état  du  canal  DM  tout  rentre  dans  ce  qu'on  vient  d'exposer. 

On  doit  conclure  de  là  que  si  l'on  dispose  tant  de  pistons  qu'on 
voudra ,  ayant  des  Bases  ^ales  et  que  ces  pistons  soiejnt  poussés 
par  dès  forces  égales-,  il  y  aura  équilibre.  Or  l'une  de  ces  forces 
peut  étrç  regardée  comme  faisant  équilibre  à  toutes  les  autres  ; 
de  plus,  la  distance  entre  les  bases  est  ici  arbitraire,  et  on  peut 
la  supposer  nulle  :  donc  la  force  P  agissant  sur  un  piston  dont  la 
base  est  A ,  fait  équilibre  à  la  puissance  nV  agissant  sur  uB~pis- 


{^)  Un  piston  est  un  corps  qui  remplit  exactement  la  capacité'  d'un  cylindre 
creux,  qu'il  peut  parcourir  librement  dans  le  sens  de  son  axe. 


Digitized  by  VjOOQ IC 


4tia  ttYWiosTXTHroi.        » 

ton  dont  la  1)àste«»t^.  Soit  ^ssp,  «t /lAritt,  i^ww  auron» 

/)AîatiiP..: («) 

Cette  équation  donne  p  =  ^  X 1?;  on  peut  donc,  j>*fr  f  îtotet- 

mëde  d'un  fluide  incompressible ,  produire. avec  ûn^  puissance 
arbitraire  P  une  pression  p  a«sii  f^aftde  fu'on  voudra»  Il  ne  i^a^- 
girapour  cela  que  da  pitlidi^e  les  aifes  a  ^t  A.  d0S  bases  des  pis- 
tons dans  un  rappcftrt  contt»ablé;  c'ast  sar  œ  fHrinoîpie  ^'est 
fondée  la  presse  de  PaseaL  Consultez  le  Ttaiii  de  figuiUbf^  dé^ 
Uquêuré. 

.  3i8.  Pour  que  le  mot  dé  i^èsèioa^  applique  aux  fluides, 
n'offre  rien  de  Ti^;ue  «  l'eiprit>  avtiit  d'aller  plus  loin»  nous  rapf 
pellerons  ici  ce  qui  a  ^té  cUt  (49  ^  ^^i)  ^ar  les  pressions  en 
(énà:al.  Nous  avons  vu  que  hn^sque  des  forces  ^ont  détruites  par 
fat  résistance  que  lear  €q)pode  un  iccwps  aolidey  iliaat  qile  la  rér 
sultante  de  des  forcés  soit  n6vmala  4  laéulfSnoe  de  lea  WfP^i  U> 
presèion  est  cette  i^ultante^  de  sorte  "qu'cUe  :est  é^gih  et  dinoc^ 
tement  opposée  k  la  puissabœ  qui  mettrait  la  système  en  équi<y 
libre,  si  l'obstacle  n'existait  pas.  De  plus  cette  force  ost  mesurée 
par  le  produit  de  la  iiiassë  «tur  laquelle  «Ue  agi^»  multipliée  psfr 
l'élément  de  vitesse  qu'elle  est  capable  de  iui  impvitiier  duautt 
le  pifemier  instant  <iOÉime  on  n'a  «jamab  que  «les  pressions  à 
comparer  eûtieelles,  On  prend  simidcmettt>p06r  kur  ^nefuire  le 
produit  de  la  force  far  la  maeseqU'eUe  iBoUidéê. 

On  rapporte  ordiiiairemeiit  les ^i'essions  à  l'vtnHéde  sm^isee, 
c'est-à-dire  qu'on  Suppose  qiie  Taire  pressée  cr  i;  si^oilc  A=i , 
l'équation  (#)  se  réduit  à  p  £=iaP,  ce  qui^qqprelMl  quci/ioiir  avm^ 
i^r  la  pression  qt^4proupe  l'aUre  à,  il  faut  muUipUer  a  pur  iti 
pressiàn  qu'éprouve  l'umiéde  surface. 
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.11.  4fWW^.«  .^èq^if^i  d\^fi  m^f  fi^i^;  J^re09<m 
.319.  &wff09fm  .w^îi?feyi^.  vque  Jf^  4i^ei:?^  n^iéq^ci^  d'^ 
fication^  car  il  ne  peut  plus  indiqucor  i^a'w^  W$?^  f^  ^FW>^ 

hi^^^fvfimm^  eJfk^^^^}»^li^.^4hfsàxri^\^^  <^j<ju}  porjiît 

qpirtrwî^,^^»  ferts.^^  par  wtJfB  ^^gMM^  f|e|pç(^r 

siqn»49^et9(^^slfWGe  ^g^jui  ^t  ^^r  Je  fwt$^  jip^^^g^^e  ei^o^rt 

l^,atiîi^e$  #iai#^,çimljpp,  ,U/sflrt  fifffî'f ^ég?jrd  ^  lleffeti^A  qpU«' 
Cl  gW  doU ,s'^wjt^>  Ja  pf^çii^^.  èfnsî  h  F^WW»  KwejAw 

ftriw taqfiéWp/rtri^Stid  à  |^  |ic§8&j^i9Hq  4e  Jiçiidfi i^rmw^^  î»es 
limites^  considérée  indépendamment  de  ces  £;:^^çf^«  Jji^oa;^jE^pQr« 
terons  dorénavant  la  pression  à  Funtté  de  surface ,  c'est-à-dire 
que  nous  supposeaonéjque  Vs^ire  ^psçssée  ^xxr  f ,  et  que  la  pres- 
sion est  la  même  en  tous  ses  pointsl  Considérée  sous  ce  rapport 
là  pression  devient  Unie^t  li'est  plus  qtfhypbthétïque ,  pù^[ùè 

de  la  vitesse  et  de  la  foirce  accélératrice  Ç.i49,>  ^^^)  T**  ^^^ 
modifiées  par  flcs  %p6tlïëses  y  sans  que  ^  pour  celfi ,  le  r&ultat  eii 

Su  o.  Désignons  ,par  p  la  pression  rapportée  à  l'unité  de  sur- 
face ^  qii'éprouve  une  morécidie  dont  ies  coordonnées  sont  at^  y 
et  z'y  par  X^  Y  et  Z  les  composantes  paràttëles  aux  ax.es  dé  la 
force  accél^iratricç  qui  agit  s^ir  cette  mplécule;  enÇn  p^r  D  la 
dênsit^  Jhi  vfltiid^J  Gooîiae  p,'^^,^  etlÙ  peuvent  véri^r 
d'un  pdint  à  l'autre  de  la  masse  fluide ,  ce  sont  des  fonctions  de 

^laîpQ|é^aîPM^p8effl|iyp,«M^};  «^.éqftUa^^ 
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point  devra  èite  paiement  pressé  taat  à  Fintérieur  qu'à  Fetté* 
rîe^r.  Peur  traSnire  facOement  ce  fait  en  analyse^  noua  attribue- 
rons à  l'enveloppe  la  forme  d'un  parallélépipède^  dont  les  arétea 
soient  parallèles  aux  axes  :  et  même  pour  pouvoir  évaluer  la  pres- 
sion ^  nous  supposerons  cette  enveloppe  infiniment  petite,  ce  qui 
permettra  de  regarder  tous  les  points  d'une  même  face,  comme 
également  pressés ,  e  t  la  densité  D  et  les  forces  X ,  Y  et  Z  ^  comme 
constantes  dans  cette  étendue. 

-  La  face  Me  fig.  1 69  es  t  parallèle  an  plan  des  xy)  M  V  est  la  projec-r 
tion  de  notre  enveloppe.  M  est  le  point  dont  les  coordonnées  sont 
x,y,  z]p  est  la  pression  que  le  fluide  j  exerce  sur  tout  élément  de 
surface,  quelle  qu'en  soit  la  direction  ;  cette  pression  est  rapporr 
tée  à  l'unité  d'aire  :  les  arètet  du  parallélépipède  sont  dx ,  dy 
et  A.  Ainsi  la  face  Mc  =  dxdj  reçoit  la  pression  pdxdy  (3ï8);' 
de  même  la  face  Ma  t=r  dzdx  éprouve  la  pression  pdzdx,  etc. 
Celles  qui  sont  exercées  extérieurement  sur  les  faces  de  l'angle 
trièdre  M  sont  donc  .  . 

pdxdy  y        pdzdy^        pdxdz. 
Pour  obtenir  celle  qu'éprouve  une  aire  placée  en  II ,  il  faut  cbao- 
ger  js  en  «  ■+•  dz  dansp,  et  on  aura/)  +  -^  dz  pour  cette  pres- 
sion rapportée  à  l'unité  de  surface  :  de  sorte  que  la  face  ab  reçoit 
l'effort  (p'h'T  ^^j  ^^^-  £1^  en  disant  autant  des  deux  autres 

{aces  ^  on  a  pour  ces  pressions  exercées  extérieurement  au  petit 
parallélépipède  Ma^ , 

(p  +  £dz^dxdy,      (p  +  -£dx'^dzdy,      (p  + -^dyjdxdz. 
(-•*.  ,  .  ...  ■-.  t.» 

R^ardons  maintenant  le  parallélépipède  Ma^c  comme  un  vase/ 
et  la  face  Me  comme  un  piston  soumis  à  la  force  p«  Cette  pres- 
sion se  distribuera  dans  tout  le  fluide  intérieur  >  et  combinée 
avec  les  forces  X,  Y,  Z  qui  en  poussent  les  molécules,  elle  agira 
sur  chaque  face  avec  la  même  intensité  qu'on  Tient  de  déterminer 
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pour  la  partie  extérieore.  La  base  du  piston  est  dxdy,  le  flmde 
réagit  sur  elle  ayec  la  force  pdxdy.  De  plns^  les-^es  ressentent 
cette  pression  proportionnellement  à  leur  étendue  («t,  317);  de 
0orte  que  la  face  Ma  est  pressée  par  le  pistcm  arec  une  force 

?=  pdxdy  X  jT-  =  pdzdx'j  il  en  serait  de  même  pour  les  autres 

faces.  Il  faut  à  ces  pressions  ajouter  («e^  817)  celles  qui  prorien- 
nent  des  forces  X;  T^  et  Z;'comme  ces  puissances  tendent  à  ac- 
«nroitré  les  coordonnées  x^yeïz^  elles  n'agttient  pas  sur  les  fieices 
de  l'angle  triëdre  M.  Les  pressions  tant  extérieures  qu'intérieures 
sur  ces  trois  faces  ont  donc  mêmes  valeurs  ^  ce  qui  ne  fournit 
aucune  condition.  Mais  la  face  ah  éprouye  l'effort  de  Z ,  qui  la 
presse  à  la  manière  d'un  poids  (221 ,  817)^  le  volume  du  fluide 
est  dxdydzj  la  masse  est  Iddxdydz'j  donc  la  pression  causée  par  Z 
est  jyLdxdydz.  On  verra  de  même  que  celle  que  X  exerce  sur 
M6  est  DXdxdydz,  etc.  Comme  ces  pressions  doivent  être  ajour- 
tées  à  celles  que  transmet  le  piston  Me ,  on  en  conclut  que  les 
trois  autres  faces  reçoivent  les  efEbrts  intérieurs 

(/>  4- DZd«)  dWrfy,  (p  +  DXdir)  d«4r,  (/>  +  DTi^O  ^& . 

f.  *  .  .       '    .  .      ■ 

Égalant  ces  valeurs  à  celles  qu'on  a  déjà  trouvées^  il  vient 
1=1»,    |  =  BÏ.    |  =  DT. 

Multipliant  ces  équations  respectives  par  dz,  dx,  dy,  et  ajoutant, 
comme  J/>  =  'T'^'^^^y^  ^^^^  ^^  ^ 

dp  =  DÇUx  +  Ydy  +  Zdz) (/S) 

L'intégrale  de  cette  équation  donnera  la  valeur  de  la  pression  ji? 
en  fonction  de  or,  ^  et  z,  et  rapportée  à  l'unité  de  surface ,  en 
sorlQ  qu'on  saura  trouver  la  grandeur  de  la  pression  exercée  en 
un  point  déterminé  de  la  masse  fluide ,  en  mettant  pour  x  ^yetz 
les  coordonnées  de  ce  points  lequel  sera  placée  soit  dans  llnté- 
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4ii6  '  uTwoMœÂVom^ 

.  Voici  ^uelq«otiwpwyw*t  wwpartnwjtoiu  n 

>L  321.  U«rt  ob^  ^oe  dp  éiaait  ^vae  4iffi&i«n(ielle  exacte,  tf. 
cUnt  ^  étrede  même  de  D  (Xd^  +  Y^^  +  Zcb):  d'ob 

cjjr  dx   *        dz  dx   ^       fdz^  -d^ 

Sans  ces  trois  conîSîfions  les  forces  ^ ,  Y,2  jiie  seraient  pas  <Iç 
î^iiure^à  se  fsnre  ëguilibre^  et  le  fluide  serait  dans  une  agltatioa 
perpétuelle  y  sdusiquelque  figure  ^onle  disposât  :  mais  si  elles 
ont  %eti^  Fëgujlibre  sera  possiUei  et  on  saura  intégrer  par  les 
quadratures  Téquatiom  X  ^)  {Cours  de  Mathém. ,  ii®  jB5j)  ,  çc 
qui  donnera  la  pression  en  un  lieu  quelconque  du  fluide* 
Du  xeste^  oela'ne  suffira  pas  pour  qi^ie  l'équjlibre  ait  Heu  i^ 
il 'faudra  «n  outre  donner  à  la  masse  fluide  une  %ure  dé-* 
terminée. 

En  exécutant  les  différentiations  et  multipliant  ensuite  les  ré- 
sultats jpar  %f^  Y  et  X  cftsjieotiireiQ^iM;^ jEHiis«0imtii^^ 
commun  1)  disparaît,  et  on  a 

-(f-|)+-<f-S>^(f-S)=«- 

Cette  équation  tient  lieu  d'une  des  précédentes  ;  et  comme  elle 
etft  ni4ép»iâtftfte^t>,4^^^oniiie  contMJtra  pasbiéî  WYairt 
laquelle  la  densité  yariej,tOlij>Qurrat  i!ependAtftji;^er ^90  partie 
si  l'équilibre  est  possible.  Quand  la  deniité  iest  constante,  nos  trois 
équations  reproduisent  les  valeurs  (^,j>.  ii3i).  . 

IL  323.  Ala  surface  libre  Su'fluide, la  pression  doit  Tisible- 
ment  être  mille  puisque  rien  n'y  détruirait  cette  force;  ain^i 

4p=o;a'où 

X<far  +  Yay4.2W«  =  o (y) 

C^e  r6b(|i#ii<>en  w,  ^  et  «  xeit  «celle  ^i  «ouvient  àtlaaur^ 
faoe4ibredu^itide:  et.comm&€r|ia  vu^'^  serait:!' intlégver^im 
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intpa  Viqvaitioii'dë  «cMe  tectee  4Are^  œ  )<pâ  «sfc  mié.  aéavtifo 
tMmâitlMi  d%^H}flire.^'éqimtioii  (r)  dmvientttoevb  anx^wv 
Janees  ^fmr  le^fàelles  la  ^renioB  eit  la  lâène»  ^a  pts/^vn 
stante^  ainsi  elle  appartient  à  toutes  les  couchée  d'éjgah 
pression,  tes  surfaces  ne  différent  que  par  )a  oonttante  de 
Fîntégration ,  parce  ^e  la  pression  est  bien  la/ même  pour 
tous  les  points  d'une  inème  coiiche>  nmis  elle  Ttirié  d^une 
dotÊcbm  Si  l^tre. 

Aiàsi  looB^'oQ^eonsidèirekfiarék  deh^Mifaee  iSire^^ 
fluide  qui  «datdetat  «ne  prêsstoli  ^térieure^  teUe  tpie  la^pUi 
de  l'atmospbère ,  il  faut  que  cette  action  soit  la  même  dans  toute 
ecttesur&ce» 

IH.  3n3.  hoL  taormldè  à  des  «wrftete  ïkit  tfusc  les  axes  4e$ 

angles  don^  leîs  cosinus  sont^,  ^j^y  ^^r,  en  faisant 

M  =  t/  (X^  +  Y*  +  Z*)  ;  ;5^.  Cours  de  Mathém. ,  n°  747*.  Or 
la  direction  de  la  rést^tite  tdeb  ^rcë^  S,  Y,  Z^  fait  aussi 
ave.c  les  axes  des  angles  qui  ont  pour  cosinus  ces  mêmes 
yaleérs  <  H  >  p.  «81  >;  dbite  l'éqmAkm  1^  ^te^éat  à  dire  "que 
la  résultante  des  forces  est  normale^  la  surface  de  toute  couche 
d'^àle  pression  :  ce  qui  est  d'ailleurs  yisilîle  pour  là  Surface 
extérieure. 

IV.  324*  Quand  lu  densitë  n'est  pas  uniforme,  on  a  trouvé 
les  conditions  qui  expriment  qu6 1>  X^^x  +  ^^y  -i-  Zdz  )  est 

une  diàereûtielle  exacte.  IVIais  s'il  arrivait  t^u^alors 

Xàr  +'1[dy  ^idz ifàt'^noore  une  dSfiSrentielle  exacte ^«)/;  on 

^tamit  t^  3t2  ^y  de^sinr te  «que  ^ur  3es  vusnaAke^d^ègàh  pressîoii, 

on  aurait  encore  la  m^me  équation  (  ^)  ^  ou  ^  =  o^  et  de  plm 
B  devrait  être  une  fonction  de  p;  il  en  résulte  qttela  densité  et 
la  pression  ne  variant  qu'ensemble ,  le  fluide  serait  disposé  par 
couches  d'égale  pression  et  de  même  densité^  nos  conséquences 
précédentes  auraient  encore  lieu. 

325.  Faisons  des  applications  de  nos  formules* 
i®.  Supposons  que  les  molécules  fluides  soient  toulés  solîicî- 
tces  par  des  forces  dirigées  vers  «nycSnt  fise ,  pWspour  origine  ; 


Digiti 


zedby  Google 


428  ttnhmTxriQm. 

soit  ria  diftaHoeJo.  centre  d'attraction  an  point  qtii  a  :r ,  y  et  ^ 
pour  coordonnées^  ce  qui  donne  7^  =  ^*4*^^*+  f*;  cette  ligne 
r  foit  Éiec  les  trois  axes  des  angles  'dont  les  cosinus  sont 

~y-  et  '.  Désignons  par  f  la  force  qui  agit  sur  la  molécule 

placée  au  point  dont  nous  parlons  j  ^- ,  -=^  et  —  sont  ses  com- 
posantes dans  les  sens  des  axes  ;  on  doit  les  prendre  n^tÎTement^ 
parce  qu'elles  tendent  à  diminuer  les  coordonnées;  et  il  faut 
fl«bl|ttuer  ces  râleurs  dans  les  équations  précédentes  j  à  X/  Y 
etZ. 

On  peut  d'abord  aisément  reconnaître  que  les  équaftions 
(  ^ ,  p.  23i  )  sont  satisfsiites  ;  ainsi  l'équilibre  est  possible  dans  le 
système  y  lorsque  la  densité  est  constante  ou  lorsqu'elle  est  une 
fonction  de  la  pression  seule.  De  plus  l'équation  (7)  devenant 

i  ,  ;  .         X(ùe+ydy  +  zdx=:^o, 

en  supprimant  le  facteur  commun  —  -^  on  obtient^  en  inté- 
grant. **  +y^  +  «*  =  (?.  Q>mme  cette  équation  est  celle  d'une 
spbère  qui  a  G  pour  rayon ,  on  en  conclut  que  la  masse  fluide 
devra  affecter  la  forme  spbérfque,  pour  que  l'équilibre  puisse 
exister  en  vertu  des  forces  ç  qui  animent  ses  molécules.  Telle 
serait  la  figure  des  planètes^  si  elles  avaient  été  originairement 
fluides  y  et  si  le  mouvement  de  rotation  qui  les  anime  n'avait  dé- 
terminé une  force  centrifuge  dont  l'effet  a  dû  les  aplatir  vers 
leurs  pôles  et  les  élever  à  l'équi^teur.  De  plus,  si  la  densité  n'est 
pas  constante^  le  fluide  devra  être  disposé  par  couches  spKériques 
et  concentriques  ,  dont  chacune  en  particulier  est  d'égale 
densité. 

Supposons  que  la  force  d'attraction  ç  soit  proportionnelle  à  la 
puissance  n  de  la  distance  r  au  centre ,  et  que  la  densité  D  soit 
constante  :  on  a  ^  =  Ar",  ce  qui  change  l'équation  (C)  en. ...» . 
p  =  AD/r"""'  (  xdx  '\'  ydy  +  %dz  )\  or 

xdx '{"ycly '^ zdst=.  l  d(/^=:rdry 
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donc  p[=AJ)fi^dr:=z^^:K  {/[x^  +^a^.  ^.j*"*^'^^ 

2**.  Si  la  masse  fluide  sollicitée  par  les  forces  accélératrices  X, 
*  Y  et  Z  est  animée  d'un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe, 
ses  points^matérids  sont  animés  de  forces  centrifuges  /perpendi- 
culaires à  cet  axe  (  207  ).  Soit  ir  la  vitesse  angu^Eiire;  runie  des 
molécules ,  située  à  la  distance  r  de  l'axe  y  déorit  un  cerele  avec 
la  vitesse  absolue  rv,  et  la  force  centrifuge  est  ru*  (n^  210).  Il  faut 
donc  avoir  égard  &  cette  puissance ,  outre  celles  qui  animent  la 
molécule  que  nous  considérons^  et  qui  a  pour  coordonnées  x,y,  z, 
Taxe  de  rotation  étant  pris  pour  celui  des  z.  Comme  la  Compo- 
sante de  cette  force  dans  le  sens  des  z  est  nulle;  que  suivant 
les  a:  et  le9  j',  les  composantes  sont  «»%  et  yv%  attendu  que 

-  et  -  sont  les  cosinus  des  angles  formés  par  le  rayon  r  avec  ces 

axes;  il  s'ensuit  que  X  etT  devront  être  accrus  de  dss  quantités^ 
ainsi  TLdx  •+•  Tdy  le  sera  de 

xu*dx  -(-  xu^dy  ==  «*  {xdx  +  ydy)  =  i^rdr* 

,  Donc  l'équation  des  couches  de  niveau  >  et  celle  de  la  surface 
libre  du  fluide  animé  d'un  mouvement  de  rotation  est 

Xdr  -f-  Xdy  +  Zûfe-J-  irWr  =  o. 

Cette  vitesse  y  doit^  comme  on  voit,  être  indépeudante.du.  temps, 
G^est-à-dire  constante,  pour  que  la  figure  de  la  mi^isse;  reste,  la 
même;  et  qu'en  outre  X,  Y,  Z  soient  des  attractions  mutuelles^  ou 
dirigées  vers  des  points  de  l'axe  de  rotation. 

Bans  le  cas  oii  les  molécules  fluides  ne  sont  sollicitées  que  par 
la  gravité,  Z  =  ^,  X  =5:  Y  =  o ,  et  on  a  giz»  +  u^rdr  =  0 , 
d'où 

gz-^  \  ,rV  =  C,    ou    V .+  »'  U'  +  y^)  =  2C. 

liC  fluide  pesant  qui  tourne  sur  un  axe  vertical  '^  a  donc  la  forme 
d'un  paraboloîde  de  révolution  autour  de  cet  axe. 
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3^  LoM^pieles  moiécnles  fluides  fie.sQiit  soumiaes  à  d'autne 
force  qa%  la  grarîtié ,  en  {nrentnt  Rttp  4es,  s  Térlioal'/ei  léi  i^  po^ 
sitifs  de  haut  eiiba8,onaX  =  o,T=:=oetZ=^.C^Toit  qne 
te  é9Înli(m^>éfettiit  «dif&^teft^  L'&pniGhrtt  «tpotéilfe^qœ 
defliial^tutioiif>)  8e  védiÛ8Mifcà^|Kii33iOy  oactiacMst.^ 
k-i«H|hW8«p#neiii«d«flnid»  eil  p«ratHfe»iflàii  j|>(,  .ife4;^<» 
dÎM  iMrisoMab,  hn^pa  M^p^film  a  Uefi.  Epfim  la  Talmn  dala 
yitwâwi  em  wn  ffcoait  qqgbbnque  da  flttMe  mi 

Cçt^iiq;V^UQa  i>  Ji^u^  p^  t^^  l^  fluî^es  pêsanç.  liOi^ue  H 
iewité  D  ^t;  çQ^5ta^t^e  (  ^  qui  arriye^  s^ux  flu^di?8.încQmçres- 
$iLbie9  et  tiP^ogèpe^  ) ,  ou  ^^elle  ^t  fonction  d^  z-  sei^il^  on  re-* 
marque  que  la  pression, ne  yarie  qu^avec  la  hauteur  z  ;  çé  qui 
fait  Toîr  qœ^  toiiêes  Usi  moiéouleê  gui  soni  sHuéês  9up  um  même 
pl^  horizGfktçt  ^oritt  ^gaiement  prêêfi^esj  ft  riçifroquement i 
résultat  conforme  à  ce  qu'on  a  tu  (  Sai^  )•  Çç»s  «JWer^s  çroçrié- 
tés  dei^uidea  petans  servent  de  base  à  <une  foule  dé  considéra- 
tions import»|i^ipi'il  çoi|Lvk^  dçdére^pgef^  ^'^  ce  que  nous 
allons  faire. 

S26.  On  dislingue  deux  sovtes  de  laides  :  les  «ns,  t^  que  l^u, 
le  vin,  le  n^ereupe. . .  sont  UèOomfPÊêsiUes ^  (^)  leur  deBsité  est 


(*)  Qanf  la  rea^të,  il  i^^existe  aucqn  fluide  qni  soit  rigo\irea6emeqt  incom- 
prèfisibie,  et  les  expériences  àe  MM.  Kanton,  Perkins,  etcV  ont  réiéié  aux 
^h}^àkie*s  eett»  jproprf^te'  do^  on  sonpçoasait  déjti  TéîistùUié,  M.  ûeHcéd 

sibililë  de  Fean;  il  a  tro]:^v^  ^piç  çouf  ^^e  foiTce  ë^qjv^lçqiii»  fU,  j^i49  d>nç 
colonne  de  mçrcur^  de,  y6o  millimèireç ,  oq  d*pne  colopne  d'eau  fie  lo^,^^ 
qui  est  le  poids  ordiuaire  de  Tatmosphère,  Teause  rëduit  à  un  volumé'moin-- 
iTre  de  o,oooo4<S4'Par  conse'quent,  s'il  existe  en  mèr  de»  preféndeors  d«'i|pM 
mètres ,  ce  que  rendent  vraisemblables  les  bautcurs  de  certaines  moi^tgr 
£;nes,>la  pression  de  Tean  y  est  d^environ  iSoo. atmosphères  et  le  volume 
de  Feau  moindre  de'  o,oO;  c'est-Â-dire  qu^un  liti«  d'eau  porté  de  làsurface  à 
cçttç  prpfoiidenr.  n'*oççuperait  plus  qu'un  volume  de  0,94. 1^^^-  ^^  J^ 
pressions  ënormes  que  suppose  une  compresslbllitë  sensible  de  ce  irquîtle, 
nous  autorisent  à  )a  considérer  comme  nulle  dans  lès  cas'ordinaires.   '       ' 
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et  tâér^nàêA^  am  l&^  Bffé&é  JUmdn  iioMiiquêê^,  Pfifcv  ^t^ 
tés  de  ces  deux  sortes  de  fluides. 


CHAPITRE  IL 

ÔftS   WitîIDES   IKOOMPRESStBLES   JÉT«  PESANS*  ' 

•   |i, Il  m>    iHiMM  ■    "^ 

\  .  .     _      ...   , 

I.  Des  3iphojts  et  Wipeaux;  pressions  exercées  sur  les  parois 
planes  des  vases* 

337.  PtriMHJÊla  stirâuïedii  fluide  est  faoirizûâtàlè>  quelle  que 
soit  la  figure  du  vase  qui  le  contient/  ou  TOit  que  ^  plusieurs 
tuyaux  ^de  courbure  arbi«raire  9  sè  ceanauiiiqueut  eutreeui ,  le 
fluide  pcflâBt  qui  y  sera  reuFormé  devra  s'élever  4atts  ckacuu  à 
ia  même  haàteunOn  a  dounë  k  mmu  de  siphon  à  un  tube  eonrbé 
«yaaxt  deux  oa  p|usîe«vâ  braacbei>  quel  qu^u  soit  k  idrme^ 
ImâuBÊafàmmu  J^mai  dl{U»}ettbf«ucJh(&i^«iu  ftiplmi^(igi  tê^  ^ 
tAliqiiîdadoitVâhnn^ilaïuéffieKtfuteatjduiaoluseto  M^iamt 
d^traotion  d^ua  effrt  ttomuiô  iH^lii^iÉà\^  ffàit/eat  pas  eoA^-»> 
âétékLYAt^TV^i^sdùf^ii^ique. 

C'est  sur  ce  principe  que  la  construction  du  Niusaui^ea»  est 
fondée. CeitBttiMiuieBt,  qui  nte;  qu'uûsipbpu  à  deux  farafiebes, 
«(^siete  en  nu  canal  £F  (flg.  a6i}  plus  on  moins^krig,  anx:ei«^ 
trii4ités:d«iqiiel  «fmtluttéesi  angle  droit  deux  fiidès  AË,  IF;  <;* 
l'on  Tcrse  de  l'eau  dans  l'une  d'elles ,  ce  fluide,  après  avoir  cm-* 
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pU  lecanal  £F,  s'élèTera  dans  la  fiole  BF ,  et  toute  dtxHte  qui 
passera  par  les  deux  surfaces  A  et  B  du  liquide  sera  horisonts^e. 
On  adapté  à  cet  assemblage  un  pied  en  C ,  qui  porte  cet  instm^ 
ment  »  dont  l'usage  est  trop  connu  pour  que  nous  nous  y  arré^ 
tions  davantage. 

328.  L'Instrument  appelé  Nii^eau  à  bulle  d^air  est  fondé  sur 
le  même  principe  et  remplit  le  même  objet  :  il  est  composé  d'une 
boite  CD(fig.  160)  de  méteJ;  cetteboite  renferme  et  protège  un  tube 
de  Terre,  qu'elle  recouvre  entièrement,  à  l'exception  d'une  partie 
qu'on  Toit  paraître  par  une  ouverture  ou  fenêtre  de  pratiquée  à 
la  botte  CD.  Le  tube,  fermé  hermétiquement,  contient  une  li- 
queur, qui  est  ordinairement  de  l'alcool  ou  de  l'éther,  et  qui , 
n'en  remplissant  pas  entièrement  la  capacité ,  laisse  un  petit  vide 
ah  occupé  par  la  vapeur.  L'instrument  doit  être  disposé  de  ma- 
nière que,  lorsque  les  extrémités  a  et  6  de  la  bulle  d'air  «ont 
^[alement  distantes  d'un  point  m  qui  a  une  position  constante 
sur  le  tube,  l'axe  soit  horizontal.  Ce  point  milieu  n'est  pas  marqué 
sur  le  tube  ;  mais  il  7  a  de  chaque  côté,  et  dans  l'espace  oh.  les 
extrémités  de  la  bulle  se  trouvent  limitées,  sous  différentes  tem- 
pératures I  un  certain  npmbre  de  divisions  égales  qui  y  sont  nu- 
mérotées, et  on  règle  l'instrument  de  manière  que  son  axe  soit 
horizontal ,  quand  les  extrémités  de  la  buUe  sont  sur.  deux  div  i« 
sions  de  même  numéro..  .  ;        > 

.  On  adapte  souvent  à  cet  instrument  une. lunette,  dont  l'axé 
optique  ^st  parallèle  à  l'axe  du  niveau;  et  pour  régler  la  sen-» 
sibillté  de  l'instrument ,  on  rode  le  tube  de  verre ,  c'est  -  à  ^  dire 
qu'on  le  travaille  intérieurement ,  de  manière  que  sa  section  lon^ 
gitudinale  Intérieure  soit  un  arc  de  cercle  trèfi  peu  courbe.  ISouS 
ne  pouvons  entrer  ici  en  détail  sur  la  constmetion  dû  niveau ,  les 
procédés  de  nivellement,  les  corrections  des  réfractions ,  etc.  On 
peut  consulter  à  cet  égard  l' Uranogmphie,  n®  4^1  et  la  Géodésie 
de  M«  Puissant»  '    ^ 

.  Sag*. Lorsque. la  densité  D  eÉk  constante,  comme  on  peut 
prendre  le  plan  horizontal  de  la  surfeuse  du  fluide  pour  celm  de» 
jr^,  et  jcompter  les  z  positifs  de  haut  en  bas,  l'équftti<m  {t) 
devient 
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De  plus^  lorsqu'on  fait  is  -=;  o,  on  a  /?  asG;  donc  G  est  la  j^res- 
sion  exercée  sur  chaque  unité  de  la  surface  du  fluide  ;  cette  pre^ 
sion  est  celle  que  produit  le  poids  de  l'atmosphère  >  elle  est  nulle 
quand  'on  en  fait  ahstraction.  On  peut  représenter  G  par  le  poids 
d'un  prisme  du  même  fluide  >  en  donnant  à  ce  prbme  la  hauteur . 
h,^\  une  hase  égale  à  l'unité  :  alors  h  est  le  volume  de  ce  prisme, 
DA  sa  masse  (5o)  /et  Y^gh  son  poids  ( 221  ).  Ainsi  G  =  T^gh \  h 
est  connu  lorsqu'on  connaît  Dg  et  C  Donc  l'équation  précédente 
équiyautà 

/,  =  %(A  +  o=>^  (Â  +  O  .^ (0 

en  faisant  D^=  ^;  ^  est,  comme  on  voit,  le  poids  absolu  de 
r unité  de  volume  du  .fluide;  c'est  ce  quW  nomme  le  poids  ou 
la  PESANTEUR  spiciPiQjUE  de  ce  fluide*  (lorsqu'on  considère  deux 
substatices;  leurs  poids  spécifiques  sont  \yg  et  D'^,  D  et  D' étant 
leurs  densités  respectives  :  le  rapport  de  ces   quantités   est 

^--  ou  JY  9  ûu  le  rapport  des  densités.  Mais  on  x^  peut  mesurer 

la  densité  d'un  corps  qu'en  le  comparant  à  un  autre  corps  (n°  5i), 
en  sorte  qu*on  n'entend  par  D  que  le  rapport  dé  la  densité  d'une 
substance  à  celle  d'une  autre  qu^on  regarde  comme  terme  de 
comparaison;  on  peut  prendre  l'une  de  ces  densités  pour  unité^ 
ou  D^  =  I  ;  alors  le  rapport  dès  poids  spécifiques  est  =  D.  On 
voit  donc  que  le  rapport  des  poids  de  l'unité  de  volume  des  corps 
étant  égal  à  celui  de  leurs  densités  ;  on  peut  dire  que  le  poids 
spécifique  est  égal  à  la  densité,  pourvu  qu'on  prenne  pour  terme 
de  comparaison  la  substance  dont  la  densité  est  prise  pour  unité. 
Nous  donnerons  bientôt  la  valeur  du  poids  spécifique  de  chaque 
espèce  de  substance.  (FI  p.  4^3  et  à  la  fin  du  volume). 

33o.  Puisque  la  pression  exercée  par  un  fluide  pesant  sur  la 
siirAi^^  ^^  ^^^^  toute  l'étendue  d'un  plan  horizontal  est  la  même  ^ 
celle  qu'éprouva  une  surface' horizontale  A/dont  Z  est  l'en- 
foncement dans  le  fluide,  est  (3 1 7),  tt  A  (  Z  -f-  A  ).  Gette  valeur 
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86  compose  àe  la  pression  ^rAh  qui  serait  épi*ouvée  à  la  surface 
du  fluide,  et  Ae  celle  x-AZ  qui  est  le  poids  d'un  yolume  de  fluide 
ég9l  à  AZ.  Ainsi  est  faisant  abstraction  de  la  première  partie,  on 
voit  que  fa  pression  qu'éproupe  l'aire  horizontale  à.  ^ê$t  lé  poid& 
i*mi.  prisme  de  fluide  qui  d  cette  aire  A  pour  base  j  et  pour  haw 
Uur  sa  distance  à  la  surface  du  fluide. 

Cette  conséqùe^oe  s'applique  immédiatement  k  .la  prçssiott 
exercée  sur  le  fond  horisoûtal  des  yases;  if  en  résulte  un  fait 
asses  singulier.  Si  l'on  a  trois  lase»  dont  les  fonds  horizoï^taux 
aoî^it  ^aux,  et  dans  lesqueb  un  mêmefloide  incqmpr^sible  soit 
contenu  et  s'élè^ve  à  même  hauteur ,  la  pression  sera  égale  sur  les 
fonds  de  ces  vases ,  dont  la  forme  est  d'ailleurs  arbitraire.  Ainsi 
cette  pression  sera  moindre  ou  plus  grande  que  le  poids  du 
fluide  qui  y  est  renfermé,  ou  égale  à  ce  poids  (fig.  1.80,  181  et 
182),  suivant  que  le  vase  sera  un  tronc  de  cône  renversé  ou  droit; 
ou  sera  un  cylindre.  On  doit  donc  bien  distinguer  le  poids  du 
fluide,  de  la  pression  qu'il  fait  éprouver  aux  parob  et  au  fond  des 

vases. 

33 1.  Lorsqu'un  vase  est  destiné  à  contenir  une  grande  masse 
de  fluide,  les  p^urties les  plus  enfoncé^  supportent  une  plus^forte 
pression.  Si  donc  on  assemble  des  tuyaux  pour  élever  l'eau  (m 
tout  autre  fluide ,  c'est  se  jeter  dans  une  dépense  superflue  que 
de  donner  la  même  épaisseur  à  toutes  les  parties.  Car  si  les  infé- 
rieures ont  une  épaisseur  suffisante.,  comme  elles  doivent  l'avoir 
en  effet  pour  résister  à  la  charge,  les  parties  supérieures  en  ont 
nécessairement  trop.  Il  convient  donc  alors  d'avoir  des  tuyaux 
d'assemblage .  de  même  diamètre  intérieur,  mais  d'épaisseurs 
différentes  :  de  placer  ea  bas  les  tuyaux  les  plus  épais,  et  succes- 
sivement les  autres ,  à  raison  des  différentes  hauteurs  de  Peau. 

Pour  trouver  en  général  l'épaisseui  que  doivent  atoir  les 
tuyaux  de  conduite,  il  faudrait,  par  des  expériences  faites  avec 
exactitude^  déterminer  la  force  de  cohésion  des  différentes  sid)- 
stances  qu'on  emploie  pour  fabriquer  ces  tuyaux.  Nous  nous 
écarterions  trop  de  notre  objet  en  traitant  ici  cette  matière,  sur 
laquelle  on  peut  consulter  VIfydrodynaimque  de  Bossut. 

332.  Cherèhons  maintenant  la  pîression  exercée  par  un  fluide 
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liesaÀè^et  mâoaiifNQ^bleaiif  lUMràirâioèflane^qai  y  ësldqpo«- 

aux  pavûb  latérale»  deà^^ses^  etikteur»£oinkvJoriR|ii'4$  no  vint 
pas  horisttalaàk.  SilWpreiid  jMknKiià  un  des  étémeiSi9i/>de 
la  surface  an  qn^oii»  Féqua^n  <r):  dctanè  jmtr  la  pifts^l^ti 
qu'exerce  le  fluide  sur  cet  élèEtfort  à'(3i7)^  pi/  mi'sfdi,  en 
f^satil  aMiaotiohi'de  la  inresaioti'exoèeér Af  la  sùt^faee  sipâ^ëure 
du  ûmie,  laquelle  se  distribue  égaiismèiift  stnr  tous  les  pdint^  de 
la  surfàoe  fwèasée^  qiidBe  qn'^i»  soit ;l%idmîsto'j(Sig()«lCè1^ 
posé»  iMnimoiis  a^  a^i.* .  les dîyera ^mena  de  ç^Hte  ^rHioé; 
s/,  2*;  • . •  leurs dbtanoe^  à  la sorfaee •sixpérîearè  du  fl'«târ^  qui 
est  le  plaît  defs  i^  ;  on  aura  ita'A\  wa'i'!^ . . ,  poui'  leS;  praslioiis 
qu'ils  épa^ouVenl*  Ces  pressioii&  iwimiiit  tth  système  dé  fSdrces 
n<»:malëtf  au  plaA  iqu'oii  cokuidèEe  ;  leur  résultante  ft  smt  t  isibte- 
aaest  égalèà  leur  soimne^car  césfcnxes  sont  paralMes  «titre 
elles;  elle  sera  donc 

R  =  «•  Çaz'  +  aTz"  +  çtc.)  =  ^r  A? ....  X5). 

En  effet ,  désignons  par  A  l'éfeendae  de  la  surlaee  preiséei  #u 
Â  =  a'  +  a"*  -4-. . . .  De  plus  ^'2',  a" 7!' ....  sont  les  momen», 
par  rapport  au  plan  de^  la  surface  du  fluide,  des  élémens  a', 
a  ....  qui  composent  Faire  A,  Or  en  désignant  par  Z  la  distance 
du  centre  de  granité  de  cette  aire  à  la  surface  supérieure  du 
fluide  j  cm  ^  (AV  54)^  AZ  ^^  ^^  +>  «V  +  * . .  *  donc'^n  a 
:^  ;=^  9- AZ  ppîjir  la  pre^km  Xibex»^ée«  QclAZ  «ri;  lo  iKiIatmi«Mài 
prisiïie  qui  a|  4  P^i^r  :base  ^t  Z  .po«i^  ba«iaiiir.2  tie  |do«[  #  lëbt  le . 
poids  spécifique,  cm  te  poid)s.4eTti»ité.de  TtobttB^deoeiflu^ 
(3129);  donc  la  rhulia^Uiie4prff9§U^nk.gu^:€aàsi[(»iïsriflhi^ 
^sjtpit  siir  une  suffac^  pl^n^fuiy  $^ti^n^éf\BÈ.'Miime ^p^Moh 
quelconque  j^pf^  sur  umpWVkpIanAj  '€»t  te  poéck.cHitq^pHêmê  de 
çefiuide  quh<'-pf>ur  hane^étt^ §iurface ^  étpmirJaitsiam^étrfiefn' 
,.c£mefUde§(mç^^^e(Ugr^¥^i4é.(ian0ierJhakU     »  :  1  .oijio/ i^.  ; 

'   .  ]l.es|b  important  de  vnâaiiqiier  que  toutes  lés  siirlitèi&  j^lanes 
'fil<;|iigëea.daiip  aiilfluid«>  épfcrKt^énft  dès^  préssIcmà'^M  l!ùts((tie' 
'les  atîrès  sont  égakâr;  {Kmrvu  que  les  enfonéëntéiÂs  dé  leiiWcenbres 
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de^atité  soient  les  mêmes.  Donc  toute  $urfacfi.y}lane, plongée 
dans  un  fluide,  éprouve  de$  preeeions,  dont  la  résuliimle  ne 
change  pas  de  grandeur,  ^  lorsqu'on  /ak  mom^oir  cette  surface 
autour  de  son  centre  de^graçUéy  et  on  peut  la  disposer  horizon^ 
étalement*  Cette résnltante  change  d'ailleurs  de  âireelion^  car  elle 
est  sans  cesse  normale  à  la  sarface.f»*essée. 

333.  Le  centre  dépression  est  le  point  par  lequel  passe  la  ré- 
sultante :  ce  ceiftre  est  facile  à.  assigner,  d'aprfes  ce  qu'on  a  dit 
(36)  j  paisqn'îl  ne  s'agit  que  de  oonnattre  la  position  de  la  résul- 
tante d'un  système  de  forces  parallèles..  Supposons  que  chacune 
des  pressions  élémentaires  devienne  liorixontale>  ce  qui  ne  change 
rien  jau  point  d'application  de  la  résultante  (37).  Soit  z  Penfon- 
ceofeent  du  centre  de  pressiim  ^  il  ne  s'igtt  que  d'égaler  le  mo- 
ment Rs  de  U  résultante^  par  rapport  à  la  surface  du  fluide^  à  la 
iM>mme  des  mcunens  iraV*,  ^0"%"^^ ....  des  pressicms  é^énientaires 
îTûf'/,  ^Tra^z" ce  qui  donne 

IU=:srAZ«  =  5r(c/a'*  +  aV»+  ....)  pu  AZ2  =  S.aV*. 

^    Ainsi  la  di^nce  z  du  centre  de  pression  à  la  ^rface  du  fluide 
est  


Z'. 


AZ  R 


=  — X2.aV» W 


.  Pour  ifaire  us^ge  -jAb  cette- formule ,  il  faudra  exprimer  Faire 
élémentaire  a!  en  fonction  des  difPérentielles  des  coordonnées  ; 
mettre  pour  si*  sa  Trieur  d<mnée  en  x  et  j^  par  Péquation  du 
pkn  pnessé  ^  et  intégrer  aV*  dans  les  limites  détei^tninées  par  k 
figure  de  l'aire  plane  qu'on  considère.  Cette  formule  (9)  ne  fait 
d'ailleurs  coùnaitre  le  centre  de  pression  que  dans  le  cas  où  l'on 
.connaît  <i/>7^r»  une  ligne  qui  le  copient/ ce  qui  a  lieu  lorsque 
J'aire  pressée  est  partagée  en  deux  pwtions  symétriques  par  nn 
plan  TerticaL:  mais  dans  tout  autre  cas ,  il  fkut  en  outre  prendre 
{â  momens  des  pressions  ^émentaires  iraV>  irafs*. . . .  par  xap* 
port  à  unplan/verticary  perpendiculaire  à  celai  qu'on,  vient  ïk 
considérer  :  en  opérant  comme  ci-dessus,  on  obtient  la  distance 
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du  <seatrè  de  ipressîoa  à  de  plan  Tertical  »  et  par-^MiiiiéqdaslK  «« 

p09tttoià.'     ;  •    ■  '^'^    ./•■ ',!..:  '^t'"' 

3341  £ti  général)  tonte  celte  théorie  fl^«ppliqn»Ji  ia  pMttéft 
des  éanx  stagnantes  contre  les  dignes  4pii^o|^>esKiil  à  lemr  ééon-^ 
lementl  (^nssStçzkoe^vi^eXVjùchiiëùtur&fyfebiau^  deM.âe 
Pronj;  p»a79>  celledeBélidor^pnrM.  "Sai^ietyetUêMecképo/ies 

Noué  iio«M  .bornerons  îçi  à  applicpier  ces  prtncipes-géiyérmBx  à 
la  presskm  contre  h  vaaaè  reckicalè^et  VfetbwgtUife-^bne 
écluse:  soit  msoncété  horiicmtd^  nsalmutear  diqpvdirli^^aKfie 
inférieure  jns^'ani  nivean  de -l'eau*  Off  a  A^^^M^^étconuke 
le  centre  de  j^atité  est  a«  mitieûde  la  hsiu!bmjat'n\Et:=s^h,  Il 
suit  de  là  que^  1°.  la  juroBsion  eAKss^^fmn*^  a?,  le  oentte  ée 
pression  est  yîsiblement  sur  la  ligne' Ter ticale  qui  passe  par  le 
milieu  de  la  base  m;  3^  en'prenant  pour  élément  af  un  reetan^ 
gle  liorisontal  qui  ait  dz  pcNir;sa  hauteur,  et  m  pour  sa  base, 
on  a.  a' z=s  mdz'  :  ainsi  S.aV*  =  l,.ms'''dM  =:  |  mz^:  Qr  les 
limites  sont  /  s=:  o  et  V  z=z  n^  œtte  intégrale  devient  donc 

^mn?:  ainsi  l'on  a  pou^  Fenibncanent  du- centre  de  pression 

»  '—  «^  .■.,..' 

Nous  allons  exposer  la  théorie  de  l'équililure  descerps  flottans , 
après  quoi  n,ous  traiterons  des  pressions  exercées  sur W  surfaces 
courbés  des  yases.  < 

II.   Conditions  d'équilibre  des  corps  flottans  ;  pressions  exerôées» 
sur  leurs  parois  courbes. 

335.  Examinons  maintenant  ce  qui  arriye  lorsqu'un  corpn 
flotte  sur  un  fluide  pesant.  Prenons  sur  la  surface  imjggrgée  de 
ce  corps  un  dément  a  ;  la  pression  normale  qa'il  épgi^e  est 
Dgaz  r=:  ^az ,  (t).  Cette  pression  infiniment  petite  9^  doit^  point 
être  intégrée  dans  l'étendue  dû  corps ,  puisque  l^s  pcessfons  n'é- 
tant pas  parallèles  y  ne  doivent  point  avoir  lei^ir  résultante  égale 
à  leur  somme.  11  faut  donc  avant  tout  décomposer^  cette  pres- 
sion en  d'autres  parallèles  à  trois  axes  rectangulaires  ;  puis  pro- 
céder à  l'intégration.  Or  la  normale  est  perpendicfdaire  aii^plan 
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Uf^t^lmMiVmL^éifii  *  lififri;  mu  ptii^  9y\  d^ac  «f  droites  Ibnt. 
entre  elles  le  même  angle  que  ces  plans  :  ainsi  pour  obtenir  ki 
ooiQip%ifU)|e4)Mfttèf^  i^  i^^aut 

iiMd!iQ>)Â^<iit9tipar;^iiûPèiqi]a>i^  que  Années  pkii.ten^ 

)e$)Kimk^  lè^  «If  m  pb»  ^ ,  towfio  fu  3^  7  '.ia  mén^iç  çho^  »y«it 
lieu  pour  le$iM)W(^ei^)«^l  d^J^i'i0^^fi(4Pid(ut>qtte  l^^mposàntt» 

'  f/M»j(^.>i«imfiet(>Q»ié>puiiiie  parallèle  av^^  dent iUls^ 
tient  ^0=^9  ^C^bttii^dësfti  le^viwie  pn^^a»t4tet  ét^nîenb  jstn?)  le 
Ft»%>)¥»Jte«iphm^^«m|aces^aétei«Miieropt6uri  lee<(rps  pleÉgé 
^  féi^r^  élépei^jt  ^>{qi|pt>fié'  à ^oe^i  qi^on  iiKm«iditare>  et  qui  -vfam^ 
miim^jf  eft;ii^iM  priE^eotioii  lorteplan  ^iÈy;épwvvierà  aiisBi'uiie 
m^^  P'eiAi9top^paj^Ufl0:itta'^^q«iHquà  di#igéêqn  wku^ôntéatvq 
d^rlaifremièiiei  ett;bÉitb^«>tCpeutWdlt'e^i«lant'd0^^o»8hds-é)é^ 
1BM949  dfi  la^aàr£doQ^4LéniJdsoIt^iier  lai  ]kre9sbas'pfi^«iièles  uuib 
V  «!99ls^d6ti9abHd.  Uest  imiUe  >  qoela' 11^^ 
le  sens  des  y'j  donc  toutes  les  pressions  horizontales  que  le  fiuids 
emrmMtifkaqA  wààUm  horiiontak  A^àorpéffiangè  is#  détrui-^ 
f wliiwiliMtf fanr€afc> .    'v     ^  .  -,.  ^-u,:]  c'.i..  i      >     .    • 

Venons-en  aux  pressions  verticales.  Concevons  de  même  le 
prisme  projetant  l'élément  a  sur  le  plan  xy,  et  désignons  par  « 
ttkke  ypoyecfiMi  qpi  ^gçrtide  Mse  «au  prtsàie^^  ^i(4f  sera*  la  pfression 
élémentaire  dans  le  seasJes  4s$  dl^est  égale  au  poids  d'un  filet 
de  fluide  y  d'ûnyolume  égal  à  celui  du  prisme  différeotiel  dont 
lions  Tenons  de  parler.  Projetons' la  partie  du  corps  plongée  sur 
le  plan'^flW  ary,  quièstla  surface  du  fluide  :  lé  cyKndre  projetant 
aui'a  ifW9fi  basé' «(îétte  projection;  supposons  qu'il  embrasse  ïë 
çori^  et' le Utoëhe suivant  une  courbe,  de  manifere  à  séparer,, 
à  la  su^face^ plongée) du  corps,  dies  parties  sîtuées  les  unes  fcn 
dessdirt/fës*  autres  en  dessus.  Wayoûs  d*abbrd  égard  qu'aux 
presslpàs  éprouvées  par  les  étémeAs  situés  h  la  partie  inférieure 
de  Oette  bourbe.  Hés  pressions  forinent  visiblement  une  sérié  de 
forcée  teirticsiles,  dirîgëcfe  de  bas  en  haut  jdbacune  ffeTlés  est  égale 
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au  poids  d'un \prîsme  élémentaire  de  fluide,  prisme  dont 
nous  Tenons  de  parler.  Maïs  upe  partie  de  ces  pression^  se^â,|^j 
mînuée  par  celles  qui  sont  exercées  sur  les  élépeuspjacés  aurdes- 
siis  de  la  caurbe,  car  celles-ci  agissj^nt  en  sens  çqi^ir^xfi  :  si  i^iéme 
le4X)rps  était  entièrement  plonjgé ,  il  faudrait  les  diminuer  toutes 
du  poids  du  iiict  de  fluide  supérieur.  Pe  sorte  que  la  forcé  qui«|i 
résultera  sera  simplement  la  différence  des  poids  ^decef  ^etf  de 
fluide.  .  V 

Il  résulte  de  là  qu'oi^  peut  faire  abstraction  des  pre83ion8  qui 
ont  lieu  k  la  partie  supérieure  du  corps ,  pourvu  qu'on  reg^e 
celles  qui  sont  exercées  à  la  partie  inférie1^*e  comme  égalfsr^  au 
poids  d'un  prisj^ie  de  fluide  d'ud  volume  égal  au  filetd.tt  coi^s 
plongé  qui  répond  au-dessus  de  l'élément  q^u'on  considère  Donc^ 
un  corps  plongé  en  tokit  ou  m  partie  dans  ufi  flui^fi  pesant  fit 
en  équilibre ,  éprop^  des  presaioj}^  dent  Ja  résiUtaaie  esi  yert^ 
cale ,  dirigée  de  bas  en  hau^etêgaJ^  au  poids  du  fkàde  çuelf 
corps  déplace  :  cette  .résuUmte  pas^e  d'ailleurs  pqr  le.cer^ire  de 
grapité  dufkUde  déplacé  j  car  toutes  les  composantes  étant- as- 
similées à  des  poids ,  elle  dot^  passer:  par  le  centre  de  gravité  de 
leur  système  (*).  Cette  résultante  est  ce  qu'on  appelle /a /loi^séfe 
du  fluide.'  '  ,'•  *j^'*îi> 

336.  fiifous  avens  jttsqu'id  fait  abstraction  du.  pcpibda^CQrfWf: 
OV'te  >ppids  est  une  lerce  vèrfieaié  dirigée  de  '|baiiln«9i  tetj 
et  agissant  au  Centre  de  gravité  dsi  l^Mps  ;iiGette  4m^.M' 
doAc  opposée  à  \^  poussée  du  fhade,  Donc ,-  le  f»ààds  dtm 
eùrps  plongé  en  tout  ^u  en  partit  dam  un  ftuidfij  eai  ^ 
minué  du  poids  d^un  volume:  de  fluide  ^égai  é.  t^lui  qUi'il 
déplace  par  son  immersion.    ;    •  :/,••« 


(*)  On  peut  se  rendre  raison  à  priori  de  ceMe  conséquence:  en  eSet,  mpr 
posons  nja'aae  force  agissant  sur  un  cc»rps  non  peaai^  le  x^ûmme  ^^  ^^nî.- 
li^re  çloiigé  eu  io«t  on  en  partie  dans,  ^a  fluide  pesant.  Si  Ton  remplace  Ig^ 
portion  plongée  du  corps  par  un  segment  écal  de  fluide  devenu  solide,  Vé' 
^uilibre  subsistera  visiblement  sans  le  secours  d'aucune  force,  ponc  le  poMs 
de  C6  solide  sera  égal  h  4a  pression  an  flàide ,  cVsl-à-dirc  h  la  (o^ce  qui  vttien  i 
ie corps  plo|ygé  en  éqntlibre.  Donc,  etc.  .  .■ 
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'Quand  il  armé  que  la  partie  înjroergée  est  de  tel  yolumë 
que  le  poids  du  corps  est  égal  à  celui  du  fluide  déplacé,  les 
deux  forces  ne  s^entre-détruisent  que  lorsqu'elles  sont  directe* 
ment  opposées  (lo),  ce  qui  exige  que  les  centres  de  granité 
du  corps  et  du  fluide  déplacé  soient  dans  la  même  verticale. 
Ainsi,  jfour  qufun  corps  pesant  flotte  en  équilibre  sur  un  fluide j 
U  flxut  deux  conditions j  i^.  que  le  poids  entier  du  corps  soit 
égal  au  poids  du  volume  de  fluide  déplacé;  et  2^  que  la  droite 
qui  passe  par  les  centres  de  graçitè  du  corps  et  du  fluide  dé-^ 
placé  soit  verticale, 

337.  Soient  n  et  r  les  poids  spécifiques  respectifs  ou  les  den- 
sités d^ln  corps  et  d'un  fluide  ;  Y  le  volume  du  corps,  if  celui 
du  fluide  qu'il  déplace  ;  xç  sera  le  poids  du  fluide  déplacé,  et 
représentera  la  pression  totale  exercée  sur  le  corps  ou  la  pous- 
sée verticale  du  fluide  de  bas  en  haut  :  IlY  sera  le  poids  du 
corps;  et  il  se  présente  ici  trois  cas. 

i^  Quand  l'équilibre  subsiste ,  alors  on  a 

CHte  équation  exprime  l'une  des  deux  conditions  nécessaires 
pmur  que  l'équilibre  ait  lieu.  On  remarque  que  si  le  corps  est 
entièrement  plongé  dans  le  fluide,  comme  y  =  Y,  il  fitnt 
alors  que  ir  =  n,  c'est-à-^lire  que  le  corps  doit  avoir  le -même 
poids  spécifique  que  le  fluide  :  dans  ce  cas  l'équilibre  a  lieu,' 
i^\s  que  soient  la  position  et  l'enfoncemeixt  du  corps  dans  le 
fltti^e^  car  le  cen&re  de  gravité  du  corps  est  Je  même  que  eduî 
du  fluide  déjilacé*  La  réciproque  est  viaie. 

a^.  Lorsqu'on  a  ^1^  >  IlY  ;  alors  le  corps  doit  remonter,  car 
la  poussée  du  fluide  surpasse  le  poids  du  corps  de  la  quantité 
irv^nY. 

Cette  différence  est  la  ^rce  qui  pousse  verticalement  le 
corps  de  bas  en  baut.  Le  corps  remonte  donc,  et  bientôt  il  sort 
en  partie  du  liquide.  Or  dans  ce  cas  f' ,  ou  le  volume  plongé, 
diminue  à  mesure  que  le  corps  sort  du  fluide,  et  l'on  voit  qu'il 
doit  arriver  un  instant  011  wj'^rnY-,  de  sorte  qu'^prçs  plu* 
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sîeurs  oscillations  yerticales^  si  les  centres  de  gratlté  da  éorps 
et  dii  fluide  déplacé  se  trouyent  tovi jours  dans  la  ménie  rer- 
ticale^  le  frottement  doit  rétablir  l'équilibre.  Obserrons  que 
le  cas  présent  exige  que  le  poids  spécifique  du  corps  soit  plus 
petit  que  celui  du  fluide^  car  on  a  toujours  i'  <  V. 

3^  Enfin,  si  l'on  a  tv  <  nV  le  corps  devra  descendre,  et 
son  poids  sera  réduit  à  nV  —  wf^  :  cette  dîfiérence  est  le  poids 
qui  serait  nécessaire  pour  soutenir  le  corps  en  repos.  Mais 
comme  v  croit  à  mesure  que  le  corps  descend ,  il  est  clair  que 
l'on  parriendra  h  avoir  jrf  =  nV,  si  n  est  <îr;  et  comme  v 
ne  peut  surpasser  V,  on  sait  que  l'état  d'équilibre  n'est  jamais 
possible  lorsque  9r  est  •<  n.  Le  corps  descend  alors  jusqu'à  ce 
qu'il  trouve  un  obstacle  qui  l'arrête. 

Ainsi  il  n'y  a  que  les  substances  dont  le  poids  spécifique  «st 
moindre  que  celui  de  l'eau ,  qui  puissent  flotter  sur  ce  fluide. 
Cependant  on  doit  observer  que  lorsque  les  corps  ne  sont  pas 
homogènes^  ou  lorsqu'ils  ont  une  capacité  vide,  il  faut  alors 
remplacer  n  par  un  poids  spécifique  mojen  et  bjpothétiquô 
qu'on  trouve  en  divisant  le  poids  total  du  corps  par  h.notoir- 
bre  d'unités  de  Volume  renfermées  dans  son  volume  apps^rent., 
Le  6wp$  plongé  se  comporte  dans  le  fluide  précbément  comme 
le  ferait  un  corps  homogène,  plein  et  solide  qui  aurait  le  quo- 
tient p6ur  poids  spécifique  n.  Ainsi  il  n'y  a  pas  de  iubstanée 
qu'on  ne  puisse  faire  surnager;  car  on  petit  l'unir  k  une  autre 
dont  le  poids  spécifique  soit  moindre,  de  mamère  à  eomptser 
un  poid^  spécifique  moyen  plus  petit  que  celui  du  liquide,  ^ 
lui  donner  une  ferme  concave  qui  puisse  satisfaire  à  l'équ»^ 
tion  (^).  L'action  capillaire  produit  encore  un  autre  effet  dont 
on  ne  peut  négliger  l'influence;  mais  nous  ne  pouvons  exa- 
miner ici  cette  force,  et  nous  nous  bornerons  i^  faire  remar- 
quer que  le  fluide  se  déprime  autour  des  corps  qui  ne  sont 
point  de  nature  à  être  mouillés  :  alors  le  volume  plongé  doit 
être  augmenté  du  vide  produit  par  cette  dépression  :  c^est  ce 
qui  explique  pourquoi  une  aiguille  enduite  de  dre ,  peut 
flotter  sur  Peau ,  quoique  plus  pesa^ite  que  ce  fluide«  F.  le  4*  ▼ol^ 
de  la  Mec.  céleste  de  M.  de  Laplace. 
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338,  /Pif^:  IppJt  .cp  (pi  yi^t  4'êtye  dit  i^ous  nvons  fei|i  .«br^ 
çtirapUop  4^  'Ki*4*  ^  l'atmospUèrçi.  waif  les  résultais  n'ea 
^flP|;  {^  j^pjttf  q^pl9..C9^  U  e^  facile  ^e  ^ns^dérer  çp  partie 
çf^^o  la  ^^our  pi^odnite  par  cejtte  çau^^.  £ii  faisant  de  nou* 
veau  tous  les,  raisomi(ç/Q9çps  déyeloppés  dans  les  sHcticles  pré- 
Q^ei^^gn^is  jr^f^pip)l^çiii4  f^i^paxle^  pre^u  po;is^nte  P^  il  sera 
aififi  4'w  W^gbiiva  qiie  hr^qi^rw^  corp^  pesant  e^t  phngè  dans.un 
flftifie  ^  4quUibre^  fi  i^pn'^ppdg^  une. force, ^^  mgi$se  sur 
kiyflmi^  àJ'^içk  d^fUh  jÀêUm^,,  t*4qumAre  ne  sera  nullement 
oiêM^  HcHt^  pfeêSHH^sfc^ui^ra  è-oefle-^qu^^^  due  â  i/apesan" 
tèumOmaxAtismlà  n^  iig  q^i  irçi^dbiei^  raifoi^  de  ce  ^éorème. 

339.  Nous  mdm  ¥M  i(336>Mq^^il<]faut  jes^^Ujellemeut  deux 
conditions  pour  qu'un  oorp»  pui^  flptter  «n  équilibre  sur  un 
imds  :  et  y  par  Ja  psèpirtété  àm  (îWftTiÇ*  4e  grai^ité  Qi  et  62, 
4"^/)^  la  dsoîte  jqui  jowi*  Ifs  joentnes  ^e, gravité  d'un  corps 
et  jdNiii  segment  formé'  ffut  :uA'  plfm  ^qjadkcfnqu^ ^  dftît  .aussi 
patttri  pariceliiu.dô 'Fii(«il9e-!fflgm^  daPfl  fe-c^s  qfj^  pous 
tra^tonè  i<^i,  U  plan  oaupapt  «^t  h  éwefem  mi^a^  du  £ii»idej 
fpAmtnflimnip  f^j&ot  dê^fiutaisQn.  pnieo  ooiiclUt  ((|U6  ipumr  qn'tm 
cbfip»  p^uastantt  :«  ^qùiUlMre  0$ir  ^un  flatd^  4^éKnfif«e)p«i»t 

'  idiM  peéaotit  qm  loi  »  il  fiftvtt  que  1»  ^vm^»  qui  p(4i^  p^r  le» 
ceH|reg  <•  gruVî^lé  du  corps<e%  d'u»«d«s  aeglnon^  lofpuiéâ  pqir  M 
piMidéibtlkito^»  aoit  perpMdiouli^ià-^plMu  A^isijeip^^^ 
Ukme5)giiiéralMd6  h'^^echov^det»  ;po#i^^  d'équilibpîe  d'fW 
oorff  posant  JiMM^è»^  çrti'éduft  »u  suivdtM:  :  c<)2^f  pur  un 
pian^  u^  a>ip«  de  figura  thrmàfjfU  wmière  que  4a  ligne 
drmfe.  gui patse  pmr  k  0^tre,d^^grmif^4^^eorp$^  etpc^çe^ui 
dm  i^utt  dm/Mgraeriéj  sçi*  p^fpemiiçuhire  4;iu  pfan  toupauùi 
etiéÊ  pktêffUf  h  imbrnie  de  l'un  def  segnpens^  ^it  à  çek^  du 
^eotps  entier  dmrwmnnBipport  donné*  Qe  ra^ppft  eft^^s^ué  p^r 
Véquation  (9;).  En  anettant  donc  .oette  douhW  ço^idltipn  gh 
éqibtion ,  tes  positions  ^'équilËbre  d'jun  cqrps  seront  données 
fiait  des  nteine8i<qui  en  îndkgaent  le  nombre-  jCe  pro^lècpe  ne 
dépend;  oQuuide  oiàsrbii^  quotde  la ^îiéoDliétriç  analytique.  Con^ 
sédtesi  la  Mécanique  phi^hMopbique^  page  a44'  ^U  Toîci  la  so*» 
lution.  \         ..       > 
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qcidcottffue  liappéirtiée  à  voray^tèri»^  d'Ai(^  l$ÉQUmglid«wfi^  «Hte^ 
droite,  quç  Dpu5  i;iommerpi^s  «are  normqlj,  ^era  celle  jq^k  de- 
vra être  yerticaïe  bu  perpendiculaire  au  plâaMe  il^tJt^îsciB^  Vji\ 
plAd  perpenditulairie  k  cettÈ^Ugi^  a  ^«rté4iJtAtkiu;(Goa^rdii^ 
Màtb-;>nJ^»6{i^.ot!5a4J,  ■  -'l  h    \    r..  ■    .  /:  ù.  n\,  u-û\,'  'mt-'j 

ipt  l'aile  y  que  ce  plan  fyit  avec  celui  des  j;jp  est  dyiliié  par 
r«(j[patîp|i  : 

Çel«  p9sè^  ^lMjfituo|tt$  »  ==0  —  a^-rr^,.^^.)i'î^|j^^a^.,.i, 
fF=/C*>^)dfe  la  surface  du  corp9prpç(^s^i,;^     .     ,.  ,„..,.■  . 


C  =  ax  +  by+f{x,y)'^    , 


î''! 


^i  Péquatîoti  de  la  projecfticitt  delà  éëùrbe  de  séctloii  dti 
corps  par  notre  plan  perpendiculaire  k  faxe  ^orttïàî^'      .  ;  ' 

tj'întégrale/(j^it/ar)^  qu'on  tirera  de' èètte'é^uaw 
priië  è^tre  les  iîmitcà  éomenàbles;  fera  'cènhaîttlè**raïyè  t'Sttle 
^  de  fcette  coiirfbe  en  fonctîènulè  a-,  6,  C;  et 'cjétté'ail^  étant 
âîvlié^fàr'cosV  donnera  j    -  u  j    - 

*    ,;"-r'  ^   ■'■      •        ..  ■'      .     V.   .■-   — ,   -  '  ^    ■'    •    -■    >-•'  '■-••■'. 

ppi^Tcl'airQ.d^JU.sqçMoft4«Wr«^a^-v*      .      .    .  i.  ,   ..  »    {„  >-. 

,  JE# iws*«t  rarkr  i^:  ooôfitanjt^  G.  .d^  pj^  4#n4  A  i  Pé?*s  % 

çp^s-<|[ic»Tçir  fiÇ/j>îafl,^lî*lï^ç^fi»|:^./çt  Je^^iW^?  4e?  seçti'op? 

^    cb^gf^pptid]étç^d||ft;,ei\,pq^pt^:F=;9^.  lîçij?  ^rpn^jdpig^  j^ 

KeGpçqi?î,.pQ^r  ^  Jç  |^)^fi  RÇ?3içwtrjB  fei,^^;;,3^,u?iJ|a-  n^Bd- 
merons  Ci  :  au-delà ,  le  plan  cesse  de  cqwper  1/e  corps.  ^  . ,.    , 
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<km0ervons  mnnleiiaiit  le  oorps  ceupé  par  une  série  de 
plans  'parpénâioulaires  à  Paxe  nomaal  et  formant  des  tran- 
eb^'élémentairea;  le  Telomeé^  l'ime  de  ces  trandies  est;  •  • .  «. 

__—_-.===  ^ûiC.  Intégrant  relativement  à  C  dont  >  dé- 
pend v  ob  a  le  TQlame  du  segment  Voompris  entre  deux  plans 
perpendiculaires  à  l'axe  normal  ;  si  l'on  mligre  depuis  G =€. 
Jusqu'à  G=  Cl ,  l'un  des  plans  coupant  sera  tangent  à  la  limite 
du  corps  y  et  l'autre  arbitraire  fixée  par  la  valeur  Ca  de  C  qu'on 
voudra  pr^dre.  Soiept  M  le  volume  entier  du  corps ,  et  r  le 
rapport  donné  du  segment  à  ce  volume  (le  rapport  entre  les 
poids  spécifiques  du  cqrps  et  du  fluide)  on  égalera  l'intégrale  à 
Mr,  savoir: 

fydC-szMr; 

et  cette  équation  déterminera  la  seconde  limite  C^  de  C^  confor^ 
mément  aux  conditi6n#::du  problëne.  Les  quantités  Ci  et  C» 
sont  des  fonctions  des  inçounu^  a  et  &  qui  fixent  la  position 
de  l'axe  normal  i  et  qu'il  s'agit  maintenant  de  déterminer  par 
la  <CQn4itiQn  qu^  h  jcei^trc^  de  gf ayité  du  segment  soit  situé  sur 
l'un  des  points  de  ce^  axe. 

.Spient  ifr,  /,  m  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de 
l'aire  A>;données  par  le  calcul  (p.  83  )j  fAJbdC,  fÂ^ldC, 
fAmdlCf  étant.divisés  par  |/(i'-l-  a*  +  ^*) ,  seront  les  son^mes 
des  momens  des  tranches  élémentaires  par  rifiport  aux  trois 
.  plans  coordonnés;  savoir,  J^kdC,  f^ldC,  f^mdC,  relative- 
ment à  C  entre  les  limites  Gt  et  Q.  En  divisant  par  Mr^  on 
aura  ainsi  les  trois  coordonnées  du  centre  de  gravité  du  s^*-* 
ment  en  fonction  de  a  et  à  :  substituant  dans  x=zaz,  et 
^  z=sb3t,  pour  exprimer  que  ce  peint  est  sur  l'axe  normal, 
on  aura  enfin  c)eux  équations* qui- déterminei^ont  a  et  b;' par 
suite,  l'axe  normal  sera  donc  connu,  puis  Ga  et  le  plan* cou- 
pant; enfin,  le  problème  proposé  sera  complètement  fésplu, 
et  aura  autant  de  solutions  qu'on  trouvera  de  valeurs  réelles 
àea^beiç,  qui  rempliront  les  conditions  imposées  par  les  équa^ 
lions  jc  =  H* ,  j'  =  is. 


Digitized  by  VjOOQIC 


iQUILIBAB  DBS   CORPS   ÏLOTTANS.  ■  ^4^ 

340.  Il  résulté  4e  ce  qu'oïl  vient  de  dîre>  q«e  les  prismes 
et  les  cylindres  droits  ^  homogènes  et  à  base  quelodnque,  ont 
deux  positions  d'équilibre  manifestes  y  en  disposant  Terticale-* 
ment  la  ligne  génératrice  et  plongeant  tour  à  tour  cha" 
cune  des  bases  dans  lie  fluide.  La  même  chose  a  lieu  aussi  pour 
les  solides  de  révolution  et  pour  les  corps  symétriques  par  rap- 
port à  une  ligne,  en  plaçant  cette  ligne  verticalement. 

De  plus  ^  les  prismes  et  cylindres  droits  ^  et  en  général  tous 
les  corps  susceptibles  d'être  coupés  par  un  plan  en  deux  seg- 
mens  symétriques ,  ont  des  positions  d'équilibre  dans  lesquelles 
ce  plan  est  vertical.  Pour  trouver  ces  positions ,  il  suffit  de  con- 
sidérer jseulcment  celles  de  Faire  résultant  de  l'intersection  du 
€X>rp?  par  ç^  plan. 

.  341*  Un  exemple  simple  suffira  pour  faire  voir  cette  dc^fr 
nière  prpposiMpn,  et  commeilt  différentes  positiqi^  d'équi^bre 
d'un  corps  sont  données  par  une  même  équation.  Suppqsonis 
que  le  solide  soit  un  prisme  triangulaire  homc^ène  et^roit, 
dont  le^  arêtes  sont  horizontales  et  dont  la  base.e^t  le  triangle 
SAB  (  fig.  162  et  i63  )  :  XX'  est  le  plan  de  flottaison.  U  fe^t 
considérer  deux  cas;  i°.  celui  (fig.  162)  où  les  bases^de  ce 
prisme  ont  un  angle  S  plongé  dans  le  fluide ,  et,  deux^  sangles 
A  et  B  hors  de  ce  fluide;  2®.  le  cas  inverse  (fig/i63  ).  Nous 
allons  traiter  à  la  fois  ces  deux  circonstances;  parce  que  le  cal- 
cul en  est  le  même. 

Pour  connaître  la  ligne  MN  suivant  laquelle  le  plan  XX' 
coupe  le  triangle,  il  faut  trouver  SMi=zx,  el  SNér^y,  Soh 
P  le  milieu  de  AB;  les  données  sont 

SB  =  «,    SA=6,    S9  =  k,    PSB  =  m,    PSA  =  /». 

Désignons  par  r  =  —  le  rapport  du  poids  spécifique  n  du  corps 
à  celui  ^  du  fluide;  l'équation  (6)  donne  '    i..,,.  ;    ;  > 

Dans  le  pronier  cas  (ïg.  162)  ....  r.S^Bar^SIftt: 
Dans  le  secopd  cas  (fig.  i63)  ....  r.SABt=: ABJVfN. 
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Orlë*d«ttt  tviatiglèi  SMif ,  SAB  ont  l'aigu  S  ôoromiib,  et  Ton 
»(C(iw»4e1i«lb.,d*iiâ^) 

..      SMW\_3MxSN_<y 
SAB""5AkSB  ~a6' 

...  SAB  — SMN      AMHè      ai  — »y 

'*^.  SAB  SAB  oé      V 

on  a  doiic,  suivant  qu^il  s'agit  de  U  £g.  162011  ^63, 

aey^nrab^    ou    iry  =  à5  (i  — r)  ; ,.  ;  (1) 

Il  s'agit  maintenant  de  satis£Eiire  à  la  seconde  ODttditic^  (33^; 
c^est  M{i>e  qtfe  les  ceittr^  de  graylté  de  SIR  et  du  ffiuiidé  dé- 
tAàcê  btAeïit  dans  là  même  rertidilé.  9t  l'où  prend  PR::^  ^  I^S, 
H  ^êM  (S6)  le  centré  de  gravité  dii  triangle  SAB  ;  de  rn^ètn^ 
si  Q  èst'Ié  milieu  de  MJî,  et  si  QO  i=  (  QS ,  O  sera  \eéeM¥é 
de  griivRé  dii  -triaiigle  SMN:  la  droite  RO,  ou  m  paraDète 
PQI,  doft  donc  être  Verticale  dans  le  cas  d'éqiiifibtei  cest-à- 
dirè  que  PMr^PSf  ët^rraiei*a  cette  cbndîtiom.  Àbiaiîssons  dtt 
pomt  Fies  perpendiculaires  PE  et  H),  sur  SB  et  SA.  [On  à 

PË 3^  i^  sin  nVy  H>  =f  i^  iin  79^ 

SE  =  itcos7it,  SD=itcos'n.  ' 

Dotic  pi îiiïî* -^ *  c^ m,  et Bro« lïicôs  w  — >,  ot»  PM 
donne  EP*  +  EM»  =  PD*  +  ND\  En  siibstituiÉnt  et  rédui- 
sant, on  a 

x*  *»^  2it#  <îOs  w>  «=  j^  —  2*^  col  n. 

Pov^r  trouver  les  positions  d'équilibré*,  il  faut  donc  éli* 
ibiner  ^'x  et  y  entre  cet  teéquaiion  et  l'aie  des  deux  relations 
n^  (x)  :  mais  comme>(la  éeconde  s&dédàit  de  la  premièi^  eti  . 
y  changeant  r  en  i  —  r,  il  est  aisé  de  ne  faire  qu'une  élimi- 
nation 9.  «sa  qiÉi^bane,  Sttif«iU  qufil  s^agit  de  far  figuce  «^62  ou 
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.  Ces  équations  sont  du  quatrième  degré  dt  tmt  ait  moins  deva 
racines  réelles^  à  cause  du  dernier  terme  qui  tost  négatif  (Court 
de  Math.,  n°  5i5,  II)  ;  mais  ces  racine^  peuvent  être  toutes  les 
quatre  réelles,  et  alors  la  disposition  des  signes  indique ,  par  la 
rëgle  de  Descartea  (Cours  de  Math.,  n®  53 ï) ,  que  trois  des 
racines  sont  positives,  et  que  la  quatrième  est  uégjitiye.  Çettç 
dernière  racine  est  inutile  au  cas  présent^}  <^r  la  pesanteur 
n'agissant  jamais  que  de  haut  en  bas ,  la  droite  SM.  ne  peut 
être  placée  sur  la  ligné  SB  que  d'un  setJ  côté  par  rapport  au 
point  Sj  de  sorte  qu'on  ne  pevX  porter  la  valeur  de  x  sur  le 
prolongement  de  MS  au-delà  du  sommet  S.  Il  y  aura  donc  une 
oa, trois  positions  d'équilibre  qui  seront  données  par  les  ra^ 
cines  positives  des  équations  (2^)  :  les  valeurs  correspotodatiteft 
des  j^  seront  données  par  les  équations,  (i)^  Oïl  devra  eèp^dàdt 
avoir  ap<a,  et  5'<^.  i         .  ;-     .t 

342.  Appliquons  ces  raisonnemiens  au  triangle  iso^e,  afitt 
de  pouvoir  pousser  le  cakol  jusqu'au  bosi  :  M  Cùaiiàétimê 
que  le  cas  oh  il  n'y  a  qu'un  seul  angle  du  triangle  plongé 
dans  le  fluide  (fig.  161S).  On  a  dono  ici  m  3=  7»,^ et  à=é:b  :  ce 
qui  donne 

ji^  =  a*r,  et  af<  — ^it*^cosi7^  +  2aVitj»cos?»  — r*ii*::2=a.   > 

'  <        '  ''        . 

"Les  faéteurs  du  second  d^ré  de  cette  dernière  étant. .  .  • 
«••^aV=o,  et  «*  — ;2it*cosw  +  aV=:o,  on  en  conclut, 
en  ne  prenant  que  les  racines  positives , 

X  i=  a^r,  et  x  z^  k  cosmdtl  V/(it*  cos*  m  —  aV)  ;      , , 

d'où    ^i^*,        et  j^:±=/tcosWzp\/(i&»'cos'*i»  —  ûV). 

.La  première  racine  indiqué  qu'il  y  -a  tme  ï^bsîtîori  d'équilibre 
en  Supposant  AB  horizontal.  Cela  s'applique  aussi  au  cas  de  la 
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fig.  i63.  Les  aatrer  positions  sont  données  par  les  deux  autres 
racine^;  mais  elles  doivent  satisfaire  k  des  conditions  remar-^ 
quables  :  car  x  eîy  doivent  être  <  a,  avec  ir  <  n  ou  r<;  i  j 
donc  a'^kooêm^ài\/{k*cos*m-^a^r)'y  en  carrant  et  ré- 
duisant ,«t  observant  de  plus  que  chaque  radical  doit  être  réel , 
on  obtient  pour  r  les  deux  limites    * 

^  aitoosm  — a  ^i*cùs*m 

r> — - — ,  »•<——. 

On  aura  de  même  les  limites  pour  le  second  cas  (fîg.  i63} ,  en 
changeant  r  en  i  —  r  jolies  sont' 

^  aa  —  nkcosm        ^  a*— it*cos*i» 

^<— « — -'  ^> â* :• 

Ces  conditions  doivent  être  satisfaites  pour  qu'il  y  ait  trois  po-* 
sitions  d'équilibre  :  sans  cela ,  il  n'y  aurait  que  celle  qui  est 
donnée  par  l'équation  «  =y  =  aj/r,  avec  r  ^  i. 

Lorsque  le  triangle  est  équilatéral ,  m  est  le  tiers  d'un  angle 
droit,  d'où  Fon  tire  cos  m=:  V/ 1  :  aiusi  /r  =:SBXcosii>:^a .  t/|  : 
donc  les  limites  cislessus  deviennent 

i^'ças  r>i  et  r<;^;   a«cas  r<ii  et  r>-^. 

343.  Lorsqu'un  corps  flottant  est  en  équilibre  >  nous  savons 
que  si  on  le  charge  d'un  poids  P,  il  doit  s'y  enfoncer  jusqu'à 
ce  que  le  nouveau  fluide  déplacé  soit  devenu  égal  au  poids 
primitif  du  corps ,  plus  la  charge  P  :  supposons  que  les  cen- 
tres de  gravité  du  corps  et  du  fluide  déplacés  restent  dans  une 
même  ver ricale,  et  proposons-nous  de  déterminer  la  hauteur  is, 
de  l'enfoncement.  Soit  K!  l'aire  de  la  section  du  corps  par  le 
plan  de  flottaison  dans  la  secoïide  position  d'équilibre ,  c'est-à- 
dire  lorsque  l'enfoncement  est  opéré.  II  est  clair  que  R  eft 
une  fonction  de  z  donnée  par  la  forme  du  corps  et  sa  disposi- 
tion sur  le  fluide  dans  le  premier  état  d'équilibre.  'Kdg  est  lar 
tranche  élémentaire  du  corps  ;  de  sorte  que  fKdz  est  le  vo- 
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Iiime  de  la  partie  du  corps  qui  s'est  enfoncée,  en  preniMit  l'iii  * 
tégrale  depuis  2  =  0:  donc  le  poids  du  fluide  déplacé  par  cet 
enfoncement  est  vfKdz,  if  étant  le  poids  spécifique  du  fluide. 
Il  est  manifeste  que  ce  poids  de  fluide  doit  être  égal  à  celui  P 
gii'on  a  ajouté  :  ainsi  on  a 

P  =  çr/K&,...,0). 

Pour  faire  usage  de  cette  formule ,  on  y  substituera  pour  K  sa 
valeur  en  fonction  de  2 ,  et  l'int^rale  étant  prise  depuis  2==0j 
on  en  déduira  2,  ou  la  hauteur  de  renfoncement. 

Cette  théorie  s'applique  principalement  aux  corps  symétriques 
par  rapport  à  un  axe  vertical  (ijg.  182),  tek  que  les  corps 
de  réTolution,  prismes  y  cônes,  cylindres,  etc.;  parce  que  les 
centres  de  gravité  du  corps  et  du  fluide  déplacé  sont  alors 
SHr  cet  axe.  L'équation  de  la  courbe  génératrice  dn  corps  de 
révolution  est  j^^^;  supposons  que  l'origine  soit  au  point  D 
où  Taxe  As  est  coupé  par  le  plan  de  flottaison  primitif  BG  :  K  est 
raire  d'un  cercle  nî^nt  l'ordonnée^  est  le  rayon  •,  ainsi  K=çy*, 
(c  étant  le  rapport  du  diamètre  à  la  circonférence)  l'équatioii 
(1}  devient  donc 

P  ==  'jrcfy^dz* 

Par  exemple^  soit  un  paraboloïde  de  révolution^  d'abord 
placé  dans  une  position  d'équilibre,  l'axe  Az  étant  Tertîcal  ;  on  a 
pour  l'équation  de  la  parabole  ,y*  =  7»  (a  +  «) ,  m  étant  le  pai- 
raruètre,  et^  désignant  la  distance  AD  du  sommet  Dau  plan  de 
floUaison  BC.  Ainsi  pn  a  B  ^  i '^cm  (a  +  «)'  +  C;  et  comme 
P=:o  donne  «  =  o,  on  a  C  =^  —  5  %cma^\  donc  enfin 


— V{^+''}- 


Le  si^e  inférieur  se  rapporte  au  cas  où  Ton  aurait  an  con« 
traire  ôté  le  poids  P. 

344-  La  formule  (<)  peut  encore  Rappliquer  aux  prismes  et 
cylindres  droits  à  hase  quelconque,  dans  les  cas  0^  la  génér 
,i:|itfwcc  est  horizont^e  ou  verticale.  En  efifet,  dans^Ie  pii^n^ijer 

^9 
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cas>  il  ^t  \Ph\oYt  égaii^  à  ta  fea.ië  ^*î  ^eM  «M  i^tf^bè  |l1ahe 
ddfit  l%(|iâdtfon  est  <dèiitiéé>  ftibi%  R  %lt  'sfkirpièiimkt  iWè  dti 
réc4»i%1is  *qliî  Ipi^Mè  ié  l'9ntléi^ëtfrk>ft  dé  te  (xylîMt*é  piÊ^  le  phil 

génératrice  est  verticale ,  K  est  l'aîf^  ^uÉitàldé  ^è  ih  b^ée>  'el 
l'on  a  simplement  P  =r  5rR«,  d'où  a=  — . 

Ainsi  peur  ïè  cylih  Jré  dî^oit  ilîa'sè  '|>aral^lîquèvfiiè«  ^  ^^)  >  ^^nt 
la  génératrice  ésl  ^df^ontàle  èl  7i  la  ïoVi^'éur ,  on  à  èWcoré  ici 
y*±sm(a  +  z)'j  d'où  Von  voit  que  R  ==  a^X/^m  .  il/^(â  4*  «)» 
ce  ^ûî  donne  pour  là  formule  (t), 

d'oà  îl  faudra  déduire  la  valeur  dé  b.  <$i  &«i  cidiitraîre  ^ee  tj* 
Ihïdre  a  sa  génératrkSe  verticale^  oomniè  tm^sarît  que  4a  base 
est  ^n  s^mèat  paraboKqtie  âoBt  FaiV^e  et^  Kz=^^M,  h  tii 
étant  les  deux  fins  grandes  dménsibus  de  ce  serment  ^  «n  à 

On  observe  que  tout  ce  ^ui  vient  d'être  dit  s'appliqne  <%a- 
lemcnt  au  cas  où  l'on  ôlerait  au  contraire  un  poids  P  au  corps 
flëtt^t. 

^5.  ÈiàhxcJrà  inaiiitènatit lëi 'pi^èSsiôtfe 'ërtifcéës  i^fc ffârdi 
Courbe  dVù  Vasie. 

On  a  Sru  "035)  ^tfëii  ÉkTil  fléfeb^pb^cfr  là  ^tf^Srfbh  «lit  î?élé- 
"ttétàh  dfe  su^ffee ^ôhgéé^^VailcleÉiefet^Hirfx  ^ies^s ^^^^t*) 
^t  que  léis  coitt|K)«aaities  bâties  yéoèvA^  i^  irz^ék'  té^'ptd^ecf' 
tioiis  de  <^t  élément  «  sur  les  plans  des  xy,  xz  et  yz ,  projec- 
tions qui  sont  respectivement  les  rdctangles^fférentiels  dxdy^ 
dxdz  et  dydz.  Les  composante  de  la  pression  élémentaire  sui- 
vant le&Zjle^  yi  €ft ^les  x^j  sont  donc 

wzdxdy^     xzdxdz.,     ^:^yciz, 

-Gè^  trbis'^r^iVs  4tàht  Snfé^êès  êàii^  %s  'li>mltés  ^i^v^  ^¥èscttt 
l'étcûdfaé'dë 'la  surfece'fftofigée  qtfon'cdngîdèïré,  dortHei^otit  4é* 
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résultantes  des  pressions  parallèles  aux  ;ps,es^  ^pronyies  par. 
cette  partie  de  la  surffiçe  plongée.  ,Qu^^  ^anf  troî^  pçint^.xiii 
ces  résultantes  pressant  la  surface,,  ^1  fjaut^pour  les  obteiûry, 
recourir  au  théorème  des  momens  Ou  aux  équations  {P  ) ,  p.  43. 
Ainsi  désignons  par  Z  et  T  le;s  ooQr^çnnée^  du  centra  de  pres^ 
sion  des  forces  parallèles  au;i  ^,  et  par  JE^leor  j^wltd;i;itis^  Qcmf 
obtiendrons 

'2i=ffirzdyd%,    'KL=JT^z*dydz,    "^Y^  ffirzydy^h. 

De  même  daas  'les  -sens  des  y  et  des  z ,  on  a  ^ 

K=^ffM>stdsdz,^  îKZ'ssffwz^dadM^    Kl^ajfw.%xdxda. 
,  K'^ffradxfity,  ^"Tz=^ffwfiydxdy,y  Kli"z=^  ffv^%xdxdy. 

On  ne  pourra  d'ailleurs  réduire  ces  tt*ots  f^rçspion^  à  uAe^SfedMi^ 
que  dans  des  cas  particuliers  (47)*  Quant  aux  int^rationSt 
elles  se  pratiquent  en  suivant  les  mêmes  principes  que  lorsqu^i} 
s^agit  d'évaluer  l'aire  où  te  volume  d'une  portiQu  de  sjariace 
courbe  ;  car  on  ^loit  connaiti^e  l'équation  de  la  suriac^e  pi;esséf 
et  les  projections  de  ses  limites. 

Si  la  paroi  pressée  est  un^plai^  vertical,  on  peut  prendre  ce 
pî^n  pour  celui  des  ar«,  dont  Téquation  est  j'  ,•=  (O.v  Om  a  àajàç  ^ 
et  H''  nuls,  ce  qui  est  d'ailleurs  visible  :  et  l'inté^ale  de  r^idxd^^ 
prise  dans  les  limites  convenables  donnera  la  pression  cbercbée  ; 
or  dxdz  est  l'élément  pressé^  zdxdz  est  son  moment  relative* 
ment  au  plan  des  x^,  ainsi  fjzdxdz  est  le  ^  d^  .pentre  de  gra- 
vité de  l'aide  pressée,  ce. 911!  reproduit  }ç  théorème  33:^^  l^ 
est  d'ailleurs  aisé  de  vojr  que  U  Taleur  (^^^Z'^evi^nt  à  h^  iov:;t 
muleCO^ 

m .  De  l'Aréomètre  et  de  la  Balance  hij^rQ&ta^ijfiy,e,^.    , 

346.  Comme  la  théorie, des  corps  flottans  exjg^  la  coiînais- 
sauce  des\poic(s  spécifiques  des  divers  corj^i  ts^nt  solides  q^ipe 
iluides^,  nous  allons  nous  occupèif  des  mpyens  propriçsà^ déter- 
miner ces  poids.  Ôift  a  vu  (n*  329)  qne  la  densité  ou  te^^jglij 

^9-       ' 
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spécifique  est  le  poirch  absolu  de  Tuniié  de  volume  ;  maiis  comme 
nous  n^avbàs  d'aahne  moyen  d'assigner  le  poids  cfan  corps,  qiié 
detfouyer  son  rapport  à  Un  poids  pris  pour  unité  (221),  il  est 
aisé  d'en  (ïondure  qu'il  ne  s'agit  ici  que  d'assigner  les  râpportsqui 
existent  entre  les  poids  spécifiques  des  diverses  substances.  Il 
fant'done  concevoir  qu'on  a  pris  pour  unité  :1a  densité  ou  le 
poids  spécifique  d'une  substance  y  telle  que  i'eau ,  et  qu'on  veut 
seulement  trouver  les  rapports  qui  existent  aitre  ce  poids  et  celui 
des  autres  substances. 

Il  n'est  pas  nécessaire  que  les  corps  soient  réduits  à  llunité  de 
volume  y  puis  pesés  dans  cet  état  ;  car  si  l'on  connaît  les  poids  de 
'9K>lnmes  égaux  de  deux  substances ,  comme  il  faudrait  diviser  ces 
poids  parlenom^  d'unités  de  volumes^'ii» contiennent,  pour 
obtenir  le  poids  du  volume  i ,  et  que  ce  diviseur  serait  îe  même 
Ues  deux  parts,  îi  est  clair  que  le  rapport  des  poids  de  deux  sub- 
stances j  sous  niétne  volume,  est  le  rapport  des  poids  spécifiques 
dé' ces  corps. 

Si  le  co^ps  est  liquide ,  on  prendra  un  flacon  dont  on  cbercbera 
le  poids  vide ,  ptils  plein  d'eau  ,  et  enfin  rempli  du  fluide  dont 
on  veut  obtenir  le  poids  spécifique  :  soient  a ,  6  et  c  ces  poids 
respectifs;  h  —  a'  est  celui  de  Peau  et  c—  a  celui  du  liquide 
contenu  dans  le  flacon  :  comme  les  vétumes  sont  ^aux,  le 
rapport  des  pesanteurs  S{^ifiques  est  égal  à  celui  de  ces  poids, 

'         V  '^  a 

ou==r • 

b  —  a 

SW  s'agit  d'urt  cot*ps  solide,  aprës  avoir  mis  le  flacon  plein 
d'eau  dans  un  des  plateaux  de  'la  balance,  et  produit  l'équilibre 
ji  l^ide  de  poids  iDoUnué  conVénaldement  tboisis,  on  placera  le 
<M>rps  à  côté  du  flacon,  et  on  ajoutera  de  l'autre  part  le  poids 
nécessaire  pour  rétablir  l'équilibre;  oe  poids  sera  celui  du  corps. 
Introduisait  entité  le  corps  dans  le  flacon  toujours  plein  d'eau , 
et  r^plaçaçt  Iç  tout  dan^  le  même  plateau  qu'auparavant ,  on 
sera  oblige  d^ajbuiér  ùh  nouveau  poids  au  flacon  pour  feîre  équi- 
libre; ce  sera  le  pfiôids  de  Peau  qui  a  été  cbassée.  du  flacon  lors- 
qu'on y' a  éâis  le»c6fpSi  II  iiè  reste  plus  qu'à  diviser  ces  deux  poids 
f  uh  par  l*|(utre,  carie  rappoit  cherché  est  le  quotient  du  poid* 
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4u.corps4ivUé  par  le  poids. d'an  voImiuq  d'eau  ^li  celui.de  ce; 
même  corps. 

Cette  méthode  e$t  due  à  KlaprolL  U  est.iuutilif  di^4liv«  i^'U 
faut  environner  ces  expériences  de  toutes  sortes  de  préeauiiçuis^ 
pour  pouvoir  compter  sur  rexactitude  des  i:4<)ttltats  •  Ainsi  ou 
eoiploiera  une  balance  très  exacte,  et  le  procédé  indiqué  p.jS^i;., 
On  se  servira  d'eau  distillée;,  on  opérera  h  unf  tempécaijyuu 
déterminée,  puisque  la  chaleur  fait  yarier  le  volinne  4e% 
Gorps» ...  iF.  les  Trai^  de  Physique*  On  prend  ordinaife-> 
ment  12^  du  thermomètre  centigrade/  p^rpe  cju'il  est  plus  fa- 
cile de  se  procurer  cette  température.  Au  rest^  ^iI  est  aisé  de  ra«, 
mener  le»  expériences  à  une  température  déterminée^  cacch^que, 
degrér  doçne  seiisiblement  la  même  .aii^mentatioa  de  volume^ 
pour  une  substance  désignée..  Mais  ta  dilatatipu  varie  «vec  les^ 
diverses  substances  et  avec  la  température  :  il  résulte  de$  expé«, 
riencesde  M.Gay-liUssac,  que  les  ga^biea  desséchés  se  dilatent 
tous  des  ^  de  leur  volume  4  zéro  pour  chaque^  de^é  Avl 
thermomètre  centigrade.  Pour  100^  de  température,  lepbmb^ 
se  dilate  en  chaque  sens>  de  0,0028;  le  cuivre  de  0,0017*,  le  fer 
4e  o/>oi22  ;  le  mercure  de  0^00191  ;  le  verre  blanc.  0,00089,  etc.: 
11  est  facile  d^en  conclure  Taugmentation  qu'éprouve  une  surface 
pu  un  solide  :  si  par  exemple,  un  parallélépipède,  dont  les  arêtes 
sont  a,  h  et  c,  éprouve,  sur  cliacune,  une,diIatation  «e  pour  ua 
degré ,  «1  est  ce  qu'on  nomme  la  dilatation  linéaire  ;  la  surface 
devient  ab  -f>  Hêtah  et  le  solide  abc  -4r  ^tahc^  en  négligj^ant  le 
carré  et  le  cube  de  la  petite  quantité  «*  Un  volume  d'eau  se  di- 
late pour  100®  de  o,o433  ;  un  d'alcool  de  0,1  io;  un  de  mercure, 
de  0,01 8  =5=  7V7 ,  etc. 

C'est  d'après,  ces  procédés  et  à  la  température  de  12**  centi* 
grades, ou  d'après  les  principes  qu'oa  va  développer,  qu'on  peut 
concevoir  la  formation  de  la  table  des  poids  spécifiques  que  nous 
donnons  à  la  fin  de  cet  ouyragje ,  et  dana  laquelle  le  poids  spéci* 
fique  de  l'eau  distillée  a  été  pris  pour  terme  de  eomparaison  et 
représentée  par  i.  De,  sorte  que  les  nombres  7,264  et  i  qu'on 
Ut  dans  cette  table  à  la  suite  des  mots  Ètain  et  Eauj  désignent 
que  les  poids  de  l'unité  de  Y9lume;  ou  si  l'on  veut ,  les  poiïb  de 
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êtvx  Vûtmtiév  iigaiii  d'étam  et  cPeàù  ;  sont  entre  enx  ^mme 
^,264  est  à  I  y  à  12*  centigrades.  On  Toit  de  même  que  ces  -poîâià 
]^bttf  te'  fer  et  le  cniv rè  sont  entre  evti  comme  7;8  est  à  S^S^S  ^  ou 
c6ttiwe*7fikw>i8895; 

On  peut  at  ^errir  decét^e  table ,  |K>ur  d'éterminer  le  poids  x, 
d^mie  substance  dont  le  Tolome  est  connu;  îl  faut  pour  cela  cber- 
âÉèr  le  poids  dr  d'un  pàrefil  yolume  d'eau»  et  faire  cette  propor- 
iRah  (dans laquelle  D  désigne  lé  nombre  mis  dans  la  table  à  cdté 
dé  la  substance  d^nt  it  s^agH  )  r.DtlatjPj  donc  ir=âD.  Ainsi 
pour  trouifet  U-poidà  d^ud  volume  dèienniné  à^une  substance , 
UJhut  multiplier  le  nomhte  mis  dans  la  talblé  à  côté  de  cette  sub- 
éMtitepar  le  poiék  d^UH  irolume  égat  d^eaii^  Pour  trouter  ce  der- 
*iër  |kyîd^;  ôit  dfoit  savoîi*  queie  cétttiniêtre  cube  d'eau  distilt^' 
pesé  i  graiihàé/éi  que  le  décimètre  cube  pèse  x  liTograinmc. 
Aitol  en  multipliant  7,1^64,  qui  éà  la  densité  D  de  Tétara,  par 
r  kilog.',  on  a  7  kîlèfg.,264  pour  le  p6ids  d*ùn  décimètre  dîibe 
d*étaia  :  de  sorte  ^ué  nôtre  tablé  n^est  en  eSet  que  le  poids  <rua 
démette  cube  de  cbaque  substance  exprimé  en  kilogrammes. 

Il  petit  être  utile  de  savoir  que,  d'après  les  ancienpes  mesures> 
fe  ple*ï  cube  iPeâu  distillée  pè^  69,969 livrés ,  et  lé  poûce  cube  5 
groà  i3  I  grains. 

347.  \2 Aréomètre  (  i^«<5f ,  pelrt ,  mince  ;  /4irp»» ,  mesure  J  ou 
pisé-liqueur  est  un  instrument  destine  à^  iiaîre  cOn'nailré  Ifesi^àp- 
ports  des  poids  spécifiques  des  fluides  :  sa  forme  est  à  peu  près 
arbitraire.  Soit  D  (fig.  i64)  un  globe  de  verre  îesîè  înferîcure- 
xncnt  ëri  t*,  afin  qu'il  garde  la  position  verticale  (3S5) ,  et  sur- 
âionté  d'un  tube  Cl.  Si  Ton  plonge  cet  instrument  dani  un 
fluide,  il  s'y  enfoncera  jusqu'en  un  point  C,  et  lé  pùiJs  entier  dd 
^aréomètre  sera  égal  au  poids  du  volume  ç  du  fluide  qu'il  dé- 
placé. Dans  un  autre  fluîclé,  l'instrument  s'enfoncerait  jusqu'en 
E,  ei  déplacerait  un  voliitne  v'  :  désignons  par  sr  et  7r'  les  poids 
spécifiques  des  fluides,  lé  poids  total  de  l'instrument  sera  donc 
égal  d'une  part  à  tt^^,  et  de  l'autre  à  tV^  ainsi  on  aui-a  itir=rffi^\ 
c'est-à-dire  que  lès  poids  spécifiques  de  deu:bfluideà  sont  en  fai^ 
,  son  inversé  des  volumes  déplacés.  Si  donc  on  pouvait  parvenir  à 
connaître  ces  volumes,'  oh  aurait  le  iràppott  des  potds  spdcîfiîiUéf. 
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spécifiques  d'après  les  nombres  de  degrés  de  T instruisent.  A|aif 

çç  pçofi^é  p'^^  p^qpfç  <n^'^  iwiiqu^r  «  w  ^m^  «^t  plus  ou 

l>Qrt  4e  k%r«  4fpsltéfc 

.   Il  fau^f ait  4oRçi%iK)iir  m  mpj^^  ir»^Hf?J**  4'^Tf^Wff  te?,  v^ 

en  a  évité  1^  rejçjhepçl^ç  eçi,  pl^ç^«t  ^f^^  çj^pul?  5  ^  H»  pvtl^  ?»■!• 
jpérîeure  d^j  f^^bf  ^  p^j^  y  fij^jj^pt  pu  p»,  ^^fit  ||<^  faj43»  ju^r 
^u'a  ç^  ^uç  l^  ^rfefift  4^  |H«  WPJRt^t  fJ^  pi^  ppjn^,  ce  flu'ojf 
«Ppelte  û[^^//r^r/  q^  qMPm«  par  là  Jeç  Kqjunjep  ^ppl^f^fi  jHKif^ 
toujours  les  mêmes, ^  ^  ^±19  4é8»^PWt  )lça  ç^j^^  rfje  Fj^^r»!? 
nient^  et  v  le  yplumç  dépUcg  4lii|s  les  flç^j^  ^r^Hv^J  liMjl^  SV^T  4^ 
fluides  donf;  x  ^t  sr'  ^^{  \^  p^eç^i^teHri?  sp^çlfiqu^  o«  ^/??F:?r^ 
etp.±^?^7/w,  d'où  ,        . 

î^=£^... W 

343*  Jfwhpkoa  a  imfginé  d^omplayear  à  la  d^Tmi^tion  de& 
pesanteurs  spécifique^  des  splides  un  instrument  analogue  à  V.f^'* 
réomètre  de  FahrenJieitj  et  qui  mérite  d'être  con^u.  II  consîst^ 
en.  .^n  {ube  JVIN  (%.  i65)  de  ferrhlanC|  .si^mon^é  i^xxjxe  tjge ^b\ 
faite  d'un  Ql  de  laiton,  jet  qui  porte  à  son  est^énop^é  une  petite 
civette  A.  Cette  tige  e$t  ma^qi^ée  ver?  son  n;iilieu  c['ui^  trait  h 
fajt  avec  la  l\m^.  \a  paf tiç  ii^férîeur^  ^^^^^  ^P^P?^^  ^^  jcône 
rçQTersç  E,  conc^vç  a  l'endroif  de  ^I^asQ^/e^  \^ié  fa  de^ns 
avec  du  plomb.  Le  poids  de  l'instrument  doit  être  tel,  que  Quan^ 
on  plonge  celui-ci  dans  l'eau  pour  l'a^i^do^ner  ensuite  a  lui* 
même,  une  partie  du  tubemionage.  La  cuvette  A  qui  termine  la 
tige ,  et  qui  a  la  forme  d'une  calotte  sphérique,  j  est  assujettie  au 
n^ojei^d'^  petit tujbç de fer-^^afic^  dans  )çquçl  ççtte  fi|e ex^r^ 
avec  frott^enU  Qn  ^  9rdijiay;iement  ,u^e  secoi^de  cui^ette  plus 
lîii^e  ^^e  l'ouplac^;  au-dcs&ns  ^e  ]a  pf^ml^e^  îlill^s  Jei  j?rcux  dp 
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laquelle  elle  s'engage  par  sa  convexité.  On  peut  ainsi  enlevet-  h 
Volonté  cette  seconde  cuTctte,  soit  pour  retirer  plus  facilemenf 
les  poids  dont  elle  est  chargée,  comme  nous  le  dirons  dainé 
nn  instant  y  soit  pour  faire  quelque  cbangement  dans  leur  ^issor- 
tissemeot.' 

L'usage  de  cet  instrument  est  facile  à  concevoir.  On  com- 
mence par  placer  dans  la  cuvette  supérieure  le  poids  k  néces- 
saire pour  qne  le  trait  q,  marqué  sur  la  tige,  descende  à  fleur 
d'eau  ;  puis  ôtant  ce  poids  >  on  y  substitue  le  corps  destiné  pour 
l'expérience,  et  on  y  ajoute  le  poids  /  nécessaire  pour  produire 
l'affleurement.  Soit /7  le  poids  du  corps  dans  l'air;  comme  le  vo- 
lume du  fluide  déplacé  est  le  même  dans  les  deux  cas,  on -a 
p  =jt  —  L  On  retire  Paréomfetre  pour  placer  le  corps  dans  te 
bassin  inférieur  E  ;  puis  ayant  replongé  l'instrument,  on  p^<^- 
duit  de  nouveau  Paflleùrement  à  l'aide  d'un  poids  m,  c'est-à-dire 
qu'on  ajoute  au  poids  l  de  là  seconde  expérience  le  poids  m^^l, 
qui  est  par  conséquent  la  perte  que  le  corps  a  faite  de  son  poids 
dans  l'eau,  ou  le  poids  du  volume  de  fluide  déplacé.  Il  ne  s'agil 
plus  que  de  diviser  le  poids/)  du  corps  par  celui  m^—  /  du  fluide 
déplacé;  de  sorte  que  le  rapport  des  poids  spécifiques  est 

«= '.  ;  Jbj  ly  m  étant  les  trois  charges  de  l'aré^niètre.  On  a 

dû  remarquer  que  cet  instrument  donne  le  poids  du  ccMrps  dan$ 
ïair  et  dans  l'eau. 

.  S'il  s'agit  de  deux  fluides,  soient  a  le  poids  entier  de  l'in- 
strument, /la  charge  qui  produit  l'affleurement  dans  le  pre* 
mier  fluide,  a  le  poids  qu'il  faut  ajouter  ou  ôter  pour  le 
produire  dans  le  second  :  a-|*/et  a  -j^  t  dz  X  sont  les 
poids  de  fluide  déplacé;  donc  le  rapport  de  leurs  poids  spéci- 
fiques est 

1    112 


a  +  l  a  +  l* 

(V.  les  Tmitéa  de  Physique  de  Haiiy ,  n*^  54,  et  de  M.  Bîol.  ) 

349.  Soient  trois  substances  M,  N  et  P,  telles  qu'un  j^el ,  de 
Talkool  et  de  Feau,  il  est  facile  de  trouver  le  rapport  des  poids 
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àpècîfiqnes  du  sel  et  de  Peau,  lorsqu'on  coonaîteeut  qui  existent 
entre  l'eau  et  l'alkool  d'une  part,  et  le  sel  et  l'alkool  deTautre.  ' 
Car  soient  ff-,  %\  ir"  les  jwids  spécifiques  de  M ,  N  et  P  j  a ,  i ,  c 
leurs  rapports,  de  sorte  que  «•  =:  a»', w  =  brr" ^  %  =  car";  en' 
éliminant  «r  enti*e  les  deux  premières ,  on  a  anf  =  hx,  d'oèi* 
b  ^=00  :  on  devra  employer  ce  procédé  toutes  les  fois  qu'on 
voudra  trouver  le  pords  spécifique  d'un  corps  soluble  dans 
l'eau. 

35o.  O>ncevons  une  balance  très  exacte ,  qui  porte  en  dessous' 
de  l'un  de  ses  plateaux  un  crin  auquel  #ii  puisse  suspendre  les 
corps,  afin  de  les  peser  dans  l'air  et  dans  Feau  :  cet  instrument 
h  été  nommé  Balance  hydrostatique.  Après  avoir  mis  un  corps 
en  équilibre  dans  l'air  ^  on  fait  en  sorte  qu'il  plonge  dans  l'eau  ; 
comme  ce  corps  y  perd  alors  une  partie  de  son  poids,  on  est  obligé 
d'ajou^($r  un  poids  f  pour  rétablir  l'équilibre;  ce  poids  f  est 

celui  de  l'eau  qu'il  a  déplacée.  Sbît  P  le  poids  du  corps  dans  l'air/ 

p 

-^  sÇra  le  rapport  du  poids  du  corps  à  celui  de  l'eau  déplacée  , 

et  par  conséquent  sera  le  rapport  des  poids  spécifiques  du  corps 
et  du  fluide. 

Puisque  f  estife  poids  d'un^  volume  Y  d'eau  ^al  à  celui  du 
coi;ps,  on  a  jT  ;  V  ::  i  kilog,  !  i  litre  ou  décimètre  cube,  {^qy- 

n*  346) ,  ainsi  V  i=  '^ j^fn ;  le  poids  /*,  exprimé  en  kilo- 
grammes, donnera  donc  le  volume  du  corps  exprimé  en  déci- 
mètres cubes  ;  ce  qui  offre  le  moyen  d'avoir  le  volume  d^un  ^rps 
.quelconque. 

La  balance  hydrostatique  sert  aussi  à  trouver  les  rapports  des 
poids  spécifiques  des  fluides;  car  soient  f  et  f,  les  poids  qu'il 
feut ,  comme  ci  dessus ,  ajouter  à  un  corps  pour  qu'il  soit  en 
équilibre  dans  deux  fluides  ;  ce  sont  les  poids  de  deux  volumes 

égaux  des  fluides,  4^  est  donc  le  rapport  cbercbé*  Ainsi  le  rap- 

>  port  des  poids  spécifiques  dès  fluides  est  le  minie  que  celui  des 
pertes  de  poids  que  fait  le  corps  plongé.  Consultez  sur  cette  ma- 
tière la  Table  des  pesanteurs  spécifiques  j  par  Brissôn.    . 
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35r.  Ile^ttUéu^int^ant  de  çompr^uilrç  f onupent  Ai^nv^ 
Mioe  pftt  ré^MMii*c^1e  proUèsie  d^  JliéJC^Ui  i^  rpi  de  Sjracu^.  \\ 
&'^giîss^it  4e  s'a^ur^r,  »%m  cm40W9>ager  ^uQcourQPDç^^Qm 
€^it  composée  d*Qr  pi«r;  et  dansi  )q  q^^  ci  pia^  y  aurait  ivelç.fl^ 
I>Ui9^xde  co^i^aitrelejappcart  ç»trc  1^  paçtjea  çop^tit^nti^ei^ 
cfe  ces  dwj^nfiéUa:^  Geprobièmçrçvîwt  kUWY^rfe  titre,  d'uf^ 
liiigQt  composa  d'or  et  dV^^  awtre  met^l  ^  tel  que  de  l'^rgçRt.    . 

Soient  n  et  n'  les  rapports  connus  des  poids  spécifiques  d^  cef 
deux  métaux  h  celui  de  Teauj  /  et  /'les  pqid^  du  mél*pçe  dans 
le  vide  et  dsw  Teau^  epÇ«  *  et/—  .?f  le^  poid^  res^wtift.dp^  w^^ 
lie»  d'or  et  d'argent  eooJtapu^  dans  le  luélapgjç- 1^^^^^^  ^  ^ 
le  <iuQtiept  du  poids  ^  de  l'or  diwé  par  le  pçida  de  Teau  ,^'il 

déplace^  ce  dernier  poads  e^  =è=  -  :  de^mèmè  ^— ip —  e*l  ce^ 

lui  que  Targeut  déplace.  La  aomwe  de  ces  ^ua«iilé§  ^V  le  ppid^ 
/  du  yoluîufi  d'eau  déplacé  par  le  mélange  j  aiu^i 

S'il  n'j  avidt  «u  quede  Por,  on  amraît  èà  t^  ét:^,  d'uR  «c=$y*y 

il  est  doAc  aisé  de  s'assurer  si  le  mJélauge  opniient  de  l'atliage ,  ou 
s'il  n'est  formé  ^ue  ^or  pur.  Cette  théorie  est  supposée  d>^agéc 
de  la  pénétration  apparente  que  les  corps  mélangés  peuvent 
éprouver  en  vertu  de  leurs  actions  chimiques. 

IV.  Stabilité  çt  oscilk^iiona  des.  cprm  jlqttans^    . 

SSa.  Lorsqu'un  corps  flottant  es.t  en  cqullîbre.jj  s'il  est  dérangé 
de  cet  état  par  une  cause  quelconque^  telle  qu'upe  impulsion  ^  îl 
est  important  de  contiaître  si  cette  circonstance  permettra  ^u 
oprps  âe  r^renlYàéa  pi^e^i|«ëre  poiitîoa^  on  le  cohtraindru  .^ii 
contraire  à  s'en  écarter  dava^ntage  :,c'est  ce  que  npus  pro^iQsons 
d'examiner  ici. 

Dans  la  situation  d'équilibie  la  dro^îte  GO  (fig.  ^iÇôet  167J 
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qùî  joint  ïe  cenrlre  de  gravité  G  Avl  Corps  DFE  h  cetmiù  âa 
fluide  dépJacé.AFB,  est  verûiiatiB-,  èe  sera  notre  axe  des  «  î  Ipra- 
qii''on  déi'ailgé  fe  côrps,ià  lîgtté  GO  s^mctîiie,  O  n*esl  |ilu^  le 
ééntré  de^gi^vîté  du  fCuide  déplacé  oFA  (fîg.  ïÔy)  ;  nous  suppose- 
rons ici  que  te  dérangement  à  été  très  petit,  dû  que  ÏH  corps  à 
iôtirnè  iztfiKment  peu;  nous  pretidroas  le  plan*  bpHidntal  qui 
}>as8é  eiïG  pour  celui  de^j^x  \  U  plrni  de  la  figure  estperpeudîcukire^ 
i  ce  dernier  ;  l'axe  desfj^  y  est  projeté  etiO,ùx  est  l'axe  des  *^ 
ÀB est  la  ^^rfacedé  flotta isondaiis  l'état pHmitif  d'équilibre,  ab 
est  celle  de  l'état  varié.  Oh  est  supposé  avoir  pris  lés  jj'  parallèles 
a  f  axe  dé  ces  sur/aces ,  qui  sépare  la  partie  BCX  nouvellement im-' 
iiérgée,de  celle  kCa  qui  vient  de  sortir  du  fluide;  c^éét  ce  qu'on 
nomme  l'axe  dé  flottaison  j  cet  axe  est  projeté  en  C.  O  peut  être 
placé  plus  bas  que  G;  cela  ne  cliange  rîen  aux  cônsîdoratiôns  ( 
notre  (îgure  supposé  que  le  corps  flottatit  ri^est  poiUt  lïomogine^ 
et  que  sa  partie  inférieure  est  chargée  d'une  substaUcé spécîfi- 
€|Metnent  plu^  pesante  que  le  .fluide.  Du  reste  nous  regarderons 
comme  infiniment  petit  Fângle  aCA=  é  ==  GOV^:  de  soHe 
qu'on  peut  supposer  l'onglet  ACa  engendré  flar  la  révolution  dé 
la  surface  AC  autour  de  l'axé  de  flottaison  C;  il  en  est  de  niéme 
de  BCè;  ^^'  etpp'  saut  les  projections  des  arcs  décrits  par  les 
centres  de  gravité  de  BC  et  AC  ;   . 

^  •Nous.fçrons. ici  abstraction  du  mouvemeirt  vertical  du  corps ^ 
et  nous  regarderons  aFb  comme  égale  à  AFB,  de  sorte  que  la 
partie  ACa  qui  est  sortie  du  fluide  sq  it  égale  à  celle  BC^  qui  a'y 
est  plongée.  S'il  n'en  était  pas  ainsi ,  le  poids  du  corps  ne  serait 
plus  égal  à  la  poussée  du  fluide,  et  ces  deux  fprces  pouvant  être 
considérées  comme  appliquées  en  G  (tfc5),,le  corps^uraît  un 
mouvement  vertical  :  mais  en  outre  il  tournerait  autour  du  point 
G  comme  fr'il  était  fixe;-  et  comme  ee.  dernier  mouvement  a 
ITeu  indépendamment  du  premier,  et  qu'il  est  le  seul  qui  nous 
iiltérj9sde[,  not^e  bypOtbèse  amplifia  îw  cwn^dératiw^  et  ne 
,  cl^an^l^é  rien  i^^^e. mouvement»  En  égalant  les  expressions  des  vo-, 
lûmes  égaux  ACa,  B06  qui  sont  (p.gS)  AC,X  pp'  etCB  X  s^\ 
an  voit  que  coknme  les  mQmçiis  des  aires  AÇ  et  BC  )ont  fgau^i 
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par  rapport  à  l'axe  C  de  iloiui«on ,  le  oeotre  depavîté  de  la  &ur-^ 
face  AB  ou  ab  est  situé  sur  cet  axe. 

L'équilibre  n'ajaut  plus  lieu»  nous  alIoQS  cliercber  le  mouve- 
ment que  le  corps  devra  prendre.  Soient  GO  =  a,  le  volume 
AFB  =  àFb  =  S;  on  a  de  plus  sin  d  =:  S,  oos  9  =  i.  ' 

La  poussée  du  fluide  sur  la  partie  plongée oFb est  ég^le  au  poids 
du  fluide  déplacé;  cette  force  agit  au  centre  de  gravité  de  aFb] 
or  comme  la  position  de  ce  centre  nous  fera  trouver  le  sens  du 
mouvement  du  corps  autour  du  point  G ,  il  faut  en  déterminer 
la  position  y  en  prenant  les  momens  par  rapport  aux  plans  ^z  et 
x%.  Pour  cela  observons  que  aFb  +  aCA  est  la  même  cbose  que 
AFB  -f*  CB6  :  or  il  est  démontré  (52 , 4"**)  qu'en  considérant  les 
volumes  àFb ,  oCA  comme  concentrés  en  leurs  centres  de  gra- 
vité respectifs ,  ainsi  que  ceux  de  AFB  et  CBb,  et  prenant  les, 
momens  par  rapport  à  un  plan  quelconque ,  ces  momens  seront 
de  part  et  d'autre  égs^ux;  Prenons  donc  les  momens  par  rapport 
au  plan  yz. 

I**.  On  a  AFÏ  X  GV  =  S.a  sinfl  =  S.a9,  pour  le  moment  de 
AFB  supposé  réunion  O. 

a**,  BCA  X  qi  sera  celui  de  CBb,  parce  que^r  diffère  infini- 
ment peu  du  pied  de  la  verticale  passant  par  le  centre  de  gravité 
HCb. 

S?.  ACa  X  ip  sera  de  même  celui  de  oC  A. 

4^.  Enfin  soit  gn  la  projection  de  la  verticale  passant  par  le 
centre  de  gravité  de  aFb  y  aFb  X  G/i  ==  Sx  sera  le  moment  de' 
aFb ,  en  supposant  G/>  =  jc. 

Cela  posé ,  le  moment-de  aC A  doit  être  pris  en  signe  codtraire 
de  CQ^ui  de  aFb,  parc&gue  le  poids  et  la  poussée  tendent  à  faire 
tourner  eâ  sens  contrats  (33)  autour  de  l'axe  des  y,  ^  ^  donc 

Sx — ACa Xip  =  Saê+BCbXq£j  d'où  Sx  =  Soré  +  CBbyipq. 

Pour  déterminer  les  centres  de  gravité  des  onglets ,  il  faut  di- 
viser la  somme  des  momens  de  leurs  élémens  par  leurs  volumes  : 
or  soit  pris  un  élément  i  de  la  surface  AC  ,  dont  la  distance  à 
l'axe  C  de  flottaison  soi  t  ç ,  9ç  est  Tare  qin'il  décrit  dans  Urotatioa 
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de  AC  autour  dé  cet  aie»  ou  la  hautcor  du  petit  paralUUpipëâe 
qu'il  engendre  ;  9çt  est  aon  volume ,  et  df*i  son  moment  relative* 
ment  à  un  plan  Terttcal  mené  par  Taxe  C  i  ^/(c*^)  cA  donc 
la  sommé  de  ces  momens,  ainsi  9/((^*i)=  ACaX  Q^  *oti  au*, 
raît  de  même Ccb  X,Cq,et  ajbutani on  trouve  BCé  'Xpq'sz.  ôfr*, 
en  désignant  par  6*  Je  moment  d'inertie  de  Paire  AB  deft^ttai- 
son  relativement  à  son  axe;  moment  positif  (  289  )  et  connu', 
puisque  cet  axe  est  parallèle  à  celui  des  y ,  et  mené  par  le  centre 
de  gravité  de  AB.  Donc  enfin  TalMoisse  Gn  de  la  poussée  dil 
HUide  est      * 

'  Le  moment  du  volume  AFB  n'est  ici  positif  que  parce  qne  le 
centre  de  gravité  O  du  fluide  déplacé  s'est  trouvé  plus^levé  que 
celui  du  corps;  mais  s'il  n'en  eût  pas  été  ainsi  ^  et  que  le  point  O  se 
fût  trouvé  placé  sous  le  point  G ,  la  perpendiculaire  GV  serait 
tombée  du  côté  opposé  ;  alors  le  moment  de  AFB  aurait  tendu  à 
faire  tourner  en  sens  contraire ,  et  on  aurait  eu 

jc  =  r   —  a  +'c)3'Si  l'on  veut  cumuler  le3  deux  cas  dans  la 

même  ibrmUfe ,  on  écrira  donc 


*=(l=^0'' -^^J 


«n  prenant  le  signe  supérieur  lorsque  le  centre  de  gravité  du 
corps  est  plas  bas  que  celui  du  fluide  déplacé;  et  le  signe  inférieur 
dans  le  ^as  contraire. 

353.  Nous  ne  connaissons  encore  que  IV  du  point  ^  où  la  ver- 
ticale gn  va  couper  la  ligne  GO  qui  joint  les  deux  centres  de 

gravité.  Pour  obtenir  Pj^,  recourons  à  l'équation 

^¥b  -f-  aÇA  ==  AFB  -^  CBô,  et  prenons  les  momens  relati- 
vement au  plan  xz  :  celui  de  àPb  est  Sy\  celui  de  AFB  est  nul, 
puisque  le  centre  de  gravité  O  est  dans  le  plan  xz  :  p  ne  nou| 
reste  donc  plus  qu'à  évaluer  ceux  des  deux  onglets.  Supposons 
que  les  ordonnées  dans  le  sens  des  y  de  leurs  centres  de,  gravité 
respectifs  sOnt  positives  :  l'éiément  %  pris  sur  CB  dcmno  le  paral<^ 
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UHfiifkà^  éiémmt*if0  ^<;  en  <\fa^axÈt  par  r  ^a  4isbBCf  mn 
pUp«z,,  Ii9<r  esjt  $<M9  jno^^t^  !«  fsçfom^  des.  jnova^m  e$X  ^imQ 
#/(4i>')^{>îeiiveiit«n<lM.qu0  œs  dÎTarsmoipeQs  c^iriSDjt  ?arier  de 

paii;  •««  de  Tautiie  du  ,plan  ^  :  <m  a  donc  ^fÇpr)  pojçir  le  wor 
nNMde  BG^.  Qa  <ibtiendra  pourioCA  uneexpressÎQq  semblabla, 
maiff  «elle doit  ^e  prise  en  figue  contraire»  parce  que^a  poussée 
qyji  eat  'iiolatÎTe  à  Bq^  ct^F^,2^tT,i$iblQment,en  «eRscoutcaîre  jiu 
ptîds  de  AOiooeUe  eixpr/eMÎon  Bégati^e^p^faéed^ns  le  second 
membre ,  devient  positive,  et  on  a  Sy  =  ^/{t^r)  -,  d'oJi  Ifpu  lire 

Lesign^e /.désigne 4me  int^ratlom dans-tqnte ïétendue à^ la 
surfap/ed»U  ûottaisQn,«et  relative  k  unedroibef  ^i  estl'intersectîoi^ 
'  deroette  surface  par  le  plan  arjs  :  on  doit  la  reg^irder  comme  con^ 
Bue^tmiifs  elle  n'est  pas  essentiellement  positive,  comme /(<ç^)^ 
ses  p^rlies  doLvont  y  être  prises  avec  leur  signe,  &uWant  qu'elles 
tombent  d'un  côté  ou  de  Fauti'e.de  l'a^e  dont  il  s'agit.  Ainsi  Xy 
du  point  g  est  positive^  négative  ou  nulle  avec  /(«^r). 

354.  Quand  ie  corps  est  cotrpd  par  le  plan  ^z  en  deux  parties 
symétriques,  S(t^r)  estnul,j'=^o  et  l'^^.du  fieoi^e  de^^;a.vitç 
est  donnée  par  la  formule  (a). 

Si ,  p^retemple^  il  s'agit  <d'iun  cylindre  horizontal  dont  la  base, 
soit  DFE  (fig.  167) ,  on  trouve,  pour  Mmoment  d'inertie  du  rec- 
tangle qni  est  la siiriaceUe  flpttaison 

h  étant  la  longueur  de  l^^réte,  ou  labase,)et  ir  la  hauteur  A  Bdç  ce 
rectangle.  Si  donc  on  désigne  par'B  Faire  de  la  partie  AFB  plon- 
gée de  *lal)ase,  on  a  S  =;:;  hhj    b^  :=  ^-  M',  d'où 

h? 
wi  tM>9anlt  A=*=  -^— rr  dn  ïi.   . 

'  ja.B  j 

:iL0i^qUe«ca<o,les!O€fntt^9de,giïavité,âu:Ç([H^  ^S^ 
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Itlire  inhsîrte  dans  la  ilbun^Ue  posHicm  du  €l»rps^  Oria  arrivé 

lors<^e  a  élatit  négaitf,  on  a  a  =  ^  ^maîàsl  cesconâitioiisifont 

pas  I«6u.,  eopiiii6  tft  pbusâéâ  daifidde  tigk<de^S:«ii  funtt^ilc»! 
elarrqtfelèrsqueirestpoàvtifjy  lecorpsteadà  ttepnendi^aa  pre-r 
iBKTé  poàntkm  :  en  'èiX  idorÀ  que  i'ëqti^ltbre  «al  aktblei.  Ce  caa  a 
Itetiiqitawd  A  ekt  posUtf^  oùlM^u&a^tatkt  itégatU.,  Âl«rriYet<|^le 

a  est  plus  petit  que  ^.  Ènin  si  a  est  nègairfTef^  •^,  x  est  né- 

^tify'cè'qaisîgtitâeqtfô  te  centre  diegravilé  de  aPiè^idisposé 
delViiVre'CÔké  làe  W  imMoeit  ^s  t  .il  «al^Soraiéipidentqiie  la 
pousflée'dn^aide  tend  à  éearterdaTtontageleeorpsde'fla^pésttiMi 
prini>ttiipé'> 'dl:  i|ixe  réqsiiiUfare  n^est  ipehit  «^ 
'  La  ^tfssée^u  âuidetaaocmtre  l'axe  des  f  pornnitîf  on  bfdr^dill^ 
OO  qui  pas6e>pat'Ieffcenliies'dc  gva Vêiié  6r  dinconps  Oétdm  £biiâed6- 

(  MfrMy  ao^ddà  ;  Sosy^rydenblte  ^)  dans  .son.  Traité  du  Matfiae,  U 
suit  de  cette  déBmiîon  ^fxe^oajfpeflaiiantieslieri  équîUbre  stable 
lorsque  le  métacentre  est  plus  éUi^é  que  le  centre  de  igrapité  dit 
corps  ;  ^^l  ihàriqite  au  ^ahtrmire  de  'Stabilité  lorsque  de  meta- 
icefitre  est  plus*  bas  que  'le  cerUre  de  igrapiéé  du  ^oxps.;  et^qu'^vfiV' 
iùrsquecesdsu^  poiiits  eomciderit^  •  le^ca^ps.ptraiâis  dans  V4tckt 
hù^ôn^Uè  fit0^.»ll  est «n  effet  èirîdent  que  «le  f^oint^dC^g^irG^,)  est 
iltliis  éle^é  «ou  moinls  élevé  qùe^G  y  ou-ménie  coïnoideavec-Gt,  sui* 
tvant qiiblà iiFaléur de-G» ^t  positîyie^ oaégativje «ou «liulle. 

«  355.  «Bepréseniùns,  'poiit  abréger).|)aar.  A.  ic<eoeffîci«nt'de  4  dans 
<lft  formule  <•>)>  ou  idans'C^Ie/(î?i>,ven  j  regàrd^tij^çCois^ 
corps  conxmè  coupé  ârtmélbriqueiiiant  >par  le  plaâpièii^caini^.  •> 

A  =  /rr  ifc  «;  donc  On  =  'Aï  ét'G^  =  A  :  éï&hfl?  désignant 

i'ie  pbîdsdu  cbrpS'Ottla  tpousiséé  duiluidie^  PAd-aera  le  mement 
^de  deitié  foifddpiBKnFappertlà'1'agde  passai!^  par  île  dentrede^iavîté 
.G.iN0asia;vs«MRis  ^«.(fi&'V^M  )'<1^  loiv^u'cÉn.oorpSj'riat^iuiipar'iin 
laxèfiseiy  est'isoiitois^l'iifetion*d>'«ne  ifevoe^iFéffdt -de^ci^tefor^e 
tpdûi*  ^faire  (tourïàier  le  ccnops  eroU.  ipropoDtîoilneUewant  'iq 
rrinlénsité  jde   )a  >|tti$9ance   et  à.  sa  dîstanbe   de  Tafte  ^fo^« 
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La  puiMunoe  est  ici  la  poussée  du  fluide;  son  moment  par 
rapport  au  centre  degraTÎté  est  V\ê  :  il  suit  de  là  que  lorsqu'un 
corps  flotte  sur  un  fluide ,  son  poids  P  étant  constant ,  la  vitesse 
qu'engendre, la  pôossée  du  fluide  est  d'autant  plus  grande  que 
rinclinaison  é  est  elle-même  plus  grande  >  ainsi  que  A.  Donc  la 
6TABIUt£  d'un  corps  flottant  en  équilibre  est  d'autant  plum 
grande  que  son  centre  de  gravité  est  plus  bas  au-dessous  de  celui 
du  fluide  déplacé^  et  que  Iç,  distance  entre  ces  centres  est  plus 
grande.  Alors  si  le  corps  est  tiré  de  l'état  d'équilibre,  la  force 
qui  tend  à  l'y  rétaUir  est  elle-même  d'autant  plus  grande.  Cest 
par  cette  raison  qu'on  lesteles  corps  flottans  dont  on  veut  empê-p 
cKer lerenrersement  :  on  dispose  k  leur  partie  inférieure  nne 
substance  d'un  poids  spécifique  plus  grande  que  celle  du  fluide , 
afin  que  le  centre  de  gravité  du  corps  soit  plus  bas  que  celui  du 
fluide  déplacé.  U arrimage  des  vaisseaux  consiste  à  placer  dans 
la  âile  des  substances  très  pesantes,  telles  que  des  saumons  dé 
fonte;  on  évite  par  là  que  le  roulis  et  le  tangage  ne  soient  trop 
considérables;  ces  mouvemens  du  bâtiment  fatiguent  beaucoup 
les  navigateurs. 

356.  On  aura  une  juste  idée  de  l'équilibre  stable  et  de  l'équi^ 
libre  non  stable ,  en  considérant  une  ellipse  placée  verticalement 
sur  un  plan  horizontaL  Si  l'ellipse  est  en  équilibre  sur  son  petit  . 
axe  f  on  voit  qu'en  l'écartaqt  un  peu  de  cette  situation^  elle  tend 
à  y  l'evenir ,  en  faisant  des  oscillations  que  le  frottement  et  la 
résistance  de  l'air  auront  bientôt  anéanties::  Mais  si  l'ellipse  est 
•en  équilibre  sur  son  grand  axe,  une  ibb  écartée  de  cette  situa- 
tion^ elle  tend  à  s'en  éloigner  davantage ,  et  finît  par  se  renverser 
sur  son  petit  axe.  Voyez  ce  qu'on  a  dit  n**  286  et  3oo.       -        . 

L'exemple  que  nous  venons  de  donner  offre  une  cîrconstai\ce 
remarquable,  mais  qui  pourtant  ne  lui  est  pas  particulière;  les 
quatre  positions  d'équilibré  de  l'elHpSje  sur  les  extrémités  de  ses 
deux  iixes,  sont  alternativement  stables  et  non  stables  c  il  est  aisé 
de  se  convaincre  que  la  même  cbose  a  lieu  pour  tous  les  corps. 
En  effet,  soient  deux  positions  d'équilibre  stable  d'uu  corps,  et 
telles  qu'en  faisant  tourner  ce  corps  autour  d'uii  axe  parallèle  à 
une  droite  immobile,  on  le  fasse  passer  de  l'une  de  ces  positions 
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01  l'antre ,  et  cpie  cependant  entre  ces  deux  situations  il  n'en 
existe  aucune  de  méînë  nature  :  si  le  cor[^  )  supposé  dans  liiie  de 
ces  positions,  en  est  éearté  pour  Fàpprobher  de  loutre;  sûÎTbnt 
que  cet  écartément  sera  plus  ou'  moins  grand ,  le  corps  tébdrà  k 
reTeiiir  à  son  premier  état,*  ou  à  atteindre ia  seconde  portion. 
Il  suit  de  là  qu'il  faut  nécessairemismt  qu'entre  ces  deux  positions 
il  y  en  ait.  une  où  le  borps  ne  tende  pas  ^làsVers  l'une  que  rein 
l'autre  :  cet  état  intermédiaire  est  un  équilibre  non  stàUe  ;  car 
quelque  peu  qu'on  en  écarte  le  corps'  vers  Fune  des  'deux  posi- 
tions stables ,  il  devra  parvenir  à  celle  ci. 

Donc  si  un  corps  j  en  tournant  autour  d'un  axe  parallèle  à 
une  droite  données  passe  successivement  par  plusieurs  positions 
d^équiUbre^  elles  seront'  tour^ autour  stables  et  non  stables*  S'A 
part  d'une  situation  où  l'équilibre  ait  de  la  stabilité,  la  suivante 
n'en  aura  pas  ;  la  3*  redeviendra  stable ,  et  ainsi  alternativement. 
On  voit  donc  que  le  nombre  total  de  ces  positions  est  pair,  «à 
moins  que  deux  positions  consécutives  ne  se  confondent  en 
une  seule  ;  dans  ce  cas  la  position  résultant  de  leur  réunion ,  don- 
nera l'état  déjà  examiné,  dans  lequel  la  valeur  (a)  est  nulle. 

357,  Lorsqu'on  écarte  très  peu  un  corps  d'une  position  d'équi- 
libre stable ,  puisque  le  moment  PAS  de  la  poussée  du  fluide  est 
proportionnel  à  l'arc  ô  que  le  corps  devra  décrire  pour  se  ré- 
-  tablir  dans  l'état  primitif,  cette  restitution  devra  s'opérer. sui- 
vant les  niémes  lois  que  pour  le  pendule.  Le  corps  fera  donc  des 
oscillations  autour  de  la  position  d'équilibre  stable,  et  même  il 
oscillerait  sans  cesse  autour  du  centre  de  gravité  y  si  la  résistance 
du  fluide  n'éteignait  peu  à  peu  sa  vitesse,  et  ne  le  rendait  cnfm 
au  repos  stable  dont  on  l'a  tiré.  Le  calcul  fournit  des  moyens  de 
s'assurer  directement  de  tout  ceci,  et  en  outre  sert  à  déterminer 
toutes  les  circonstances  du  mouvement  ^oscillatoire,  ainsi  que 
nous  allons  l'expo^r,  en  noj^s  bornant:  toujours  au  cas  où  le 
corps  est  symétrique  par  rapport  au  plan  xz, 

Supposon&que  le  corps  ait -été  très  peu  écarté  de  sa  position 
d'équilibre,  puis  abandonné  ensuite  à  l'instant  où  l'on  compte 
/  =  a  Au  bout  du  temps  i,  la  ïreite'GO  (fig.  167)  qui  passe  par 
les  centrés  de  gravité  du  corps  et  du  fluide  déplacé  dans  l'état 

3o 
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d'équilibre ,  fera  a^ee  U  yertîcale  un  anj^eGOY  memré  par  Face 
6.  S«il/la  yf^evœ  de  $  lorsCiae  <  =  o,  c'esl^à-nlire  la  Taleur  att*- 
gnlaîre  qai  déterinÎBeJia  position  du  corps  à  cet  instant  :  enfin 
ioît  m  l'arc  décrit  par  le  point  placé  sur  GO  à  Tunité  de  distance 
da  point  G ,  et  »  la  ritesse  de  ce  point ,  on  la  vitesse  angulaire  ; 
on  a  0  ^^/-^  «  :  ces  dénominations  sont  les  mêmes  qu'aux  n^*  260 
et  194  pour  le  pendok  (  lig.  149  et  i23  ).  Au  bout  du  temps  è, 
la  poussée  du  fluide  tend  à  accroître  la  vitesse  «;  et  en  appli<> 
quant  ici  la  formule  (  m*^,  aSg  ) ,  oti  voit  que  pour  obtenir  la 

force  accélératrice  angulaire  -7-  ?  il  fsiut  diyiser  le  moment  PAS 

de  la  poussée  du  fluide^  par  rapport  au  centre  de  gravité  G;  par 
le  mcHinent  d'inertie  :  or  M  étant  la  masse  du  corps  ^  on  a  Vz^gM  ; 
et  le  moment  d'inertie  est  Mk*  ;  ainsi 

dm        Agi        Aff ,  -         ^  dùL 

multipliant  ces^  deux  équations ,  et  intégrant ,  on  a 

on  intègre  de  nouveau  (voyez  pag.  218  ),  et  on  trouve 

d'où  ^==/{i-cos(|i/(A^))[. 

Les  constantes  sont  nidles ,  pai*ce  que  ^ = o  donne  ir  ^hi;  o  et  4^=0^ 
On  conclut  de  Ut  que 

i".  Si  A  est  positif^  pour  que  la  valeur  de  m  scât  rédfe ,  il  ÙLUt 
que  A  soit  <  a/,  qui  est  l'excursion  QOQ'  (  fig.  laS  )  que  l'axe 
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MDdu  cbrpft  foît  de  pait  bt  d^fttkt^il  lié  là  tëràëélé  bA;  il  y  à 
«lone  sUl^iiité  :  bt  att  co]il!raire  A  ddt  taégtâtîf ^  Il  ikj  à  jpa§  stabilité  \ 
de  sorte  que  la  réciproque  est  vraie, 

2®.  En  comparant  la  valeur  de  »  à  celle  (  n,  p.  359  )  >  on  voit 
que  le  corps  doit  osciller  lorsque  A  est  positif^  et  que  ses  oscilla- 
tions sont  isochrones  :  a  =  2/* donne  pour  le  temps  T  de  Poscil- 

,  '  kr 

lation  entière,  T  :=z        .    ;,  . 

VtA§r) 

3®.  En  comparant  cette  valeur  avec  celle  (p',  p.  266) ,  on  ob- 
tient pour  la  longueur  r  du  pendule  simple  synchrone  (  261  )  , 

J^^    *    ■ 
■      •        •  ''=  A-    . 

358.  Appliquons  ces  principes  au  cas  ob  le  corps  est  un  prisme 
dont  le  profil  transversal  est  DCE  (fig.  168),  tel  que  sa  partie 

plongée  soit  un  triangle  ABC  isocèle^  et  dluM  léqttel  «... 

AB  =  è  =  2771  =  2  AF,  et  CF  =  A  :  le  surplus  ADEB  du  profil 
peut  avoir  une  forme  quelconque.  Soit  G  le  centre  de  jBpravUé  du 
corps  ;  O  celui  de  ACB ;  FO  =  §  ^ ,  (58)  ;  eoit  FG  =?  »  :  on  aura 
donc  GO  =  a  =  TE  —  I  A;  de  plus  Faire  ACb  est  S  =  mh.  Ainsi 
la  distance  A  du  métacentre  au  po.int  G  est 

^=" -âT ^ 

et  il  est  aisé  d'en  conclure  les  conditions  iiécf»s^vçe^:fiil^^f^ 
le  corps  soit  dans  un  équilibre  stable ,  non  itableon  pim^AiAent. 
On  obtient  pour  la  longueur  du  peadul|3  ^yj^ohlvOiie 

<m  aiurakortiaBi  iHSéBieilt  le  tetops  de  PdsfeiUatioti. 

5î  là  {«rtM  fioligée  du  corps  était  tau  redtanglë  A!tm,  èù 
faisÊttà  Âé  mèoH  AB  â=  è  s=t  ^Hi,  fit  ==  h,  et  GrF  *â:  n;  ofa 

A  =  gifc(i.-.fA); 

3o.. 
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et  les  conditions  de  la  stabilité  s^en  déduisent  aisément  :  on  ob^ 
tient  aussi  la  longueur  du  pendule  sjmchrone  et  le  temps  de  l'os- 
cillatîon.  V-  Mèc,  phU. ,  p.  270. 


CHAPITRE  m. 

I^ES    FLUIDES    PESANS   DE    DENSITÉ    YARUBLE. 


I.  Des  Fluides  hétérogènes  pesarts  et  incompressibles , 

359.  Si  dans  un  même  yase  on  mêle  ensemble  des  fluides  de 
densités  différentes  ^  les  molécules  devront  se  séparer,  et  celles 
d'une  même  espèce  se  réuniront  entre  elles  :  les  positions  respec- 
tives  des  fluides  devront  être  telles  y  que  les  couches  qui  les  sépa- 
rent soient  bof  izontales ,  pour  que  leurs  surfaces  soient  de  ni- 
veau (325,  3^.)  ;  il  faut  que  les  fluides  spécifiquement  moins  pe- 
sans  soient  disposés  dans  la  partie  supérieure  du  yase^  pour  que 
r^iq^ilibre  soit  stable.  V.  fig.  170. 

Soit  ABCD  (fig.  169)  un  siphon  de  forme  arbitraire  renfer- 
mant deux  fluides  en  équilibre,  contenus  Pun  en  EbCG,  Fautre 
en  OGHN  ;  ces  substances  «ont  en  contact  en  0(î.  Soient  ir  et  ar' 
les  poids  spécifiques  respectifs ,  h  et  h!  les  hauteurs  des  fluides 
au-dessus  du  niveau  de  OG,  c'est-à-dire  EF  =  A,  RI  r±  //.  Cela 
posé ,  il  est  yisible  que  la  partie  FBCG  au-d.essôus  4a  ntreau  FG 
est  naturellement  en  équilibre;  il  faut  donc ^ pour  qxte  réq«ili> 
bre  existe,  que lespressîops  exercées.snr  Op^,  par Jes  Huides  £F 
et  HQr ,  soient  égales^  c'est»àrdire  que  le  poids. du ^Ehdkfe  OGHN 
exerce  à  la  surface  OG  la  même  pression  que  le  poids  de  la  CO' 
h>nne  EL  exerce  sur  FL,  et  tran^et  à  OC^;  le  fluide  renfermé 
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entFBCG  se  trou)?^  poussé  par  cesMétefbrfcesen  séù5^txmti*àrè^^ 
et  doit  demeurer  eu  repos.  Or*  nofcw  «avons  que  Fefféî  de  la  pre- 
mière (336)  estvk  X  surface  OG.*, —celui  de  la  seconde  est 
«•'A'  X  surface  OG  :  donc  wk  :±=  ^r'^^  c'est-à^iï'é  qué'rfoi/^^/feîP* 
des  en  équilibre  dans  un  siphon  ^  doU^eÂt  ûvt>^<  leurs  hàûteurh 
aur^saa  dwm^emtde  là  mir/kûe  dehor^tactjen  raison  inverse 
de  leurs  d^msités^ oU poids  spécififuità:  ^  '  ''■'  '^'  ^*  '  ' 

;  36o,  On  pourra  toujours  (B3o)  sul)5tituér  à  un'flïïide  de  den- 
sité fTF.Yeoâ&rmé  dans  un  va»o',  un^utœ  'fluide,  ïPxine  densité 
constante  et  dénuée  jt',  «^us  que  |a  pression  svnr  le  fond  du  yàsè 
soit  chan^^  il  suffira  pour  cela  de  remplacer  la  faa*uteur  h  du 

\^^  par  A'  =-7,.  h.  Si  donc  un  vase  contient  plusieurs  £ku^ef  en 

équilibre ,  et  dis  densités  différentes  ;  on  pourra  leur  suirstîtuer 
un  fluide  homogëue  qui  produirait  la  même  pression  sur  le  fond 
de  ce  vase.  On  conclut  aisémeut  de  là  que  sihn  même  vase  ren-^ 
ferme  différens  fluides  j  la- pression  exéttéê  sur  le  fond'  horizon- 
tal^ isi  le  produit  de  la  surface  de  ce  fond  j  par  Ici  somme  des 
produits  des  poids  spécifiques  •  des  ^fluides  pctr  hiirs  hauteurs 
respectives,  '      -    -  ■      #„...•:.   i-i  î  j     . 

•  ■     ■     i        |I.  Des  flâîdes  élastiques.^                  ;  )  : 
•^.'         ^"     .  — ■    n-.    ;    .'      ;;.      :-.'.î.'^     •>:>'     ■.xi<r--'"'\ 

'  36 1.  tes  fluides  classés  sous  la  dénomination  i^ièriformes  _, 
jouissent  de  là  propriété  remarquable  d*occuper  sensiblement 
un  espace  d'autant  plus  petit ,  que  lès  puissances  qui  lés  compri- 
ment sont  plus  grandes ,  et  de  se  rétablir  dans  leùi-s  volinnes  pri- 
mitifs, lorsque  les  forces  qui  ont  fait  cbanger  ces  votumes  ces- 
sent leur  action.  Cette  propriété  leûr''a  fait  donner  le  nom  de 
Fluides  élastiques>To%is  les  corps  en  jouissent ,  il  est  vrai,  lors- 
qu'oil  ne  les  comprime  que  dans  les  limites  où  leur  élasticité 
n'est  pas  détruite  :  mais  les  substances  que  nous  nommons  fluides 
élastiiqaes  peuvent  recevoir  une  compression  presque  indéfinie , 
et  éprouver  des  diminutions  de  .volumes  très  considérables,  sans 
altérer  leur  élftsticité ,  tandis  que  hs  solides  et  les  liquidés  ne  se 
réduisent  qu'extrêmement  peu  sôÛs  des pi^essions  énormes. 
On  distingue  deux  espèces  de  fluides  élastiques,  savoir  :  les 
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gaz  gfXrfjifinem  et  U%  ^(fgef^*  Ou  êfi^  ^u'^i»  Mi§nMiitaiilla  oiia« 
Uux,  ifVL  d^ipmnfa4hii^g^9^^^,  ci^) vià^  les  Uquidet  en  p^^ 
ce?  Ilifi^^a^l^iifoi^e^  de  ^wte^-le»  {>iQpr^<t&  qai  i^ 

pav^ç^pif^f.  pus,  ^i4^^é))Mti(pte».  «I  né  s'eik  dirth^igneftt  que 
paTce,OT'i^ay|^  p^:|}$%IAt.p^$  ^ouA  oftlt»  {qhb*^  «t  «{ii?o^  ks  ra- 
mène; ^  l'eut  I^FÎ4^y  «^  l«|ur^i^^««iii1e  imkwtqn^  dai»  laifod 
ils  étaient  dissous  ^  ou  en  lç$  oompriaiant  d'unâ  ofirtaise  ma-* 
niè^e^ tandî^ quc|  1^ gi^  p^fmanifi^ «onaerrent ksrôUt aonales 
pr^ssif^?  IgS|pIus.^itte9*  liOrAopVoB  place  <la  Teaa  sens  l&réci« 
piçQt.  de  la  nfaoli^  pneumatique^  et  ifa'on  fiûl  lé  Tide^  elle  ne 
ia^de  pa^  k  pcflidre  IW* .  9»*  ^7  trouve  en  di8sulalian.r  pui*  a 
bouillir  ;  une  partie  se  réduit  a  l'état  de  vappur  inrisiUe,  jouis- 
sant èe  toutes  lés  propriétés  dés  fluides  âàstîque»,  excepté  de 
per^vérer  às^  Vét%t  4^  ga^  ',  ci»r  elfe  irepiead  en  tout  ov  ea  pm> 
%ie  U  ^rme  liquide,  dès  qvi^  la  température  hàisae  o«i  qt£im  ré* 
duit  le  Tolume  pailla pi;e^3i0n«  beaisxpériences  pirouyeni ménaya 
que,  po^l^  unç  t;çmpérat^Mn^  et  dant  unesptce  d^Nuià  >  it  se  fiorm^ 
précis^mf^nVf^Htanf  de  i^peur  dam  le^Uaqnei  Aans  Vuix^  0tia 
tout^  p^e^ps^;  <^ttQ  quiilititô  varie  sieid^mént  avec  la  tempes 
rature,  et  l'air  ne  fait  que  retarder, par  sa  présence,  l^éwy^ 
ration  du  liquide.  Si  voua  çWuî«!*  A'espace  par  la  compression^ 
une  partie  de  la  vapeur  devient  liquide,  et  il  ne  reste  de  vapeur 
que  celle  qu4  pi5ut,e7;îster  da^ns  ce  nojuv^  espa^cf  i  $9us.l|i  t^^||fq>é- 
rature  ^tujdile.,  Ç'esj;  c^e?  qui  fiait  dire  que  k^va^fii^r  nç  «je  lai(t$0 
pas  comprimer  :  sa>  q^aptjlté  ^e  dépend,  que  de  l^é^p^^  ^V^9r 
pace  et  de  |ia  ten^pé^ati^^,  nuUemept^de  ^  prei^ipn^  M^if  4% 
Ve^pace  n'est pa^  s<^;Ç?4r^,c'^t-ii-4irci,  ç'ili  i^e  ç^tijçat  pas  l^to 
la  vapeur  quç  leltquî^  p^^t^dév^lpppiçr  ^:çet|;e  t^flipér^ti?p^,.4 
suit  dans  ses  di^ii^utipp^,  de  volume  la  n^mp  lp\  W^.^  gW*  »t 
seulemeiat  apjrçjçbe  flç  pjus  ^n  pljus,  àxK  te;cme  de.  satUffatiiç%  K*. 
les  Trj^itég  de  PJ^ysiq^ç. 

Za  loi  de  Mariette  ,  den;i,o|jL,trée  par  des  e^p^i^]^çes^JO\çp|:|te|«t 
t|^lçs,  étabjiit  qtfç  /eff-^f  s^^/T^^AZMtn^di^  ifoluJifdBpr4^i^4fl¥tn$i^(^tnd 
le  rappç(rt  des  p^^ssionj^:  et  cettjs  ^  apparti^t^^sfii  t^HX  "vrt- 
peurs ,  pourvu  <^le  volupie  aviqi;i4  ^  cojp^presf  im  le^  p^aiDièilei 
ne  $oi  t,  pas  bocs  de^i  limitpqii  «la  forme  ga^teuse  19e  peut  pb^ai  bur 
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•Mf^aiiWiàHifl'»^  P  iHM-pTMsîéa^Bereée  sur  un  Tphuiie  V  de 
flviâ&afeft  »Ia«4ai^té>efifcl>;  p  une  autre  pression  y  i^  le  ytiktiaé 
c|fie  ^fetudral  hbxuuBe  daltaide  en  teirtuf^^  de  -eefte  pression  ;  et  d 
^  deùské  :  lacprofitété  cb  Pélst^efté  parfàrtis  tomme  souple 
«IQD^  ^]oLdèMarsa^6y«i*  eipriméfrpftr  laprop^ 
Qe,^d«i»eleséq«atioris(n**5i)  *       ,to      > 

, .  ^/- .'     ^    ■         '  -  .         '       ■    *       .  *    ' ^'  ' 

PV=^,  VD  wf^,  et  Eaî=pl>. . ...  •  C»)*^ 


En  faisant  abstraction  de  la  pesanteur^  ou  de  toute  autre  âorpê 
qui,  agissant  sur^]^s^  mpj^pi^es  fluide?  çuiirant  une  loi  quelcon- 
que ,  pourrait  faire  varier  la  densité  lorsqu'on  passe  d'un  point 
de  ,U  ma«$e.du .fluide  à  un  aiitre  point,  tout  ce  qui  a  été  dit {3ï  •/) 
9'<4$^Ii4ue  idLi  mBftlla'presskm  se  transmet  dans  les  fluides  élas- 
tjiq4>efi|  çopéciaénienl  comme  elle  le  fesatt  dans  un  liquide,  pro^ 
portionneliement  aui  surfaces.  .        '       '  . 

362.  Reprenons  Téqûation  (J",  p.  43o)  0^  =^Dc&  *,  lorsque 
le  fluide  est  compressible  et  pesant,  il  est  évident  que  les  coucbes 
les  plus  basses  étant  ch^r^ées  du  poids  de  toutes  celles  qui  sont 
au-dessus,  deux  tranches  horizontales  de  ce  fluide,  prises  à  dif- 
férentes hauteurs ,  ne  peuvent  avoir  même  densité  ;  D  Ywçra 
donc  avec  x ,  y  et  iz ,  et  la  loi  de  cette  variation  dépendra  de  la 
|ia;ture  du  fluide.  Si  l'on  suppose  k  température  constante,  l'in- 
tégration sera  fbicrie  à  faire ,  puisque  D  ne  sera  fonction  que  de  p. 
C'est  ce  qui  arrive  pour  l'air  lUmospbérigue,  quand  on  sup- 
pose que,  dans  toute  la  masse,  la  chaleur  est  uniforme  ;  car  alors 
la  densité  D  est  sensiblement  prpportionnelle  à  la  pression ,  et 
chaque  couche  horizontale  d'air  est  comprimée  en  raison  in- 
y^rse  des  paîds  don|  ell^e  e^t  chargée*  Mais  h>rsque  la  température 
wie  avec  la  hauteur,  la^çhose  ^'«ipli^lîeu  ainsi  ^par^e  que  l'é- 
lasticité de  l'air  augmente  par  la  chaleu^r  de  sorte  c^aveo  une 
diçnsité  m9in^rc,jlpe9t  soutenir  Jft  même.  p:jQssio^  . 

.  363.  Gonçevous  q^u'ungaz  ou  u3ae  vapeur  ait  été  enfermé  dans 
une  pvdopuji  4exil?l^  (  we  vewie,,u»  aérostat,  un  tube  baro*- 
n^é\fi^im,  e^c.) ,  sçus  çpe  pres^icm  atmosphérique  constante  ;  et 
que  le  tVer]^0Q^ti:ç  Tienne  i.  sîélever  ;  la  fow^  expànsive  inté- 


Digitized.by  VjOOQIC 


47^  liYiNIO^TATlQVX. 

ri^ure  croîtra  êou&  l'ÎM^Meaoe  de  U  dulfiur,  et  k.  pTosgîon  erW* 
r îeuTii  fie  faisant  plus  éq^iilibre  à  cette  action  y  TetiYdotipe  céder» 
et  le  voluDie  apgme^ter^  U«ait  ides  oipéiieBOes  dé  M.ijmy^tm^ 
sac,  que  les  yoluq^s  Je  toui»  I^  gèK  et  des  Tapenra  augmentent, 
pour.  <3fa^qpje  de^é  du  thermomètre ,  centigrade ,  des  ^>  (ott 
0,00375  )  des  Tolumes  qu'ils  occupaient  à  la  températwe  zéro. 
Ainsi  un  Tolume  d'air  représenté  par  800  à  o^,  derient  8o3y  806, 
8o99<  *  •  •  quand  le  thermomètre  monte  k  i^,  a^,  3^. .  ; .  Cette 
loi,  aussi  importante  qu'elle  est  certaine,  se  traduit  ainsi  en 
équation , 

v(8oo  +  3o   =p{6oo  +  yry 

y  et  V  spDt^deux  yol urnes,  aux  températures  respeetives  centé- 
simales T  et  t.  Et  quand  la  pression  extérieure  varie ,  qu'elle  est 
P  dans  le  premier  cas  et  /»  dans  le  second,  la.loi de  JVfiu*iotte  se 
combinant  avec  la  précédente,  on  a 

FV  (800  +  30  =/>^  (800  +  3T) 

ou  PV(i +0,00375. 0=/)p(l  4- o.ooS-jS.T). 

Ob  voit  donc  que  pour  une  masse  d'air  quelconque  soumise  a 
diverses  pressions  et  températures,  4a  fraction  »  '^■'' — 0^^  ^ 

'   constante,  ou  -pr^y, — i—^- u—^-r  =^  *r>  savoir: 

'       0  (i  4-  0,005750      J 

kp  =  \!>{i  4-0,003750 ..(ç). 

relation  entre  la  pression  p  exercée  sur  l'unité  de  surface  par  un 
gaz  dont  D  est  la  densité,  et  #  la  température.'  La  constante  m 
dépend  de  la  nature  de  ce  gaz. 

364*  Qu'après  avoir  plongé  le  bout  d'un  tùbedàns  un  liquide, 
on  vide  entièrement  ce  tube  de  Taîi:  qu'il  contient;  si  l'orifice 
supérieur  ferme  l'accès  à  l'atmosphère,  et  que  l'inférieur  soit 
ouvert ,  le  liquide  montera  dans  le  tube.  En  effet ,  la  pression  de 
l'air  extérieur  à  la  surface  du  liquide  se  transmet  en  tout  sens 
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TLCtMS   ÉLASTIQUES.  4?^ 

(Si^)  /eléouttfe  la  laittequî  «st  aa  iias  d«  tube,  parce  qVàaeWnè 
presmii  intérieure  I  comme  atmit  le  TÎde/ne  «ootrebalance 
plus  c^te  force.  On  yoit  même  que  le  liquide  devra  s^étereE^îiisK 
qu'ji  uite  hauteur  telle;  que  le  poids  de  cette  oohmnëi^pëse  sur 
le  liquide  du  réservoir^  autant  que  la  pression  de  i'almbsphire. 
Si  ce  liquide  est  de  l'eau ,  la  colonne  aura  environ  Ss''^  ou  lo"*  4 
d'élévation;  s'il  est  du  mercure,  elle  n'aura  que  2&^^  ou  760  mil- 
limètres I  plus  ou  moins,  selon  le  poids  actuel  et  sans  cesse  "va- 
riable de  l'atmosphère,  îe  rapport.de  ces  nombres  est  égal  à  ce- 
lui dès  poids  .spécifiques  de  l'eau  et  du  mercure.  C'est  même  cette 
expérience '^uî  fait  connaître  ce  poids,  ainsi'qu^on  va  le  dire  en 
traitant  du  baromètre  fig.  i  76  et  1 77. 

Quand  le  tube  a  une  longueur  moindre  que  c^lé  qu'on  vient 
â'iridii|uer,  le  liquide  s'élance  jusqu'en  haut  du  tiibé,  lé  remplît 
entièrement  et  y  reste  suspendu;  mais  si  lé  vidé  n'est  que  partiel 
dans  le  tube ,  le  liquide  ne  s'y  élève  qu'à  la  hauteur  qui  convient 
pourvue  le  poids  delà  colonne,  plus  le  ressort  de  l'air  inté- 
Heur,^  équivalent  exactement  à  la  pression  de  Pair^tîérîetirl 
C'est  en  comparant  cette ,  colonne  à  celle  qui  reste  ^ùô^etiduè 
Ûkné  )xà  tube  à  vide  parfait,  qu'on  évalue  le  re'ssbrtdélw.éil- 
térleiir.  *  ..........    

365.  C'est  sur  ces  propriétés  qu'on  fonde  ïusa*ge  des  ^àipHéTié 
^tir  tràAsvaser  lesliqtiidés.  Plongez  la  plus  courte  toanchë  â^ûti 
fîpÎKm  renversé  DEF  (fig.  i75)Man8  de  l'eâu,  etfâi%§ Te.  Viae^ 
soit  en  suçant  l'air  par  l'autre  extrémité,  soit  par  tout  autre 
moyen,  Téau  montera  dans  lé  tube;  et  si  la  b'rànèfc.ê  Courte  a 
TDoins  dé  1  o^,4>  ^^  lîquîde  gagnera  le  coude  sùpérîeut*  %l  et  rédeç- 
cendi-a  dans  la  longue  branche  ;  puis  continuera  â  s'ècçulçr  lànt 
que  POTiicë  supérieur  D  sera  baigné  pari'ëau  et  fermera  Vaccê^  a 
Pair.  En  éfitet,  quoique  la  pression  de  l'air  âiii  deiix  orifices  ^t 
sensiblcmeiit  la  même,  le  poids  de  la  colonne  verticale  tf*  là 
forceva  tomber;  il  faut  donc  que,  si  Pair  ne  peut  diviser  Péàu  et 
s'introduire  en  F,  il  se  produise  un  vide  dans  le  haut  du  sî- 
phoil,irîde  qui  ne  peut  manquer  d'être  rempli  par  Pactîon  sanp 
ce!;se  présente  de  l'air  du  dehoris  sur  l'eau  du  vase  supérieur. 
L'écoulement  se  continue  donc,  et  on  voit  que  ;  satif  là  rcsiétânce 
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de  Vmr  et  le  frpfltiiital  àm  IkfMé  cpntM^W  tdbyWnfiit^piée 
tf^ooidemail  en  F  ert  dut'àiftdiffér8B0tiFea:Ackiiii!«ftci«ii^ 
tre  ^  tésèriroir  et  Pommée  mttnenr,  aa  ^fitesie  tsa  t/4^A}»  I^^ 
ooalecBicfnt.iara  jdcMpc  d'aiitanit  pins  vtpide  que  oettt'dîMk^etioe 
&  «er«  |diu  frandek 

III.  Z)u  Baromètre* 

366u  Appliquons  cette  tbéorîe  au  BAROMiTRB  (  iS^éf ««"i  poids, ^ 
charge îjMfVpof ,  mesure.)  Cet  instrument  consiste  eh  un  tul^  re^ 
courbé  ABC  (fig.  1 76) ,  fermé  en  A  et  ouvert  en  C  j  la  partie  AO 
est  entièrement  vide  d'air,  et  la  partie  OBF  est  remplie  d'un  fluide 
pesant^  tel  que  du  mercure.  Les  p6ints  O  çt;  a  n'ét#n^t.pp^jau 
même  nÎTeaui  U  est  évident  (827)  quf^;  9!  auQune  puîssajuce;  ip^f^ 
appliquée  en  a ,  le  nierçnre  doit  s'échappçi;  p^  l'ori^ce  Çr  jn^; 
qa'i  ce  que  la.surface  O  soit  parvenue  en  /au  niv.oau  de  a^  M^i» 
dans  l'état  des  choses,  l'ei^^émité  A  est  £ermée  j  et  l^f  surface  Q 
n'^t  pre^éq  par  aucun  poids  supérieur»  P^^,<^  !V^  X^fOkce  yiO 
i5t  vidie.  Or  rorifipç  C  étapt  chargé  du  ppi^»  f?^  ^  cxdqnjftç  4'?!^ 
qui  l^i^ji' répond  verticalement,  et  le  fluide  renjerméja^urdei^^ 
de  ia  étant  de  lui-même  en  équilibre,  il  faut,  pour  détrair^,^ 
pire^fition  exeç'cée  en  a  par  le  poids  dç  l'air ,  une  polpnne^dçjijer- 
çf^re  O*  dont ,  à  bases  égales,  le  poid«  soit,  ideiiitiqu|en^t)  ]e  f^^mi^ 
que  celui  de  la  colopi^e  d'air,  ou  envif  on  76  centimètres,  s^  Pari% 

Kn^aei '■  -  'V'\  ^  '  ".  . 

,,  pn  peut^dçqc  se  servir  de  cet  instr^ime^t  pOjUr  mjçsi^er  le  re3r 
«oçt  de  l'air.,,par  la  hauteur  à  laquelle  le  me^qurereisJte  $i|ispendj| 
^aixs  le  tube.  Pour  cela  on  fixe  le  tube  sur  une  planche  portant 
u^  échelle  gr^uée  vens  O  et  a ,  afin  de  xpesurer  les  chan^enji^ 
f  ^çcej^sifs  du  niveau  en  O  et  a  du  mercure.  Dans  le  baromètre  4 
sipJiqn  (fig, ,  1 56)  on  juge  du  res^prt  de^  Pair/en  coM^arant  entre 
elles  ]^s  hauteurs  dçç  surfaces  O  et  a  du  mçrcure  ^u-de^usi  d'un 
niveau.B  (qjuekppqûe,^  r9n  a^par  une  simple  soiistraçtiof^ M 
différence  des  nive^U3t,,c'estf*Vdire  la  hauteur  de  ^ çolo^i^^Pf 
de  mercure  susçen^ue*  On  je  sert  aussi  Aebc^rç^j^res  jà  çjtfp,e/i^^ 
(fig.  177  ),^u  à  cadran  (fîg.  xo8);  mais  nous  ne  pouvp^s  notv 
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le  t^i^^e^t  plus  de  ??Lpi^^i>»ft.^îfti4  »^^^?^»^«»  f^^  ^'*^ 

poids  qu'une  colonne  de  mercure  de  o™,76  delakitt.\£iAi  ^n/tow 
qae .^f  l^î^pM^^jtx:^  pQUt  ;%'^daRtet:(è  une  méiçjiim pm^ùràMti^ ^ 
afin  <^e  faire.  x;ç^o^î|r«^,  ii^<|«'ak:«^el  point  ©a  âifeJtAe^iide,  «i 
raréfié i'^irs^^%le;i^4i:ipi¥9»t;:  \    |  •      .^  .tj. .   > 

La  quanti*^  à  ^uÂonttte^hcisff équation  (mj^  3»^) ,  «t  qw^^W* 
yiejïit  ,^u  p^ids  4q  ïalmoflpfeèif&,  est  Jon^  le  fùtûAûÉhiV»:  ie  to 
çolonijie  d^lnçroureiîMpdndbé  fwir  le  ress^to  ft^f  i  oôlonupiÇtti 
a  fnwoii  tiS  ponces  d(f  bieuxty  ©»  7&o€iitimè^»t6,pl«9'obKi€iifmy 
eelo^  l^l^t  ptyaique^eJfatiiib^phèriB.       •  -'        '  ' 

L'^ii;  p^|eri»é  dans  une  chaire  .cMnm«tiI^ttépii*tp*W*l»* 
i^ues  %rec  J'jMgr  ettéciôvr,  so  met  ea  éqttilâ)i^  de'tettiiott^ct» 
exerce,  par  squ  ressort ,  la  mêmepressipn  que^i\  aj^iss^it  lil;>ren 
"  fÛetKt  p^r  son  poids;  en  ècmséquence  la  haute'Btr  de  la  colonne 
de  mesure  diPiit  ^^r  U:i»|èmQ  dans  litt'endr^t'*^^^ 
IVr  IJibre.  Çôpeiiâii9*;I''éU:  de^laileiBpifràlw^  d^i'I^àlfiidspb^i^ 
doitiw^TW-içl^  ixm  p<îu  <fqM«  lawlèu^^  cap  lori^  Vni^i^yîfetit 
plus  chaud ,  le  mercière  se  .d^tà^l  sa  Sçnsîté  diminuj^  :  il  fau^ 
donc  âWs  \xrï  plus  grand  volume  de  meçcure  pour  qu'il  en  ré- 
sulta le  même  poids  :  ainsi  le  ressort  de  l'air  étant  supposé  le 
mèja^e',  ta  colttine  de  mercure  doit  avoir  une  plus  grande  hau- 
teur pour  lui  faire  équilibre.  Cette  variation  de  densité  du  met^ 
cure  n'étant  guère  sensiAie^  on  peut  eh  fair^  abstraction  dans  les 
opérations  qui  n'exigent  pas  vne  grande  exactitude. 

367.  L'un  des  usages  les  plus  intéressans  auxquels  on  ait  des- 
tlî?^  U  l^ronaèlt» ,  es*  l'application' qu^on  e»  a  làiteaû 'WèHe-^' 
m^%  :  came  Ibéoéie.est  d'une  tpop  haute  îiivpMÏaA^él^U^^d 
no^i  Dé^gima  de.  Ue^iamittaiv  11  ré^dte  de  ôe^  .qA^èn  a  ytf  , 
que  la'deiMÎtè  déa  amche»  atmosjrfiériquesfdéor^  à  mesure^ 


Digitized 


by  Google 


47^  "  VfDROKTJ^rti^OIL. 

^'on  sVyèveV  ek-pkt  oanséqueât  la-  colonne  de  merciîtie  doit  en 
même  temps  s'abaisser.  Une  éralaÉtum  grossièi»;  montre  qn'en 
s'élerant  de  lo*  i,  lé  bàronlëtre^ltaisse  à  peu  prfes  d'an  milli- 
mëtre,  ou.  i  ligne  potîlr.  1 2  toises  f  mais  cette «ippréciation^manque 
d'padâtvde,  et  il  convient  d'étudier  les  circonstances  du  phé- 
Bomènepour  en  mesurer  l'étendue  avec  précision.  Voici  cbm- 
Bient  on  a  âwt  servir  la  connaissance  de  ces  abalssemens  à  la  dé- 
torminsfiion  de  la  difiérenée  déft  liauteùrs  verticales  entre  deui^ 
K«ns'd'€bservàtio&;'i/ :^ 

-Baùal'équaiioxi  c^'=^-^'^d%\  D  est  la  densité  actiielie  de 
Fairau  lieu  dokit  js  est  l'élévation  au  dessus  d'un  niveau  quel- 
conque ^j?  est  la  pression  que  produit  en  ce  lieu  la  force  élastique 
de-BaoriJ  pression  que  mesuré  la  o^nne  bao^ométHqiie ,  enfin  g 
eitlâ  gi^àvit&JPjour  intégrer  cette^éqoakion^  observons  que  la  pres- 
sion pfi9^yQ  profiof^ioimeHeihent  à  la  densité  {  > ,  %i  )  ^  à  égale 
^emipératupej  et  que  la  dilatation  varié  fnroportionneUement  à 
l'accroissement  de  température  (363)  à  prestf on  égale.  Si  donc 
oaf^dfM^e  Ia|ten(ipéeatupe  par  «y  on  a  />  z=  m  «  D  /  m  étant  une 
oaniltanlQ:inâétertmnéè.  XKvisons  nos  deux  éqaatidiis  l'une  par 

Fàùtre ,  îl  vient  ^  = — ^— - ,  d^ôii  loa  d  =  —  /  ^— .  Nous  dési- 

MIL      0  r.î  '  h  -p  ■   ..      m«    • ,  •     '  ^^  .         j  moL 

gi)0&s^par;^,efc/>'^  Pi^*^^^^^^  correspondantes  aux  hauteurs  Z 

et.6^  lemerdurë  éiant élevé  dans  le  baromitre  de  A  et  À';  de 

,$OPtë  <i^e:k$  lettres' accentuées  se  rapportent  à  la  stâtiota  infé^ 

■  •  •  j>'  '.'//'      ^  '     '  -  •   ■       :  '  '     '  -  - 

riêurè  :  du  reste  oh  a  —  = .  t"  .  Puisque  les  limites  4e  l'inté- 

,_  rué 


gratîpiijSont  de/)'  à/?  ^  et  dé  o  à  Z  ;  on  a  log/>'  —  log  jp=:  1  — 


d^. 


L'iiit^atÎ0i^  <îia  resteà  èffBctuér'dôit  être  depuis  «  =  0  jusqu'à' 
9j33£  %^|  mais  il  faudrait  conhaUre  pour  cela  k  lot  suivant  la- 
qi^HerM'teBQkpérat are  varie  à  mesura  qu'on  s'élève,  dans  l'at- 
m^plHTe'>  ou  #f>  en  fonéiipn  de  z.  Nons  .examinerons  d'abord  le 
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cas  le  plus  simple  qiiiest  odiai  où  cette  tempéf^AitKreJeftlsuj^poH 
ftée  constante.  On  a  alors  ^  en  supprimant  g-  et  «  qm^.se  ooibbiiieHk 
ayec  m  et  le  module  pour  changer  les  log.  nép^iens  en  ceux  At 
Briggs  (  F:  Cours  de  Math. ,  n*»  586  ) , 


Z  =  «log(|-) 


Deluc  ayant  choisi,  parmi  les  résultats  dus  à  Fobservatioh,  ceux 
qui  paraissaient  mériter  le  plus  de  confiance,  et  cherchant  la  i:a- 
leur  du  facteur  numérique  t/ï,  trouva  ce  résultat  d'une  simplicité 
remarquable  m  =  loooo  toises,  lorsqu'on  se  sert  Aes  log.  de 
Briggs,  et  que  la  température  est  d'environ  16"  |  du  lïtermo* 
mètre ' de  Réaumur  :  mais  pour  toute  autre  température,  il  fal- 
lait faire  subir  une  correction  à  la  formule  :  comme  il  croyait 
que  l'air  varie  du  2i5®  de  son  volume  par  chaque  degré ,  il  aug- 
mentait le  résultat  ci-dessus  d'autant  de  fois  sa  2i5ï*  partie  qu'ail 
y  avait  de  degrés  de  différence  entre  16**  |  et  la  température 
^  moyenne  entre  celle  des  deux  lieux  d'observation.  Soit  k  cette 
différence,  la  formule  de  Deluc  est  donc 

Z  =  ,ooool(^)'{,  zhJg}; 

le  signe  L  indique  des  logarithmes  prdinâires  ou  de  Briggs.' 

Trembiey,  par  des  expériences  plus  nombreuses,  a  trouvé  qu'3 
fallait  prendre  pour  h  la  différence  entre  1 1*',5  et  la  température 
moyenne  ;  il  remplaçait  de  plus  le  nombre  2 15  par  192.  Ces  esti- 
mations sont  rapportées  à  la  toise  pour  unité,  et  il  parait  que 
celle  de  Trembiey  esit  moins  inexacte. 

368.  Ces  procédés  ont  plutôt  une  exactitude  e^Ktpi]:i,qiie;  qu'une 
certitude  raisonnée,  et  Fon-sent  que  la  déterminatio;n  à  laquelle 
ils  conduisent  ne  peut  être  que  très  vague;  car  ils  rep9se];it  sur 
diverses  hypothèses  absolument  inadmissibles:  i**.  à  des  éléva- 
tions un  peu  considérables  la  gravité.^  décroît^  2^  les  gaz  et 
autres  corps  étrangers  dont  l'air  est  sans  cesse  chargé ,  modifient 
la  variation  de  sa  densité  j  3".  comme  on  a  rçconnu^que  T^ir 
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àt  là  iempérkipn  taiMnitè  l$il  dteèiitté  |fàlr  PèiliMéâce^ 
4^  enfiH  le  baromëtre  étant  Itt^nèliië  MHftthls  ftut  iknpresstons 
de  la  chaleur^ le  fluide  mét&llique  qtit  ebmt^ose  cet  instrument 
éprouve  des  cbangemens  de  dimension  (p.  47^)  auxquels  on  ne 
peut  négliger  d'avoir  égard.  Ce3  deux  dernières  circonstances 
sont  même  celles  qni  influent  d'une  manière  plus  décisive  dans 
les  expériences,  et  ce  sont  elles  que  les  phjstciefts  ont  surtcMft 
eues  pour  objet,  lorsqu'ils  ont  voulu  corriger  la  théorie  pré* 
cédente. 

Gomme  l'usage  du  baromètre  est  beaucoup  pbis  expédttifet 
plus  copmodc  que  celui  des  instrumens  de  Géométrie ,  il  était 
très  important  de  se  procurer  une  formule  susceptible  d'une  {^las 
grande  précision. 

M.  De  Laplace  a  donné  (  pag.  289,  toq;i.  IV,  Méo.  céU  )  une 
solution  très  élégante  du  problème  qui  nous  occupe;  elle  con* 
siste  à  déterminer  la  loi  qui  lie  i^  à  ce ,  à  l'introduire  dans  l'équa- 
tion (Ç),  et  à  intégrer  depuis  «  =  o  jusqu'à  «  =  Z. 

ïfous  avons  eu  (  n^  SaS  et  364  )  les  équations  ^el  ^ 

£^  =  —  gDcb>    p  =  mD  {i  +  it) 

en  représentant  par  i  le  nombre  0^00875,  qui  mesure  la  dilata- 
tion des  fgàz\  71»  est  «ne  constante ,  ^  est  lapressi^m  qu'épiôurfe 
l'unité  de  surface ,  qiiand  l'air  a  pour  densité  D  et  p^Hï?  M&pé* 
rature  t  degrés  c^tigrades.  Eliminons  D ,  nous  aur<»is 

p        1  +  ** 

Main  lu  ^ayité  déctoft^  iquànd  on  s^élète  verticalement ,  comme 
le^  ^hrés  des  râjrOtis  tlettestreè  (i56}}  si  /  est  la  gravité  à  la 
IWhflièè  iiifêrieùï^,  on  a 

'li^,poti^  ititég^^  cette  équation^  il  îaudrait  connaître  la  loi  lui* 
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vaut  lacpdile  la  tempéraUre  décroit  à  mesure  qi^tk  l^iélève  ifens 
l'almoiphère^  oa  eomment  ;<  est  foboticm  de  A. 

La  constitutkm  physique  de  l'atmosphëre  dépend  d'élémens 
si  çompliqués.et  si  yariaUeSi  qu'il  est  très  douteux  que  l'analyse 
puisse  les  combiner  d'aune  manière  rigoureuse.  Le  froid  des 
couches  d'air  supérieures  les  condense^  et  la  pression  qui  en  ré* 
suite  doit  être  plus  forte  que  dans  l'hypothèse  d'une  température 
const&nte.  La  théorie  des  réfractions  (  Méc,  cél.  ^  IV  pag,  aSj  ^ 
prouve  que  la  constitution  réelle  de  l'atmosphère  est  comprise 
entre  deux  limites^  sayoir  :  une  température  constante  et  une 
température  décroissante,  en  progression  arithmétique ,  lorsque 
les  hauteurs  croissent  dans  une  progression  semblable-  L'abaisse- 
ment d'un  degré  centigrade  répond  à  ijgo  mëtres  d'élévation 
dans  l'atmosphère,  toutes  choses  égales  d'ailleurs  et  abstraction 
faite  des  causes  particulières,  telles  que  le  rayonnement  des  oorpa 
voisins,  un  courant  d'air  différent,  etc.  Cette  dernière  évalua 
tion  satisfait  aux  phénomènes  avec  une  exactitude  suffisante  , 
attendu  que  l'élévation  de  nos  montagnes  est  peu  considérable 
relativement  à  celle  de  l'atmosphère  entière ,  qui  est  de  6ô  ooo 
mètres  environ.  On  conçoit  en  effet  que  parmi  les  causes  de  va- 
riation de  la  température,  il  en  est  qui  sont  insensibles  datis  une 
aussi  petite  étendue^  tandis  qu'il  en  est  d'autres  qui  doivent  se 
reproduire  d'une  manière  constante; 

Heureusement  ces  difficultés  sont  nulles  dans  la  question  qui 
nous  occupe  ici ,  <;ar  le  coefficient  i  est  si  petit  qu'on  peut  légère- 
ment altérer  t ,  sans  qu'on  ait  à  craindre  quelque  erreur  notable. 
Il  est  donc  permis  de  supposer  t  constant  pourvu  qu'on  attribue 
à  cette  lettre  la  valeur  de  la  température  moy^ne  i  (  ^  +  /  )  » 
entre  celles  des  deux  stations  dont  on  demande  la  différence  Z  de 
niveau.  Ainsi  intégrant  on  a 

-logP=  7+17(7+7)7  (7+lT^ 

--*^/--.+Jf.+/)'rTî  +  ^- 
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48o  HYDBOSTATIQUE. 

Pour  déterminer  la  constante,  on  fera  p=:/>'etii=o^et 
on  aura^  en  désignant  par  Z  la  difierenœ  de  ntyeao  demandée  ^ 

d'oii  Z=  -2i(i+i^(^  +  01og^.(r+Z).    ' 

^Nous  supposarons  que  les  logarithmes  sont  ici  ceux  des  tables 
ordinaires,  ce  qui  n'altère  que  la  constante  m,  qui  est  encore  in- 
connue. De  plus  nous  faisons  i=  o,oo4>  ce  qui  àocroit  légère* 
ment  cette  valeur  \  ce  changement  est  fait  dans  le  dessein  de  te- 
nir compte  autant  que  possible  de  la  yapeur  d'eau  qui  est 
contenue  dans  l'air ,  et  rend  ce  fluide  un  peu  plus  léger.  Enfin 
nous  remplacerons/?'  etp  par  les  hauteurs  hf  eXh  des  deux  co- 
lonnes barométriques  qui  servent  de  mesure  à  ces  pressions  ,  et 
nous  aurons  l'équation 

z  =  ^  log  (0X  [I  +  o,ooa  (  ^  +  0]  (i  +  ^). 

36g.  Cette  équation  exige  plusieurs  corrections. 

i*.  Le  baromètre  n'est  pas  soumis  à  la  même  température  aux 
deux  stations^  et  puisque  le  mercure  est  plus  dense  à  la  station 
la  plus  froide  (  la  supérieure  ordinairement  )  la  même  pression 
atmosphérique  en  soutient  un  moindre  poids  que  si  ce  métal 
conservait  sa  température.  Les  pressions  qu'on  veut  comparer 
ttux  deux  stations  doivent  être  mesurées  par  des  colonnes  de  mer- 
cure également  denses,  et  il*  faut  augmenter  la  colonne  de  la 
station  supérieure  de  ce  que  la  dilatation  du  métal  lui  ferait 
éprouver  si  sa  température  fût  restée  constante  (*).  Les  expé- 
liences  de  M.  Dulon  donnent  -^^  pour  l'augmentation  de  vo- 


f^)  Lorsqu'on  veut  comparer  des  obserrations  barométriques  faites  à  diflRi?- 
rentes  températures ,  comme  on  a  pour  objet  de  conclure  la  pression  de  Pair 
du  poids  des  colonnes  de  mercure  suppôrte'es,  c'est  ce  •  poids  qu'il  faut  era- 
luer,  et  par  conséquent  on  doit  dégager  les  banieUrs  harométrîqties  des  eflPetsde 
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BAROBCÈTRE.  ^^I 

tume du  mercure)  à  chaque  degré  centigrade ,  pour  6  degrés  la 
hauteur  h ,  doit  donc  devenir  h  +  ^^  h  6  j  ainsi  dans  notre  for- 
mule il  faudra  changer  log  A  en 

logA  +  log(  I  +d^6)  =  losh  +  ^M0, 

en  développant  et  ne  prenant  qu'un  terme  ;  M  est  le  module.  Ce 
dernier  terme  a  pour  valeur  0,00008  é  j  c'est  la  correction  de  , 
logA.     , 

2**.  La  gravité/  varie  avec  les  lieiix ,  et  nous  savons  (  p.  270) 
qu'elle  devient  g  =g"  (^i  —  «e  cos  2/  ) ,  sous  la  latitude  /,  en 
désignant  par  g"  sa.  valeur  k  ^5^  de  latitude,  et  faisant 
/«  =  0,002837.  Substituons  cette  valeur  pour  le  dénominateur  du 
coefficient  de  notre  formule  ;  or  (  i  —  a  cos  2/)""*=  (  i  +a,  cos  2/) , 
en  se  bornant  aux  deux  1*'*  termes,  attendu  que  a,  est  trëspetit^ 


g' 


amsi  g  =  — r-s > . 

,       **        1  +  «t  cos  2/ 

370.  Rassemblons  ces  corrections,  représentons  par  aie  fac- 
teur -5,  et  nous  aurons  pour  la  différence  de  niveau  des  stations 


Ad 
la  dilatationi  en  les  ramenant  à  la  même  température)  la  quantité  -»  est  ce  qu'il 

faut  ajouter  à  la  hauteur  h  qoi  répond  aà  moindre  degré  thermométriqne,  ou 

quMl  faut  6ter  de  celle  dont  la  température  est  la  plas  hante,  â  étant  la  difië- 

rence  des  températures  du  mercure ,  et  a  =  y^  ou  j^ ,  selon  qu'on  se  sert 

de  l'échelle  centi|;rade  ou  de  celle  de  Réaumur.  Si  on  lit  h  ponr  la  hauteur  de 

la  colonne  barométrique  à  t  degrés ,  cette  hauteur  réduite  à  la  température 

h  ah 

,éro,est-—  =^-5-j. 

»+« 
Dans  les  baromètres  à  cuvettes,  l'action  capillaire  affaisse  la  colonne  de  mer- 
cure, et  lorsqu'on  yeut  des  résultats  précis,  il  faut  augmenter  cette  colonne 
de 

9, go  miUim.  pour  un  ti^be  de  3»»  de  diaiqAtre  intérieur. 

2,04 .4 

i,5i 5        

1,16 6 

Cet  effet  est  en  raison  inverse  4$9  dianiètres. 

3i 
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402  HYDROSTATIQUE. 

P  =  log  ^'  —  log  A  —  0,00008  d, 

Z  =  aP    {  l  +0,002(j?+^)}(l+-C0S2/)(l  +  ?\..(^) 

Il  reste  à  déteminer  la  constante  a,  Concerons  que  pour  une 
différence  Z  de  niveau  connue  trigonométriquemetit;  on  ait  ob- 
.  serré  des  valeurs  précises  'de  A ,  A',  t,  ^,  et  â;  notre  éqùatiôl^  ne 
renfermant  plus  que  l'inconnue  a ,  ce  coefficient  en  résultera  :  et 
même,  pour  plus  de  précision ,  il  conviendra  de  faife  diverses 
dMervatiohs  semblables/qiiitoiates  devront  s'accorder  à  donner 
{K>ur  a  des  vàlieurs'égales ,  bu  du  moins  très  peu  différentes  les 
unes  des  autres.  Une  moyenne  entre  ces  nombres  $S^  le  eœffî^ 
cîetit  a  pro|>re  à  toutes  les  expériences.  C'est  âiûsi  que  M.  Ra- 
xnoni  a  opéré  et  a  trouvé  a  ==  iSSBô"*. 

Notre  formule  contient  un  terme  où  l'inœnnue  Z  se  trouve 
entrer  \  mais  comme  le  rayon  r  de  la  terre  est  au  dénommateûr 
et  que  r=6566  rgS  mètre» >  ce  fadeur  diiftre  peu  de  Vuntté. 
Ainsi  on  cherchera  la  valeur  de  Z,  en  négligeant  ce  dernier  facteur^ 
puis  on  recommencera  le  calcul  en  mettant,  dans  ce  facteur  , 
pour  Z  la  valeur  approchée  qu'on  vient  d'obtenir. 

Au  reste  le  calcul  se  simplifie  beaucoup  lorsqu'on  ne  veut  pas 
tenir  ODmptede  ce  fkctetir  /ce  qui  est  permis  en  aùgmientant un 
.peu  la  valeur  de  la  constante  a  ;  les  nombreuses  expériences  de 
M.  Ramond,  foites  avec  un  grand  soin,  lui  ont  donné  dans  ce 
cas  a  =  18333  mètres.  Vôjci  donc  à  quoi  se  rëdiiît  la  Forinuîé  en 
admettant  ce  procédé,  qui  suffit  toutes  les  fois  qu'on  n'a  pas  pour 
objet  de  mesurer  des  hauteurs  considérables 

Z=:a  (log  A' — log  A— 0,00008  0  [i+o,ooa(^'+0]  (i+«cos2/). 

Formule  dans  laquelle  on  a 

^  ^  \^^  riièfffes log  ^r  4,î*46527, 

à  ==  9437  toises    '  ....  log  =  3,9748ii6, 
a  ==  0,002837  ....   log  =13  3/45287. 

On  emplgie  celle  des  valeurs  de  à  qi^n  Veut,  sekm  que  Z  doit 
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être  exprimé  en  mètres  ou  en  toises  iheih'  sont  les  hauteurs  du 
baromètre ,  aux  deux  stations  ;  elles  «ont  rapportées  à  la  mépie 
unité  quelconque  (  mètres:>  toises ,  lK)u«»a|^c,  )  yi^^  iont  îles 
températures  deTair  libre '/0  est  la  différence  des  températures 
des  baromètres,  qu'il  faut  distinguer  des  précédentes,  attendu 
que  lephtô  'souTcnt  les  instruttKtns  ne  restefeit  pëi^  éSset  long4em]^s 
en  i^^i^périlencepour'<^u'ik  soient  à  Punisse  de  température  avtée 
l'air  ambiant;^  est  mesuré  par  un  thermomètre  logé  dans.^ia 
monture  même  du  baromètre.  Les  lettres  accentuées  se  rappor- 
tent^ la -station  inférieure;  /  est  la  latitude  du  lieu;  on  peut 
souvent  négliger  le  facteur  i  -f"  ^  cos  a/ qui  est  presque  sans  au^ 
euAC  imi^taifoe»  ^ 

Voici  donc  la]aardie4&y<;y[>ératio]:^;xleux  t>bser:?ateurs^dont 
chacun  est  placé  à  l'une  des  stations  qu'il  faut  niveler ,  notent 
l'état 'du'l)aromètré  et  dès  thermomètres  àtuie  même  heure  con- 
venue cPavance  ;  ces  expériences  font  connaître  les  nombres  h' , 
'h,t',eet  9, -qui  introduits  dans  notre  formule  donnent  la  dif- 
férence Z  de  niVeau«  îl  est  boù  de  répéter  plusieurs  fois  les  ob- 
servations de  ce  genre,  et  de  a'aprêter  à  la. moyenne  entre  les, va- 
leurs obtenues.  .  , 

Il  est  inutile  de  dire  que  Icrîmtrumens  devront  être  construits 
avec  un  grand  soin,  cibmpeânâïles  dans  leur  march^^  et  nMmis  de 
TCi^iiérs  Jpour  évaluer  les  plus  petites  fractÎMis  'd'échelle.  On 
choisif  a,^ur  observer /ieiicircdnstances  les  plus  favorables  aux 
observations ,  savoir  un  temps  calme,  le  milieu  du  jour,  etc. 
Vt)y€?z%\;e'Stijët  le  beau  ioaéinoiïe  p«àllié  par  M.  Rainoiid.jGela 
fait  j^on  Tîyi»eraîfestk)iinées  au  calcul  et  l'on  en  eonehira  la^dîtfi- 
rettce^dc  niveau  ^n^stëtres'ou  en  'loi6e6,^d«a  la  valeurattrî- 
buée^  ûT. 

'L'Anàuaire  du  Bureau  des  longitudes  contient,  chaque  année  ^ 
de  petites  tables  de  IVI.  Oltmauns,  oii  l'on  trouve  les  facteurs 
tout  calcinés ,*^ eHes  n'exigent  qti^ine  addition, pour  donner  Z. 

Ajppli^iibns  cèltê  théorie  îi  l'une^^es  observations  de  M.  Ha- 
TOohd  eu  Puy-dc-Bôme. 
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Baromitrn.  Th«r».  libres.  Th.  des  baroa.    LaUt. 

Clermoni W^ 7a8,5a*w        tf=z 2803       a4»,7       45'»4e', 

Poy-de-Dôme.  ...&==  70$,  65  t  =  a5,5       27  ,8 

t'-f  t        =53,8,  e=— 3,1. 

V 2.86244       A 3.45287  a 4.26465 

—86 -#-25       cof  2/,..  2.42746—       1,1076 0.04438 

h 2.84859  5,88o33—      o>999994...  î^SRp997 

O.OI4IO 2.  »922 

Z  =  a87«,22 2.45822. 

Voici  encore  des  observations  faites  par  M.  der  Hamboldt  pour 
déterminor  l'élération  de  Guanaxnato  au  Pérou. 

Berooiètm.  Tb«nB.  libnt.  Th.  de»  btroM.   Latit. 

A'=:763,i5«»"*   i'=a5o3    25o3    m» 

^=600,9^       t=:2I,3     21.3 

t'-ht=s46A    4»<>=6. 

K' 2.88261    « 3.45287    a 4,26465 

/k....  —  2.77884   co*2/....  7.87107    1,0932 0,03870 

86 —32  3.32394   i»oo2io83 0.00092 

o.  10345. r.01475 

Z  =  ao84ta5o....... 3.31900^ 

Pour  plus  d'eiactitude  nous  aurions  pu  fiaire  subir  à  la  co- 
lonne de  niercure  la  correction  due  au  décroissement  de  la 
gravité  dana  le  sens  yertical  ;  car  ce  métal  pèse  moins  à  mesure 
qu'on  s'élève  :  cette  correction  qui ,  réglée  sur  le  même  calcul 

que  précédemmeot;  changerait  log  h\  en  log  V  +  ^  Iog(  i+~  J  > 

a,  comme  on  voit,  fort  peu  d'importance.  {F',  p.  270). 

371.  Le  baromètre  ordinaire  est  peu  pro^e  à  mesurer  les 
iiauteurs  parce  cp'en  le  renversant  pour  le  porter  d'un  b'eu  à  un 
autre,  l'extrémité  inférieure  du  tube  cesse  de  plonger  dans  le 
laercure  delà  cuvette;  l'air  s'y  crée  un  passage,  et  va  diviser 
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k  col6nne.  On  préfère  le  baromètre  de  Fortin,  ou  celui  qu'a 
imaginé  M.  Gay-Luôsac,  ou  enfin  œlni  quefai  décrit  T.  H, 
p.  567  du  Dictionnaire  de  Tfechnologie. 

On  n'a  pas-toujours  des  obderrations  simultanées  etcorrespon- 
dantes  pour  déterminer  la  différence  de  niyeaux  de. deux  lieux  : 
il  suffît  de  se  transporter  de  l'une  des  stations  à  l'autre  et  d'y  faire 
les  observations  du  baromètre  et  du  thermomètre,  dans  des  cir* 
constances  atmosphériques  où  le  premier  de  ces  instrumens  con- 
serre  la  même  colonne  ;  et  on  en  peut  conclure  d'une  manière 
satisfaisante  la  différence  Z  des  niveaux  de  deux  lieux  peu  disr 
tans  l'un  de  l'autre. 

Souvent  aussi  on  se  sert  d'un  très  grand  nombre  d^observa-i 
tions  qui  font  connaître  la  hauteur  moyenne  du  mercure  dan$ 
le  baromètre  et  le  thermomètre  aux  deux  stations ,  durant  un 
mois,  ou  une  annéç  :  ces  résultats  donnent  aussi  d'une  manière 
sûre  la  différence  de  niveaux  de  stations  très  éloignées. 

Enfin,  si  l'on  en  croit  les  assertions  de  MM.  Lithrow  etLin- 
denau  ,  on^  peut  se  contenter  d'observations  isolées  pour  trouver 
Pélévation  d'un  lieu  au-dessus  du  niveau  de  la  mer,  en  suppor 
sant  la  hauteur  moyenne  K  ace  niveau  h' -==.  760?*", 247,  et  1^ 
température  /  en  ce  lieu,  à  l'instant  de  l'observation .  ....... 

/  =  63%6  4"  '-"67*',7  /*,  t  et  h  étant  la  température  centi-r 
grade,  et  la  hauteur  du  baromètre  exprimée  en,  millimètres  , 
observées  à  la  station  supérieure  :  puis  faisant  avec  ces  données 
le  calcul  voulu  par  la  formule  (  p.  4^^  )«  Mais  les  observations 
de  M.  Ramond  démentent  cette  proposition  qu'il  trouve  eiucour 
tradiction  avec  les  faits.  Oa^doit  donc  attendre  sur  ce  sujet  des 
recherches  ultérieures. 

372.  Notre  formule  (^)  est  absolument  d'accord  avec  l'expé-, 
rien  ce  :  nous  en  citerons  pour  exemple  la  mesure  du  Mont- 
Blanc,  là  montagne  la  plus  élevée  de  notre  hémisphère  ;  et  Tune 
des  pltis  hautes -du  globe.  Saussure  est  le  premier  qui' Fart  gravie 
jusqu'au  sommet 5  il  y  a  fait  des  observations  consignées  dans  son 
Yoyage  aux  Alpes ,  n^  2oo3  :  aux  mêmes  heures  d'autres  perr 
sonnes  observaient  à  Genève  dans  la  vallée  de.  Chamouny.  Arrê- 
tpns-n,ous  à  celles  qui  ont  été  faites  à  midi ,  comme  offrant  moins 
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Iq  bavcm^te  BMir^qMt  434'"'">A>  «^  le  tbimuMnàtre  «eatigmé 
— ^^,87  :  à  35"»,55  aa-des^n»  dtrlao  dit  GooJiTer^  te^b^ronitm  Aiiil 

La  fôrmale  (  v  )  donne,  tout  calcul  fait ,  4%S">^>  ^  ^^^o^  *j""" 
tâïit  35**  55  +  I"*,  diflSrence  dfélératîon  des  lieux  d^observation 
au-dessus  du  lac  de  Genève,  on  trouve  ^32^*, 65.  M.  Corabœuf  (*) 
a  trouvé  4^4^'">92  V^^^  '^  hauteur  du  Mont-Blanc.  Ce  r^ul- 
tat  est  le  produit  4'opérations  géodésiques  '  faites  à  PàMe  ^es 
triangles  du  premier  ordre,  et  sur  ré^açtitudé  desqueltë^  on  peut 
compter.  On  voit  combien  peu  nous  différons  ici  de  la  valeur  yé- 
rîtable  :  en  y  faisant  entrer  les  corrections  de  la  latitude  et  de  la 
diminution  de  poids  du  mercuire  par  Téléyation,  on  trouve 
4436'",20,  cç  qui  Qç  fa^tque  a8  centi;nétres  d'erreur,  i^autité 
à  peine  appréciajble  dans  une  opération  de  cette  nature. 

M.  Corabœuf  a  ^umis  au  calcul  diverses  autres  ^mmitésalr 
pînes,  ejb  il  les  ^  toutes  trouvées  conformes  aux  mesures  dopnées 
par  la  Géométrie.  Oq  ne  sera  peujt-étre  pas  fâché, de  trouver  ici 
quelques-uns  des  résultats  qu'il  a  obtenus.  :  les  h^uj^euçs  sui- 
vantes sont  prises  du  niveau  du  lac  de  Genève,  qui  e^t  élevé  de 
S ^ô*",! 65  au-dessus  du  niveau  de  la  mer. 

PûoqdesSa^ève^. 1905^^,73        Boet ^W'^f'^ 

TmioU,,,.., 149?  ,0(5  AignirtedelaSaçsièrc..-  3389  |8J 

Mônn-Chervhi ao58  ,18  AîgaHlenoïredchVaooiâe349<*  i"^ 

Itt^iifit^uChat. 1070  ,73^       Corsetce »%•  »7^ 

Chambéry 8a  ,68  Voisrons..,.,,.,. ........  ïPÇ*  >»^ 

IVfonJtcefii... i4o  ,iÇ       Pçpi du  Corbca^^ ^''^ 'S 

Békîa^e. a45o  ,54        Grenier/ i56t   ,63 

,  i;i^MnM^i^  4ft  i»»e^u  d«s  l-0!^vdf»  (9Prt^«ï**W  tfH^  ^ 


[*)  Ancien  élève  àc  l'École  Polytechnique,  Officier  supifrienr  au  corj»  rop 
de*  1ii|;^tneiirB-gëographè9. 
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IV.  Des  pompes. 

373.  Expliquons. maintenant  comment  l'eau  s'élève  dans  les 
FOMPE8.  he piston  AB  (  fig.  172  )  i^emplit  exactement  la  capacité 
intérieure  d'un  cylindre  creux,  qu'on  appelle  Corps  déport^ 
OVy  et  peut  la  parcourir  d«ins  sa  longueur  ;  ce  cylindre  est  fermé 
dans  une  section  Y  de  sa  hauteur ,  au  moyen  d'un  diaphragme 
qil^i  est  percé  d'un  trou  :  ce  trou  est  altematiyement  ouvert  et 
feraié  par  un  petit  couvercle  E  ^  à  charnière ,  qui  bouche  très 
exactement  l'orifice  auquel  il  est  adapté  ;  ce  couvercle  se  nomme 
Soupape*,  il  est  destiné  à  permettre  ou  défendre  le  passage  à  l'eau> 
selon  qu'il  est  ouvert  ou  fermé.  Une  semblable  soupape  est  adaptée 
au  piston  en  L.  Le  corps  de  pompe  communique  à  un  tuyau  KBL 
dont  l'extraite  inférieure  plonge  dans  Teau  RS;  c'est  \e  tuyau, 
d'aspiratiçn.  Nous  entendrons  par  base  du  piston  celle  du  corps 
de  pompe ,  ou  sa  section  horizontale  circulaire  et  intérieure. 

On  distingue  deux  espèces  de  pompes;  la  pompe  aspirante  fait 
monter  l'eau  en  aspirant  Pair  contenu  dans  le  corps  de  pompe  y, 
la  pompe  foulante  j  au  contraire  >  agit  en  pressant  le  fluide.  Ex-  / 
pliquons  le  jeu  de  ces  deux  machines. 

374-  Supposons  que  l'eau  étant  au  même  niveau  RS  (iig.  172), 
dans  le  réservoir  et  dans  le  tuyau  KH  d'aspiration ,  une  force 
P  appliquée  à  lajige  du  piston ,  l'élève  en  O  :  l'air  diminuera  de 
ressort  en  se  répandant  dans  l'espace  que  le  piston  laissera  libre, 
et  exercera  sur  là  soupape  dormante  E  un  effort  moindre  que  ne 
'  le  fait  l'air  renfermé  dans  le  tuyau  KH  :  cette  soupape  se  lèvera 
donc ,  et  l'air  du  tuyau  d'aspiration  affluera  dans  le  co]?ps  de 
pompe  y  jusqu'à  ce  qu'il  soit  parvenu  à  avoir  dans  ces  deux  espaces 
Oy,  RH  une  densité  égale,  quoique  moindre  qu'à  l'extérieur. 
Alors  la  soupape  £ ,  paiement  pressée  des  deux  côtés ,  se  refer- 
mera par  son  propre  poids.  L'excès  de  pression  de  la  part  de  l'air 
extérieur ,  fera  donc  monter  l'eau  dans  lé  tuyau  HK  à  une  cer- 
taine hauteur  N  telle  que  le  poids  de  la  colonne  de  fluide  TSH  , 
joint  à  la  pression  de  l'air  intérieur ,  équivale  au  poids  d'une  co- 
lonne de  fluide  de  lo  mètres  de  haut  environ  (n°  364)« 
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L'équilibre  ainsi  rétabli ,  si  Fon  baîssQ  le  piston^  l'air  renfermé 
dans  le  corps  de  pompe  DY  au-dessous  du  piston ,  se  condensera, 
sans  néanmoins  agir  sur  l^air  renfermé  dans  le  tuyau  d'aspira- 
tion KH  avec  lequel  il  n'a  plus  de  communication  :  ainsi  l'eau 
dans  ce  tuyau  restera  dans  le  même  état  Cependant  l'abaissement 
du  piston  ne  tardant  pas  à  rendre  l'air  du  corps  de  pompe  pins 
dense  que  l'air  extérieur ,  la  soupape  L  doit  s'âever  et  la  densité 
devenir  la  même  en  EB  qu  à  l'extérieur  :  la  soupape  L  se  referme 
ensuite  par  son  propre  poids.  Si  l'on  recommence  la  même  ma- 
nœuvré,  l'eau  8*élevera  de  nouveau  dans  le  tuyau  d'aspiration , 
et  cela  de  plus  en  plus  à  cbaque  course  du  piston;  en  sorte 
qu'ayant  enfin  çâgné  le  corps  de  pompe,  elle  passera,  à  chaque 
abaissement  du  piston ,  par  le  trou  de  la  soupape  L  :  cette  sou- 
pape se  fermant  par  son  poids,  retiendra  au-dessus  d'eUe  l'eau  qui 
aura  passé ,  et  que  l'on  élèvera  en  même  temps  que  le  piston.  Tel 
est  le  jeu  de  la  pompe  aspirante. 

375.  Dans  la  pompe  foulante  le  piston  est  situé  versD(fig.i7^) 
dans  le  tuyau  KH,  au-dessous  du  niveau  de  l'eau  RS  :  lorsquon 
le  force  à  descendre,  il  se  fait  un  vide  entre  la  soupape  E,  qw 
est  alors  fermée ,  et  la  base  du  piston.  !«  poids  de  l'eau  agissant, 
conjointement  avec  celui  de  l'air  çxtérieur ,  contre  la  soupape  L 
du  piston»  fait  passer  l'eau  dans  le  tuyau  ÇH,  où  elle  reprend 
le  niveau  RS.  Lorsque  l'eau  cesse  d'entrer,  la  soupape  du  piston 
se  ferme  par  son  propre  poids.  Alors  si  l'on  remonte  le  piston , 
il  chasse  devçintlui  l'eau  qui  est  entrée,  et  l'introduit  dans  le 
tuyau  VY ,  en  levant  la  soupape  E  qui  se  referme  ensuite,  et  re- 
tient l'eau,  jusqu'à  ce  que,  par  un  autre  efiTort  semblable  au  pre- 
mier ,  on  en  fasse  passer  une  nouvelle  quantité.  Quelquefois  cette 
pompe  est  différemment  composée  (Foy,  VArchi.  hydr.,ip'  oi^h 
mais  dans  toute  disposition,  l'effet  s'explique  d'une  manièi-e 
analogue. 

376.  On  forme  des  pompes  qui  réunissent  les  effets  des  deux 
précédentes,  et  qu'on  nomme  pour  cela  Pompes  foulants  etaspi^ 
rantes.  La  soupape  (fig.  171  et  174)  du  piston  n'existe  pl^^s}»^ 
ov  en  adapte  une  à  l'orifice  1  d'un  tuyau  T  qui  vient  icommuni'' 
quar  avec  le  corps  de  pompe.  Quand  le  piston  AB  s'élève ,  i 
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entrer  Ueau  dans  l'espace  VB ,  comme  dans  la  pompe  aspirante*, 
lorsqu'il  s'abaisse^  il  foule  Peau  contenue  dans  cet  espace ^  la- 
quelle ne  pouvant  s'écliapper  par  la  soupape  £  ',  qui  s'est  fermée 
d'elle-même,  levé  la  soupape  1  et  passe  dans  le  tuyau  TT. 

377.  A  chaque  coup  de  piston  il  sort  un  volume  d'eau  équiva- 
lent à  un  cylindre  ;  dont  la  base  est  celle  du  piston  /  et  dont  la 
hauteur  est  son  Jeu  ou  sa  èourse  ^  c'est-à-dire  la  quantité  dont  il 
s'élève  dans  le  corps  de  pompe.  Quant  à  la  force  qu'il  faut  em- 
ployer pour  mouvoir  le  piston^  de  bas  en  haut,  en  faisaift  abs- 
traction du  frottement  et  du  poids  du  piston ,  elle  soutient  le 
poids  d'une  colonne  cfeau,  qui  aurait  pour  base  celle  du  piston j, 
et  pour  hauteur  celle  dont  Veau  est  élevée  dans  la  pompe  aw 
dessus  de  la  surface  du  résén^oir.  La  chose  e$t  évidente  (  33o  ) 
dans  la  pompe  foulante ,  puisque  la  base  du  piston  n'est  pressée 
que  par  la  colonne  d'eau  qui  est  soutenue  depuis  le  niveau  RS 
jusqu'à  la  lame  supérieure. 

Si  la  pompe  est  aspirante,  le  piston  est  d'une  part  visiblement 
chargé  de  toute  la  colonne  d'eau  qui  est  au«dessus  r  quant  à  celle 
BEH  (fig.  1 72)  qui  est  au-dessous ,  elle  ne  peut  être  soutenue  que 
par  la  pression  exercée  par  l'air  extérieur  sur  la  surfaceUS;  donc 
la  force  doit  faire  équilibre  à  cette  pression ,  laquelle  équivalut  à 
la  colonne  d'eau  qui  aurait  pour  base  celle  du  piston ,  et  dont  la 
hauteur  serait  égale  à  la  distance  de  AB  à  RS.  Ainsi  la  force  qui 
anime  le  piston  porte  ce  double  poids  ;  ce  qui  est  conforme  à  ce 
qu'on  a  dit.  Pour  faire  descendre  le  piston,  il  suffit  visiblement 
de  vaincre  le  frottement  , ,.      ,,   , 

378.Danslapompefoulanteetaspirante(fig.i7i  et  i74)oi;Ldoit 
considérer  deux  circonstances  différentes.  Quand  le  piston  monte, 
il  n'éprouve  aucune  pression  de  la  part  de  l'eau  renfermée  dans 
le  tuyau  ascendant  IT ,  parce  que  la  soupape  I  est  alors  fermée  \ 
le  moteur  porte  donc  une  colonne  d'eau  qui  a  pour  base  celle  du 
piston ,  et  pour  hauteur  sa  distance  à  la  superficie  du  réservoir. 
Lorsque  le  piston  descend,  comme  la  soupape  dormante  E  est 
alors  fermée ,  l'effort  du  moteur  doit  faire  équilibre  au  poids 
d'un  cylindre  d'eau  qui  aurait  pour  base. celle  du  piston ,  et  pour 
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hauteur  la  différence  de  niveau  du  fluide^  dans  le  corps  de  pompe 
et  dans  le  tuyau  montant  IT. 

379.  Maintenant  analysons  toutes  les  circonstances  que  peut 
offrir  le  jeu  d'une  pompe.  Désignons  par  «  et  £  les  yolumes  £D 
et  £0  (  fig.  1 72  )  d'air  compris  depuis  la  soupape  dormante  E 
jusqu'au  point  D  le  plus  bas  y  et  au  point  O  le  plus  élevé  de  la 
coursç  du  piston  :  par  yatales  hauteurs  EN  et  EH  entre  cette 
même  soupape  et  les  niveaux  N  et  RS  du  fluide  dans  le  tuyau 
d'aspiration  et  le  réservoir  :  par  8  la  section  transversale  de  ce 
tuyau  KU  :  par  x  la  hauteur  d'une  colonne  d'eau  ^ui  ei^ercerait 
en^  la  même  pression  que  l'air  raréfié  renfermé  dans  le  tuyau 
d'aspiration;  et  par  ^  la  hauteur  d'une  colonne  d'eaux  dont  le 
poids  est  ^al  à  la  pression  de  l'air  atmosphérique  (  io*4  )• 

Lorsque  le  piston  est  baissé ,  l'eau  doit  rester  suspendue  dans 
le  tuyau  d'aspiration  à  une  hauteur  a  — y  telle  que  la  pression 
de  Pair  intérieur ,  jointe  au  poids  du  fluide^  équivale  à  la.pres- 
sion  de  l'air  extérieur;  on  a  donc  A=4p  +  «""^^«  x^y=bi 
en  fiiisant  >  pour  abréger ,  A  -«  a  =  6.  Le  volume  d'air  renfermé 
dans  le  tuyau  d'aspiration  est  Hy\  et  comme  sa  densité  est  à  celle 
du  corps  de  pompe,  ou  de  l'air  extérieur ,  (  36i  )  dans  le  rap- 
port de  X  à  A,  ce  volume  sy  y  réduit  à  la  même  densité ,  est 

^;  ainsii  e  rf-  -~-  est  le  voluniç  ^o^al  ABN  de  Pair  intérieur  , 

lorsqu'il  est  réduit  à  la  densité  extérieure. 

Les  choses  étant  dans  cet  état,  si  Pon  élève  le  piston ,  Pair  se 
trouve  avoir  ]a  même  densité  dans  toute  l'étendue  intérieure,  et . 
Peau  monte  dans  le  tuyau  d'aspiration.  Soient  x'  et^  ce  que  de- 
viennent alors  X  et^'.  On  a  donc 

^—y^hy^s!  —y  =h (i). 

Maintenant  le  volume  d'air  intérieur  est  E  +  J^'«  >  sa  densité 

étant  déterminée  par  x'  ;  avant  d'âever  Le  piston,  le  yolume  était 

xuy 
e  -f — T->  ramené  à  la  densité  extérieure,  qui  est  mesurée  par 

h  ;  ces  quatre  quantités  étant  en  proportion  inverse ,  on  a 
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TeHe  esl  la  hauteur  x'  de  là  colonne  d'eau  dont  le  poids  exerce- 
irait  ki  même- pressîbn  que  Tair  dilaté  emarce  à  la  surface  du 
ftiidedilBa  le  tuyau  d'aspiration.  On  a  ainsi  trois  équatiions  qui 
dt^enninent^  ^  x'  et  y^  en  fonction  de  x\  on  ne  doit  prendre 
^«e  leé  racines  qui  répondent  kx'  ^h,  L^étimination  donne 

On  peut  déduire  de  là  les  densités  successiyes  de  l'air ,  et  les 
hauteurs  auxquelles  l'eau  s'élëye  à  chaque  coup  de  piston.  En 
effet^^  supposons  qu'il  ^'y  ait,  çif  aucun  coup  de  piston  donné,  on 
a«^Aet^  =  a,  d'où  l'on  conclut  1^  ressort  x'  de  l'air ,  et  l'é- 
lévation a  —y  de  l'eau  après  \^  prexpiier  coup^de  piston  :  substi- 
tuait pour  X ,  dans  les  méjxnes  équatioti^ ,  la  yaleur  o^  qu^on  Tient 
de  trouver ,  on  aura  les  valeurs  de  x  ely'  répondant  au  second 
cm^^  4fi^|)iÉtQli  9  ^^  9Âasi  is  ^y\\e*  On  pourva  m^e  par  là  trouver 
4e  ppuïMw  çli^^pç  cçiip  d^  pi/ston  élève  l'eiui,  eu  prwwt  le» 
diffi&r^iPK^  mmmim  «tes  vftî§up^  4^  j«. 

3^0.  Pftur  q1^>'^af^Gess^  démonter  y  il  faut  qu'on  ait* ,  * , . . 
y  T-Tf  y  ;^0i  4'<?jî|  «===/  i  FéquatioT*  (a)  dottne  afeys  «  ==  iA  , 

eh  faisant  =•=  it>  pqur  abréger;  on  en  conclut  jc=a-r(i-r-£J  A. 

^  doB0r  il  y  a  w  es]^i^qe  ^  ^fitre  la  soupape  dormante  £  et  If 
ppind  n  le  plus  bas  de  la  course  du  ptstdu*,  Iprsque  l'eau  sera 
montéeàlabauteur  a  -iv>^  =:(i-ri&)  h,  elle  ne  pourra ^us  s'éte* 
ver  aurrddà  c  de  aotte  que  si  la  hauteur  £H  delà  soupape  dor- 
VBM^é  aurdeisns  ^u  véservoiir  £Si  est  pins  gcande  oçi  même  égale 
à  cette  quantité ,  de  nouveaux  coups  de  piston  ne  là  feroutphis^ 
élever.  Cela  i^ésulie  de  ce  que  l'air  dilaté  du  corjps  de  pompe 
u'ayant  pas  alors  un  ressort  moindre  que  celfUi  du  tu^u  KN , 
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la  soupape  E  ne  s'élëye  pas  et  la  densité  ELN  reste  la  même. 
On  Toit  aussi  qu'il  UiUt  que  a  soit  ^  A ,  même  lorsque  k  n'est 
pas  nul. 

38 1.  Supposons  maintenant  la  soupape  dormante  au  nivea» 
RS ,  ou  même  au-dessous ,  ou  entre  H  et  K;  mais  qu'on  soit 
panrenu  à  faire  monter  l'eau  au-dessus  de  cette  soupape  y  et 
qu'on  Teuille  continuer  de  l'élever  :  Conservons  les  dénomina^ 
tiens  précédentes.  Lorsque  le  piston  est  baissé,  l'air  qui  y  est 
renfermé  au-dessous  est  dans  l'état  naturel;  les  formules  (i)  et 
(2)  ont  donc  encore  lieu  ici,  en  disant  ap  =  A  et  changeant  le 
signe  àey  éty^  :  c'est  au  reste  ce  dont  on  peut  s'assurer  en  re- 
produisant les  raisonnemens  qui  précèdent;  ainsi  on  a 

*  =  ,'  +y  et*'=  g^,  X  A (3). 

D'où  l'on  tire 

,       bs  —  E 


25 


Si  le  tuyau  d'aspiration  et  le  corps  de  pompe  ont  mêmes  dia- 
mètres ,  ces  formules  sont  applicables  dans  toute  l'étendue  de  là 
colonne  fluide;  ainsi  on  peut  calculer  les  dilatations  successives 
de  l'air  et  les  ascensions  correspondantes  de  l'eau ,  comme  précé- 
demment :  mais  si  les  diamètres  sont  différens,  on  appliquera  les. 
formules  (3),  tant  que  l'eau  n'aura  pas  atteint  le  point  Y  de 
jonction  du  tuyau  d'aspiration  au  corps  de  pompe  :  après  quoi 
prenant  ce  point  pour  origine  des^,  y,  a ,  E  et  « ,  les  mêmes  for- 
mules seront  applicables  aux  ascensions  de  Feau  dans  le  corps 
de  pompe,  pourvu  que  s  en  désigne  la  section  :  c'est  ce  dont  on 
peut  aisément  s'assurer.  Ceci  donne  l'ascension  de  l'eau  au'^es^ 
sus  de  la  soupape  dormante  £ ,  lorsqu'elle  est  placée  en  ce  point 
de  jonction. 

382.  Le  flui4e  cessera  de  monter  si  Ton  a  dans  quelques 
cas  y  =  j,  ce  qui  donue 
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''        y-     E-sy     ' 

-d'où  sy»  — .  ^  (E  —  as)  =  ^A  —  Eô. 

Tant  que  cette  équation  est  impossible,  le  fluide  doit  monter^ 
mais  comme  elle  a  ses  racines  réelles  lorsque 

'  i(«a  +  E)*est>«A(E  — ^), 

on  a  deux  points  entre  lesquels  l'ascension  de  l'eau  cesse  d'avoir 
lieu  :  alors  le  carré  de  la  moitié  du  yolume  OH  est  plus  grand 
que  h  X  volume  OD,  ou  82  fois  le  volume  du  cylindre  engendré 
par  le  mouvement  du  piston ,  ce  volume  étant  exprimé  en  pieds 
cubes,  ou  enfin  10  -^  fois  ce  même  volume  en  mètres  cubes  :  en 
effet  h  est  environ  32  pieds  ou  10"*,  4* 


FIN   DB   1.  HYDROSTATIQUE. 
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LIVRÉ  QUATRIÈME, 


HYDRODYNAMIQUE. 


I.  De  VEeàulément  des  flmdea  \par  xUs  oHJkêthorm^nUmx* 

383.  On  sait  que  lorsqu'un  fluide  petont  et  incompressible 
sort  d'un  Tase  par  une  ouyerture  faite  au  fond  ou  aux  parois ,  la 
surface  demeure  toujours  sensiblement  borizontale,  du  moins 
en  supposant  que  les  parois  du  Tase  conduisent  à  l'orifice  sans 
rompre  la  loi  de  continu  tté,  et  en  faisant  abstraction  de  la 
cause  qui  produit  au-dessus  de  l'orifice  une  espèce  d'entonnoir, 
quand  la  surface  du  fluide  est  très  procbe  de  l'orifice.  Il  résulte 
de  là  que ,  si  l'on  conçoit  une  infinité  de  tranches  horizontales 
dans  le  fluide ^  elles  consenreront,  en  s' abaissant,  leur  parallé- 
lélîsme;  et  que  de  plus,  chaque  point  d'une  même  tranche  des- 
cend verticalement)  en  n'ayant  pas  égard  aux  molécules  qui 
sont  près  des  parois  courbes  ou  inclinées ,  parce  que  le  nombre 
de  celles-ci  est  infiniment  petit  par  rapport  à  celui  des  autres 
points  de  la  tranche.  Nous  r^arderons  donc  ici,  d'après  ces 
considérations,  comme  un  fait  dû  à  l'expérience,  que  lorsqu'un 
fluide  8* écoule  d^un  vase  CApqB  (fig.  1 79)  par  un  orifice  hori- 
zontal pq,  toutes  les  tranches  horizontales  du  fluide  conservent 
en  s^ abaissant  leur  parallélisme  ^  de  sorte  que  tous  les  points 
d'une  même  tranche  ont  la  même  vitesse  verticale.  £t  pour  ren- 
dre cette  hypothèse  plus  conforme  aux  observations ,  nous  re- 
garderons la  distance  entre  la  surface  supérieure  AB  du  fluide  et 
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rorîfice  pq  comme  assez  considérable  pour  que  la  surface  ne 
présente  pas  l'entonnoir  dont  on  a  parlé.  La  figure  de  la  p^oi 
intérieure  du  Vase  eét  suppoiée'cohhué  et  dôniiée^pàr  s6ti  équa- 
tion en  Xf  y  et  z-,  les  z  étant  comptés  sur  la  verticale  Cit  qui 
passe  par  l'orifice  {kt  ,  et  l'origine  étant  en  un  poiiit  quelcon^fue 
C.  Toute  section  horizontale  du  vase ,  telle  que  TV  =  S ,  aura 
donc  une  figure  déterminée  en  fdliction  de  CQ= 2  ;  on  a  S  =^  : 
il  en  c»t  de  'même  de  la  surjPace  supérieure  Àb  r=  K  du  finïde, 
laquelle  peut  être  constante  Ou  varier  avec  CR  =  /;  on  connaît 
aussil'aire /j^  ==  h  de  l'orifice  que  nous  supposons  iétre  nhe  sec- 
tion du  vase  riépondant  à  Ta'liauteur  llit=  A /ou  à  l'absdsse 
Ck  =  l+h. 

Concevons  le  fluide  partagé  en  une  infinité  de  tranchés  hori- 
zontales ÀBia,  TViv,  il  faudra  y  par  hypothèse,  que  toutes  le* 
molécules  qui  composent  l'une  de  ces  tranches  aient  la  même 
vitesse  verticale  ;  soit  V  celle  de  la  tranche  quelconque  TV  p6ur 
laquelle  CQ  =  a  et  TV  =  S  :  <^  est  fonction  éo'x  et  t.  Toutes  ce? 
tranches  agissent  les  unes  sur  les  autres  dans  toute  l'é}endue  Ri  : 
en  sorte  que  si  la  ;¥itesse  des  unes  est  accélérée  par  le  poids  de 
celles  qui  sont  au-dessus  d'elles ,  la  vitesse  de  celles-ci  est  dimi- 
nuée parles  autres  dont  l'écoulement  ne  se  fait  pas  avec  laT  même 
rapidité  que  si  le  fluide  tombait  librement.  Nous  désignerons 
par  u  la  rftesse' du  fluide  qui  s'écoule,  au  bout  du  temps  t^ 
par  l'orifice  j&jf;  u  n'est  fonction  quede/j  et  par />•  la  pres- 
sion verticale  exercée  de  haut  en  i)as  à  la  surface  TV ,  au 
inéme  instant,  icette^ression  étant  rlip^rtéie  à  Pamté  dei^- 
face  (3 18). 

La  nature  du  problème  que  nous  nous  proposons  de  résoudre 
comporte  deux  sbrteâ  de  variations  «qu'il  est  important  de  bien 
diètifiguer.  TàntM  <m  ^a  pour  but  de  considérer  les  espaces  dé- 
crits par  une  molécule  dctns  des  temps  "successifs'^  noua  afiecte- 
rons  du  signe  /  les  intégrales  que  cette  circoustance  introduira  ; 
~ïa^tÔt  aussi  (jn^éobsidëre,  az^m^^  instant^  devoi  itidlébtiles'de 
la  masse  fluide^  déterminées  par  des  valeurs  de  z  difierentes  : 
nous  emploierons  la  Caractéristique  S  pour  désigner  les  intégrales 
qui  se  rapportent  a  ce  cas,  et  qui  sont  uniquement  relatives  à  la 
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forme  du  yase^  et .  absolument  indépendantes  du  temps  et  du 
mouTement. 

384.  Cette  notation  établie,  considérons  le  mouyement  de 
la  tranche  YT  au  bout  du  temps  t'^  la  yitesse  v  de  cette 
tranche  s'accroîtra  de  di^  dans  Vinstant  c^^  gui  suit,  ou  plutôt 

-7-  di,  puisqu'ici  on  ne  considère  qoft  la  yariation  que  p  éprouve 

lorsqu'il  s'agit  d'une  même  tranche  de  fluide.  Or,  s'il  n'y  ayait 
aucune  action  des  molécules  les  unes  sur  les  autres ,  l'accrxnsse- 
ment  de  yitesse  serait^/;  d'où  il  suit  que  durant  le  temps  dt,  la 
tranche  TV  perd, en  yertu  de  cette  action  mutuelle,  la  yitesse 

fg'-^—jdt.  Par  le  principe  de  d'Alembert  (229)  ,  si  chaque 

tranche  n'était  mue  que  par  la  force  yerticale  g'^'^r»  l*équi- 
libre  aurait  lieu  :  pour  exprimer  cette  condition  il  faut  recourir 
àTéquation  (C,32o)etfaireX  =  o,  Y=o,Z=^ — —^  ;  k 
densité  D  étant  =  i ,  on  trouye 


P^^g-^)d... ..>... il). 


L'intégrale  doit  être  prise  depuis  U  surfiace  AB  du  fluide  jusqu'à 
la  tranche  indéterminée  dont  on  cherché  la  pressipn ,  t  étant 
constant  (*). 

385.  Il  conyient  de  distinguer  dans  notre  intégrale  la  partie 


(^)  Soient  &,  S". . .  les  aires  des  tranches  des  floides  ;  »/,  v" . . ,  leurs  vitesses  ; 
gS'dz,  gS'!dz. . .  sont  les  forces  motrices  qui  les  soUicitent  :  or  par  la  réaction 

des  parties  -^.S'<2s  y  -7-  »S''dz. .  .sont  les  fotees  qui  ont  lieu:  les  forces  per- 
dues sont  donc  r^— •^jS'ife,  is'^'Sjrj^''^-'*-  I^'^F**  cela  la  pre- 
mière tranche  exerce  sar  la  seconde  la  pression  fg  —  --r-jS^dzt  pression 
quise  transmet  k  la  troisième  par  Tinterm^diaire  de  la  seconde  ;  en  mnltipliaot 
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4t«i  dépend  ^datemiM  deoeUe  qtti^t  foncHon  de  *,  èar  ^  eHa 
'difféittBtiéHe  i&»'Mlativeaà  temps,  mÀtdta  fonctron»  de  >  et  <. 
Pour  «ela»  obserrons  qu'en  vertu  de  l^mcoaipreâribilité  du  fluide^ 
la  ïiranche  TV  ne  peut  «teteendie  de  dk  durant  Pinsiant  tft,  «ang 
qu'il  s»éo<wle  en  même  timps  jar  l'orifice  i  um  portiem  Lai* 
de  fluide:  ce»  quantités  étant  Tisiblement  iudt  et  &fe,  on  7 

iudt  z=z  Sdt,  A'(A  iu  t=  vS (2)^ 

à  cause  de  c&  ts  ♦.<;#:  ^  t*  5  sontdes  fanotiobs  de  «  et  ^  qtiî  ce- 
pendant sont  telles  que  leur  produit  tS  est  indéi^endant  de  s 
puisqu'il  est  3=  1»;  a  en  est  de  même  de  Sd»  ;  ainsi  pS  «t  Sdi 
sont  Qoastan*  rdatÏTetneK^  à  notre  tntégrati(m. 
Ceiaposé^  1".  2.éTi=5:^;«itre  lu  limites  s»  î=.fs:iCRei: 

m  de  la  Mrfacefi^érienre  du  A»ae  i  la  twaiehe  qitelconqué 
t'bt^aieX  ^derra  êtie  prise  entre  ^s  rsAmei  limites;  ^é 


par  le  rapport  ^  de.  *arfaè«i  ^reuëet  («,  Sij),  on  a  pour  la  preuion  de  la 
première  trmche  sur  h  troWèrnc  («— ^)  S»&,  laquelle,  jointe  ♦  ««II, 
S*.'«.«oe  la  *c«.ae,  A.B«e  (v^^_  JIJ  S*Jij  on  ..oUven.de  «<«, 

î^'^  dç  *"  *ar  *"  "SV    ^^^  '  ï*^''"'  ^^  Pr«s«»ôa  exercée  sur  ]a  jgna^rièw^ 

irancïie.  Celle  gui  a  iLu  wr  «ne  tnnelM  ^ëlèoiiqw  ^TV  eH  donc: 

ir  X  »Q.S— Sr.gjrft ï  ëii  dîvîàaiil  par  S,  onoj)^ent  ïipïe«ion^  sur  r«^^ 

d«  »»rface  j  ce  qoi  »'accoBd,e  a^ec  ^^^u'on  vim  -de  Voit.  (Cwte  dëttbi^s^- 
tion  esc  de  M.  Poisson.) 
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sera  connue  en  fonction  de  z,  puîsqiieS  se  déduit  dé  l^éqUafiofi 

cle  la  paroi  du  vase  :  quant  au  second  terme ,  comme  Sd£  est  conr 

ds     dS 
staat,   il  équivaut  à  —  ^i^«S^  1  -^j  et  comme  d'une  part 

S  -r  =  Jta ,  et  que  de  l'autre *£  .  -^  =  -rr^ centre  les 

limites  désignées  AB  =  R,  TV  =  S*,  on  a  en  réunissant  ces  ré- 
sultats ^ 

.,  =  A+^-_»|..*  +  U-(ë-g)..-«); 

A  désigne  ici  la  pression  que  l'atmosphëre ,  ou  toute  autre  can^b^ 
exerce  sur  chaque  unité  de  la  surface  supérieure  AB.  Cette  équa- 
tion détermine/)  en  fonction  de  g  y  %'  et  11;  de  sorte  qu'il  ikut 
maintenant  trouter  des  relations  entre  ces  variables  ^  qui  se  rap- 
portent à  l'écoulement  du  fluide  par  l'orifice -it;  hu  =  i^S  don- 
nera ensuite  la  vitesse  d'une  tranche  quelconque. 

386.  Four  apjpliquer  l'équation  (  ^  )  à  la  tranche  fluide  qui 
a^écoule  par  l'orifice,  il  faut  faire  S  ^^  k,  nyccp  =  A  : ... 

41  =  Ût  =  A  -f^ 7  et  V  =  Rit  =  7*  :  l'intégrale  2  .  -ç-<^\  reste 

il  ^ectuer  devra  être  prise  entre  les  limites,  z  =  /  et. . . .  • 
f  .^i?  i  +  A^  détignons  par  N  la  fonction  de  l  et  h  qui  en  résultera, 
nous  aurons  (*) 

^h  —  hl^  .-£~iu*^i  —  ^)  =  o W; 


O  L'éqoation  {a)  peut  être  demontrde  immédiatement  f>ar  les  raisonne- 
mens  mêmes  qne  nous  avons  remployés  pour  obtenir  j9  :  car  fi  chaque. tranclit 
iDoide  nVtait  anime'e  qne  deJa  vitesse  gdt'^dt^,  il  y  aurait  équifîbre^  de 
sorte  qu^un  fond  qui  fermerait  Foriûce  pq  ne  derrait  pas  c'prouTcr  de  prtis- 
«ion.  Or  la  pression  sur  le  fond  horizontal  (l3o)  est  2  (gdt  —  dt^)  dz,  Tinte'- 
^rale  étant  prise  dans  toale.  r<$tendiie  du  iiuide ,  c'esl-à-dire  depuis  la  surface 
AB  jusqu'à  Porifice  pq  :  il  faut  donc  ici  qne  cette  intégrale  soit  nulle,  d^os 
gdtidz  —  Xdudzz=z<y^  Or  2  dz=ih,  entre  les  limites  a  =  /  et«  =  /-l-A. 
On  a  UrouTé  oi-d^«te  1,dyd%^  seulement  il  faut  étendre  la  seconde  limite 
fHsqn'à  rorifîcé' :  ainsi  on  obtient  IVquation  (0-). 
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équation  entre /«et  tqui  sert  à  trouyer  la  vitessQ.:/  du  iluide^ui 
Vécoule.  ... 

387.  Si  l'orîfice  k  est  îaliniment  petite  l'équation  précédente 
se  réduit  à  a*  =  agh,ce  qui  prouve  que  lorsqu'un  fluide  incomr 
pr^$sible.  et  pesant  s'écoule  d'un  vase  par  un  orifice  infiniment 
petit ^  ila^à  sa  sortie  du  vase^  une  vitesse  due  à  la  hauteur  d^ 
la  surface  supérieur^  du  fluide,  aur^essus  de  C orifice,  c'est-à- 
dire  la  même  vitesse  que  s'il  tombait  dans  le  vide  d'une  hauteur 
égale  à  la  distance  de  la  surface  de  niveau  à  l'orifice  d'éooule» 
ment;  dans  la  %•  179;  la  vitesse  en^  est  due  à  la  hauteur  X^R. 
Cette  conséquence  a  lieu  quelles  que  soient  les  figures  du  vase  et 
de  l'orifice. 

3^.  On  peut  mettre  Téquation  (<r)  sous  une  forme  pi  us  simple^ 
£n  dcsi.gnant  par  «la  hauteur  due  k  la  vitesse  Uy  ce  qui  donne 

2«^:~=;:2^tf;  et  faisant  pour  abréger  1  —  =r-  =  M,  on  a 

h  —  —77 r  .  -7-  =  Mflt   ,.,.....   (r) . 

V/(2^*)    dt  ^^ 

389.  Tout  ce  qui  vient  d*être  exposé  a  lieu ,  soit  que  le  vase 
fie  vide  sans  recevoir  de  nouvelle  eau,  soit  que  chaque  partie  de 
fluide  écoulé  soit  renouvelée  en  AB  (fig.  1 79)  par  une  nouvelle 
«oûdie  dé  ûuide  ayant  màfne  vitesse  que  la  couche  qu'elle  rém-* 
place*  Quand  le  premier  cas  a  lieu ,  ^ ,  /  et  /  ne  «ont  plus  con- 
stantes ^  et  il  convient  d'obtenir  une  relation  entre  h  et  les  au^ 
très  variables. 

Les  volumes  de  fluide  qui  s*écoulent  dans  le  même,  temps  par 
f  orifice  h  et  par  la  tranche  supérieure  K  étant  égaux,  on  a 
kudt ,  ou  /r .  V/{  2^*  )  d^=  —  Ikdh  :  on  naet  \ti  le  signe  —  , 
parce  que  t  croît  lorsque  h  décroît.  L'équation  (r)  devient 
donc 

KMÀ+  m^da,  —  ÏU  (i  --  p  \  rfA  =  o  . . .  .(jp). 

Kh 


K  est  alors   fonctionne  A.  Supposons  -î^=;—Q  ,  ainsi  que 


32.. 
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it*  —  Kf 

■    ,,p.^      =  P;  nous  aurons  dm  +  Tfmdh  =  QJA,  Cette  éqoa- 

iion  s'ÎBtkgre  par  les  fbrmnlef  comiaes^ilei  équations  dilTmn- 
iidles  linéaires.  (  /%•  Omrf  ^Madi.,  m«*  6| 7  et  8ao).  On  ob- 
tient ainai  k  iralalian^ntra à  ai  a^.  • .  «  «  .^  •  • .  « :  «  «v 

m  =  e'^''        X  /Q«  dA.  On  en  aura  ensuite  une  entre  A 

et  i,  en  fàuerfênk  que  uss  |/<fl^)  zs^i^ ^  .  ^yoe^idoane 

la  loi  des  abaîssemens  successifs  du  fluide. 

390.  Un  des  objets  qu'on  a  plus  particvdièrement  en  Tue  dans 
la  théorie  qui  nous  occupe ,  est  le  yolume  de  fluide  écoulé  par 
Torifice  au  bout  d'un  temps  donné.  Pour  Iq  déterminer,  obser- 
vons que  ce  volume  peut  être  regardé  comme  égal  &  celui  d'un 
prisme  qui  aurait  l'orifice  k  pour  base  (fig.  179) ,  et  une  hauteur 
^  =  irR  FariaUe  avec  letemps  :  il  s'agrt  doue  de  trouver  ^  «n 
fonction  de  t.  Pour  cela,  on  a  i**  =  7.gci ,  d'où  udu  =  gdei  et 
udt  =  d^  Divisant  la  seconde  de  ees  équations  par  la  troisième, 

on  a  -T-  =g  •  37  >  ce  qui  change  l'expression  (a)  en 

/mJÇ  ^  iVdm  aa  Uéui^ (joh 

^i .  Iiprsque  le  flpid^  ^sl  ooatftaMinent  entretenu  k  la  Tioèofi 
hauteur  dans  le  vs^e ,  K  et  M  «ont  aonstans ,  («r)  donne  la  vitesse 
u  en  fpQctipn  détint  on  f^MNre  aiateieiit  ktf  vaiôalAes  4^^  ^^ 
quation  0^;)  f  dont  l'intégrale  est 

CM  =  —  N*  f  log  (^  —  Met)  +  C  }i 

«  =:  o  donne  ^  =  o,  donc  C  =;—  log  h,  et 

e  étant  le  nombre  dofit  le  logarithme  népérien  est  =  i* 
Ces  expressions  donnent  en  quantités  finies ,  la  relation  entre 
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Ik  haatei^  ^  du  pr iftna  de  fluMe  écofilé  et  la  kauteiip  et.  du«  à  hè 
xi^ssoi  à  Fcorifiçe.  Si  F««»  t<hM:  obtaiMt  ^  ed  ^Doctio»  de  m,  eeaiBia 

udt^rzd^==j^ — ^  ^  en  reanettànt  —  pour  «^  oq  a  récfuâtion 

dt  =;  stîifr .      /-^  d-  ■  , fbrniuTe  dont Kntégratîôn  rentre  dans 

IfEif  théorie  des  frafiliolis  f  ationnelka. 

Enfila  la  relalîon  «nUr^  ^  et  {,  se  tfowfei  akÀneni^  car  on» 
dl^  =^  i«^  =^  dt»  V^(2j|>«»)  ;,  mettons»  pouK  «^  9a  valent  drdeâstts,  et ^ 

pour  fàcBiter  l^ntégratîon ,  faisons  «j  = — .  0?%  ce  qui  donne 

-^  ,  alfit  dx 

Pono  d^x 


espressiott  dent  ëinlégvatioii  n^offii^  aaewwiKffîouké'.  Les*  og»^ 
stantei:  se  déterminent  ^darais^eesi  deux  derames  easy^e»  (^iserrimife 
que  ^,=  o  donne  ^  =  o,<»  =  o et  jf  =  o, 

H.  JD^  Péc&ulémeni  jpttr  de  peépê&  orifo^  ;  Cèffp^dre^, 

39^'.  On  nedbrt  paâ^ouBIifer  qrfbn  a'  apposé  y  dans  tout  ceqni 
^'iei^t  d'êtredit ,  que  i^est  ]^6TÎficed%t50uletfieirt ,  intersection' de  la 
surface  courbe  (fig.  1 79)  qui  forme  la  paroi  intérieure  du»  ▼àaie  j 
par  tari  phiu  boristonfal.  8^1  tt^ètt  éfBÀt  pas  aict^v,  il  paraM  qu^  se 
Ibrtiieraif  u«  Irasé  €otîf,  et  qu'l?  la  p»tie  inférieure  î*y  attraîr 
une  po^tienh^  èe  BnMlé  Gagnant  ;  mais  eomme  la  figure  de^  ce  ▼«$«> 
est  ineouï^tte^  il  cfetient  absolument  invpossible  dtffàWermtoei*  Itei* 
cîreonistfftteeadu  mouTément.  Cependânf  \h  fbru^dù  ^a^  è^tt^ 
arbitraire  (387),  quand  l'orifice  eslti'ès  petît  pat  rapport  aux^ 
diverses* sections  horizontales  du  Tase,  du  Toit  c^  te  tbéorSm©' 
défnonUré  dans-ce  paragrapl^e'  est  vrai ,  lûrsqucf  ^^)rffi<5e^  est  aftn- 
plement  pratiquer  dana  la  paréi  (fig*  1 78)^ 

39Î.  Ocr  a  trowré  m^ss  V^^i^'^})  ^ff^  ^^1^  poîd^d^tiir  prisme 
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de  Claiile  q«i  a  Vunité  pour  base  et  h  pour  hauteur,  la  densité 
étant  =  t  ;  ainsi  ^/*  est  la  pression,  rapportée 'à  l'unité  dcf  sur-* 
face ,  qui  s'exercerait  k  Porifice  supposé  bouché  ;  et  cette  près* 
sion  est  la  seule  cause  productrice  de  la  vitesse  z^,  puisque  c'est 
le  seul  élément  susceptible  de  modiûcation;  Qr  toutes  les  fois 
que  la  hauteur  h  de  la  surface  supérieure  AB  d'un  fluide  pesant, 
au-dessus  d'une  surface  infiniment  petite  h ,  reste  la  même ,  la 
pression  de  eette  surface  est  aussi  la  même ,  quelle  que  sott  sou 
inclinaison  (33l);  donc,  puisque  cette  pression  est  la  seule  cause 
productrice  de  la  vitesse  d'un  fluide  jaillissant  par  un  orifice  in-* 
Animent  petit ,  l'effet  produit  ou  la  vitesse,  sera  la  même  lorsque 
la  cause  sera  la  même.  Ainsi  (/(  ligh  )  sera  la  vitesse  du  fluide 
jaillissant  par  un  orifice  infiniment  petit  sous  une  hauteur  h  , 
quelle  que  soit  l'inclinaison  de  cet  orifice,  sa  figure  et  celle 
du  vase,  par  exemple ^  ainsi  qu'on  le  voit  fig.  178. 

Les  circonstances  du  mouvement  du  fluide  à  la  sortie  du  vase 
peuvent  donc  être  déterminées  d'après  ce  qu'on  a  dit  page  235, 
puisqu'il  n'est  question  que  de  considérer  le  mouvement  d'un 
corps  lancé  dans  une  direction  déterminée,  et  avec  une.vi* 
tesse  connue. 

Si  donc  un  fluide  s'écoule  dans  le  vide  par  un  orifice  Vertical^ 
chacune  des  molécules  décrira  une  branche  de  parabole  h  partir 
du  sommet,  l'axe  de  cette  courbe  sera  vertical  :  en  faisant  é=o 
dans  l'équation  (  A^  )  p.  235 ,  on  trouve  que  l'ëquation  dxf  cette 
courbe  est  4P*  =z  —  4Ay  ^  ^  étant  la  hauteur  du  fluide  dans  le 
Tase  au-dessus  4e  l'orifice. 

394*  On  sait  (157,  Y)  qu'un  mobile  qui  par  sa  chute  a  acquis 
une  vitesse  due  à  une  certaine  hauteur ,  doit  remonter  à  la 
même  hauteur  en  vertu  de  cette  vitesse;  ainsi  un  fiuide Jaillis-' 
sont  verticaiement  de  bas  en  haut  par  un  petit  orifice ,  doit  re- 
montera  la  même  hauteur  à  laquelle  la  surface  du  fluide  estéle^ 
çie  dans  le  rèsen^oir  :  on  fait  ici  abstraction  de  la  résistance 
de  l'air ,  car  sans  cela,  les  choses  auraient  lieu  différemment. 

395.  De  ce  que  la  vitesse  d'un  fluide  qui  s'écoule  par  un 
orifice  infiniment  petit,  est  z*=:  ^  i^-gh),  il  s'ensuit  que  si  Je 
fluide  est  entretenu  dans  le  vase  h  la  même  hauteur  h,  par  une 
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(|uaiilité  d'ieàu  affiuente  égale  à  celle  qui  s'éooale,  il  sortira  dans 

chaque  unité  de  temps  iin  prisme  de  fluide  d'un  Toinme 

=ir|/(2grA).  Ainsi  le  Tolume  Q  qui  s'écoulera  pendant  un  temps 
doBiié  ^^sera 

q=ktVi^h)... w^).   • 

Nous  ferons  observer  que  cette  équation  renferme  quatre 
quantités  Q,  k,  ^  et  A,  et  qu'elle  pourra  servir  à  déterminer 
l'une  d'elles  diaprés  la  connaissance  des  trots  autres;  ainsi 
de  ces  quati^e  cboses^  la  grandeur  de  l'orifice^  le  temps  de 
Fécoulement^  la  hauteur  du  fluide  au-dessus  de  l'orifice  y  et  le 
volume  éooulé^  trois  étant  données^  on  pourra  toujours  trouver 
l'autre. 

Par  exemple,  si  le  Tase  est  un  prisme  vertical  percé^  à  son 

Ibnd  par  un  orifice  très  petit ,  la  section  horizontale  du  vase  étant 

^Hl,  Kh  est  le  volume  du  fluide  qu'il  contient.  Si  donc  on  fait 

Q  =  "Khy  le  vase ,  entretenu  ccmstamment  plein ,  emploiera.à  la 

dépense  d'un  volume  d^eatt=  K^,  c'est-à-dire  égal  à  celui  qu'ijl 

contient^  un  t^nps  *  =r  -7- .  •  /f  —  V 

Il  suit  aussi  de  Féquatîon  (^J/)  que  lorsque  deux  vases  sont  en- 
tretenus constamment  pleins ,  les  quantités  de  liqueurs  qui  s'é- 
coulent dans  le  même  temps  sont  entre  elles  comme  les  produits 
de^  orifices  par  les  racines  carrées  des^  hauteurs.  Car  on  aura 
pour  le  second  vase  Qf  =ik't^  i^g^')  t  ^^  marquant  d'un  trait 
les  lettres  qui  se  rapportent  à  ce  vase  :  il  résulte  de  là  ......  1  • 

^  =  TaT*  ^^^^^  connaissant  par  expérience  ce  qui  est  relatif 

à  l'un  des  écoulemens^  on  pourra  déterminer  ce  qui  a  rapport  à 
l'autre. 

<3g6.  Lorsque  l'eau  qui  s'écoule  n'est  ni  en  totalité,  ni  en 
partie  remplacée,  la  vitesse  à  l'orifice  diminucL  graduellement  à 
mesure  que  le  fluide  s'abaisse  dans  le  vase.  L'eau  jaillit  donc 
avec  une  force  décroissante,  et  l'amplitude  du  jet  diminue  sans 

3sse. 
Si  K  désigne  l'aire  de  la  section  du  rase  par  un  plan  pas- 
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sant  par  h  mrb^  «np^ieuM  du  fliHde  im^b^wtdw  IMp9  h 
«  k  haïUear  doat  pendant  ce  t#mpi^  la  fliûda  a'ectk  aki^M»  ait  4 
b  hauteur  du  fluida  ainJaMus  de  Posifioa  ao  commeno^aicml  dtt 
tempf  ;  A  —  is  sera  cette  hauteur  au  bout  du  temps  A^  et  anaara 
pour  la  TÎtesse  k  Porifice  l/[3;f  (^  -*  «)]•  Cette  yitesse  peut  être 
regardée  oomme  constante  pendant  le  temps  dt  durant  lequel  il 
a'éeouleca  un  prisme  de  fluide  ^i  aura  Porifiet  kfcmt  hue  et 
^^  \^  [  V('A  *~  ^  )  3  P^'^  hauteur.  Ainsi  la  ^umc  da  iaMe 
^ulé  pendant  Finstaat  d4tA6oU\/  [%(&  '^  «)  )•  ^^  f^'' 
dant  ce  tan^  la  surface  aupérience  du.  fluide  s'ea  abaissée  de 
d$,  ^  le  Tasea  p^dii  an  ejlindrc  et  fluide  a]raat  A  pour  hauteav 
atR  pour  base,  cylindre  dant  la  ^«mrert  par  coniflfuentKii^ 
en  galant  ces  deux  râleurs,  on  en  conclut 

Comme  Faire  K  doit  être  donné^  ei|  fofiqtipn  de  «>  p9X  Ifl 
forme  du  Tase,  le  second  men^bre  de  oatte  équation  ne  contient 
que  la  variable  «  -,  et  il  sera  très  aisé  da  connaître,  par  une  mté* 
^tion,  les  abaissemens  siJiccessift  du  fluide  dans  un  Td^de 
forme  donnée. 
397.  Appliquons  cette  théorie  à  quelques  exemples^ 
I.  Si  le  vase  est  un  prisme  ou  un  cylindre  vertical^  l'aile  1^ 
est  constante  et  %ale  k  la.  section  horiioa^a  du  corps*  Ain^ 
on  a 

Lorsque  le  temps  i  est  nul»  l'abaissement  s  de  la  surface sapé^ 
rieuse  du  fluide  a«t  un)  :  ainsi  an  a  en  ménie  lampe  sssq  et^3=o; 
cette  conditioa  déti^roMae  la  cooptante  Q  et  dojaua  poupJblf9i9& 
de  l'époulenient  d'i^na/haatawr  s  4e^,  fluide 
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On  peut  troavçr  dément  le  t^oipa  de.  Vécouleiomit;  ton 
tel.;   il  »e  s'agit  pouç  «eU  que^d&7i?iîi|^  f  :;îl  4,  e<ï  ç^  % 

K       ai 
^ =-T .  V^  — .Ce  temps  est  double  de  celui  qi^î  a  été  trouvé  (3g6)» 

U.  S'il  «'ngûs^itiCin  géi^^:^d'uii  solide  de  réfol^ipM^diooti'ax^ 
£à|t  Yfurtjic^r  ]^  serait  F^ire  d'un  çj^rela  ^  aurait  pour  raje» 
ToirdQiinée j<  de  U  çQuubç  ^léioér^ttripe;  «p  aunulï  dwc  K.  T^my^^t 
et  i'équaU<^  («>  doip^erait 


t^^' 


:h 


y'd* 


Il  faudrait  mettre  pour  y  sa  Talëtfr  déduite ,  en  fonction  de  «,  de 
Féquatîbn  et  la  courbe  génératrice,  et  intégrer  :  en  complétant 
Ptntégràle  de  manière  à  avoir  eii  même  temps  ^=  o  et  iç  =  o,. 
on  «urart  par  là  t  en  fonction  de  is. 

Supposons  par  exemple  que  la  paroi  intérieure  du  vase  soit  en-» 
gehdrée  par  la  réyolution  cFune  parabole  BAC  (fîg.  i3iî),  autpur 
de  Faxe  vertical  Az,  Soit  n^s/Ia  surface  supérieure  du  fluide 
quand  le  temps  est  nul ,  et  faisons  Aa=A  :  Féquatîon  esl y*=^px y 
P  est  lé  paramètre  ;  Forifice  et  Porigîne  sont  en  Aj  donc  en  trans- 
portant Forîgîne  en  «,  Féquation  est  y^=pih^^z)j^  et^en  sub^ 
^titoant  on  a 

et  c&ratùit  2  =^  o  donne  ^  ==  o,  on  trouve 

Qo;  aïK»  k^  ^m^9,  de  Féoonl^iQ^aft  total  en*  ûtisanl  &  =s  s. 

39^  ItiL  th^i»  <^u0  iiôiiftittfioiift<Fei  poser  peut  servir  à  mut* 
^a(^  «ur  kis  puroîg  d;^  v««es  defrdirâianftpropDeB  à  wesurer  les 
temps  employée  dans  l'écoulement  par  les  différens  abaissemens 
du  fluide.  On  HOmme  un  pareil  sy%\kmt ,  Horloge  d*eau  ou  Clep- 
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$iydre.  Ces  machines  occupent  une  place  iiitéf  essante  dans  l'his- 
toire des  Sciences  et  des  avtS|  par  l'usage  qu'en  ont  fait  les 
anciens  peuples  pour  la  mesure  du  temps.  On  en  attribue  l' in- 
vention à  Scipion  Nasica,  qui  yivait  environ  200  ans  avant' 
Jésus-Christ;  mais  il  est  vraisemblable  qu'il  en  a  seulement  -fait 
connaître  l'usage  &  Rome;  et  que  les  Egyptiens,  qui  s'en  ^r- 
Taient  pour  mesurer  le  cours  du  soleil ,  les  connaissaient  à  une 
époque  fort  antérieure.  L'usage  des  horloges  à  pendules  isochro-' 
nés  tenait  à  des  notions  qui  exigeaient  le  concours  des  découvertes 
faites  postérieurement  dans  les  sciences  et  les  jarts. 

La  manière  dont  les  anciens  ont  tiré  partie  de  l'écoulement 
de  l'eau  pour  sous-diviser  la  durée  des  années  et  des  jours  est 
souvent  très  intéressante.  Les  idées  de  l'eau  qui  s'écoule  et  du 
temps  qui  fuit,  offrent,  par  leur  rapprochement,  des  images  agréa- 
bles et  des  comparaisons  que  la  philosophie  et  la  poésie  ne  ppiu-; 
vaient  manquer  de  saisir.  La  clepsydre  de  Ctesihius  en  offre  un 
exemple  ingénieux.  On  ne  peut  se  refuser  à  une  secrète  et  douce 
mélancolie  en  voyant  l'eau  s'échapper,  en  forme  de  pleurs,  des 
yeux  d'une  figure  qui  semble  payer  ce  tribut  de  regrets  aux  in- 
stans  qui  s'échappent.  Cette  eau  se  rend  dans  un  réservoir  verti- 
cal ,  où  elle  élève  une  autre  figure  qui  tient  une  baguette  au 
moyen  de  laquelle,  et  de  son  ascension  graduelle,  elle  indique 
les  heures  sur  une  colonne.  Le  même  fluide  sert  ensuite  de  mo- 
teur dans  l'intérieur  du  piédestal  à  un  mécanisme  qui  fait  faire 
à  la  colonne  une  révolution  autour  de  son  axe,  dans  un  an,  de 
telle  sorte  que  le  mois  et  le  jour  où  l'on  est  se  trouvent  toujours 
sous  l'index,  dont  l'extrémité  par^K>urt  untf  verticale  divisée  con- 
venablement. 

399.  Il  est  évident  que  tout  vase  peut  servir  à  former  une 
clepsydre;  mais  la  manière  la  plus  commode  serait  de  se  servir 
d'un  vase  dont  la  forme  fût  telle,  que  des  portions  égalés  de 
temps  fussent  m^urées  par  des  divisions  égales  de  l'axe  vertical 
du  vase.  Si  donc  on  veut  que  le  fluide  s'abaisse  d'une  graiideur 

donnée  a  dans  chaque  unité  de  temps,  comme  -j-  représentera- 
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baîsscment  du  fluide  dans  celtie  unité,  il  suffira  de  faire  tj  =■  a, 
ce  qui  donnera  pour  l'équation  {tt). 

Le  rapport  entre  K  et  is  est  d'ailleurs  arbitraire ,  c'est-à-dire 
qu'on  peut  disposer  de  l'aire  K  répondant  à  l'abaissement  z.  Sup- 
posons donc ,  comme  cela  est  conTcnable ,  que  le  vase  soit  symé- 
trique par  rapport  à  l'axe  vertical  des  «,  on  pourra  prendre  pour  / 
K.  une  fonction  arbitraire  f(j^)  d'une  ordonnée  horizontale,  et 
l'équation  c(f{y^  =  k^[j^{h  —  «)]  sera  celle  du  profil yertical 
de  la  clepsydre. 

On  pourrait,  si  l'on  jugeait  à  propos,  prendre  pour  les 
abaissemens  du  fluide  pendant  des  temps  successifs  égaux  une 
fonction  du  temps;  il  faudrait  alors  faire  dans  Féquation  («»), 

dz 

—  =  ^  {£)  \  mais  ce  serait  une  généralité  inutile  pour  la  pra- 

tique.  • 

4oo.  Si  Pon  suppose  que  l'on  veut  construire  le  vase  de  ma- 
niëre  à  obtenir  des  rectangles  pour  les  sections  horizontales  j  e» 
nommant />  l'un  des  côtés  du  cylindre  et  j^  l'antre,  il  faudra  faire 
K  =pj,  et  substituer  dans  l'équation  précédente  :  on  aura 


^•:^^(A-.)(ly, 


qui  appartient  à  la  parabole  ;  ainsi  le  profil  vertical  du  vase  cy- 
lindrique est  une  parabole  dont  le  sommet  est  en  bas  à  l'orifice. 
De  même  lorsqu'on  veut  que  les  sections  K  soient  des  cercles, 
il  faut  prendre  K  =  îry*,  ce  qui  donne  pour  l'équation  du  profil 
vertical  de  la  clepsydre 


:r<  =  2g(A-«)(0. 


4oi.  Il  y  a  quelques  corrections  à  faire  aux  développemens 
qui  viennent  d*ètré  donnés.  Dans  l'état  physique  des  choses, 
lorsque  la  surface  dufluide  approché  de  l'orifice,  il  se  forme  au 
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desias  dt  cet  orifice  une  espèce  d'entonnoir  dan^  lequel  Pair  s'in-. 
troduit jk  ce  qui  empêche  en  partie  le  fluide  de  sortir  et  change 
la  nature  de  l'écoulement.  Ce  qi)^  nou»  t^HouA de  dir^  vtti.^mtib 
lieu  que  jusqu'au  moment  où  l'entonnoir  commence  k  se  former; 
et  cela  arrire,  pour  l'ordinaire,  lorsque  là  surface  du  fluide  est 
à  un  décimètre  de  l'orifice. 

De  plus,  on  a  reconnu  par  Texpérience,  que  lorsqu'un  ffuiJe 
incompressible  s'échappe  d'un  vase  par  une  ouTcrture,  que  je 
supposerai  circtiTaire  >  ïe  jet  n^a  pas  une  forme  cylindrique,  maiai 
diminue  progressiyemfut  de  diamètre,  depuis  Porigine  jus- 
qu'à une  certaine  distance,  peu  différente  dans  beaucoup  de  cas 
ou  demi-diamètre  de  cet  orifice.  Ainsi  le  jet  affecte,  dans  cet  in- 
tervalle,  la  forme  d'un  cône  tronqué  dont  la  grande  base  est  Po- 
rîfice  même.  Or,  pour  évaluer  la  dépense,  il  faut  à  Porifice  vé- 
ritable sutistituer  la  petite  base  du  cône  tronqué,  puisque  cette 
surCice  renferme  tous  les  filets  fluides  jailHssans  hors  du  vase; 
lorsqu'on  connaît  soit  h  vitesse  oonmiiti»,  soit  k  fitesse  moyenne 
de  ces  filets,  on  en  déduit  donc  la  dépense  totale  de  li<]^uide.  La 
diminution  du  diamiftre  du  jet ,  depuis  l'orifice  jusqu'à  une  cer- 
taine distance  de  cet  orifice,  est  ce  qu'on  a  appelé  la  contraction 
de  la  veine  fluide  (flg.  178), 

4oa.  L'expérience  a  appris  que  lorsque  Peau  s^écouhe  d'un, 
vase  par  un  petit  orifice  percé  dam  une  mince  paroi,  la  d'épense 
effective  est  à  peu  prèâ  0,69  de  la  dépense  théorique  calculée 
par  la  formule  du  n*^  391.  Ce  déchet  est  occasionné  par  la  con« 
traction  de  la  veine  fluide;  il  demeure  le  même  lorsqu'on 
adapte  à  Porifice  un  ajutage  dont  la  longueur  est  égale  à  la.  di^ 
stance  de  cet  orifice  à  la  section  de  la  plus  grande  contractiân, 
et  dont  la  paroi  intérieure  ait  la  forme  conoïde  affectée  dans  cfA 
intervalle  par  le  fluide.  Mais  si  à  la  suite  de  cet  ajutage  on  placQ 
un  tuyau  cylindrique  d'un  diamètre  égal  à  celui  de  Porifice, 
supposé  circulaire,  ou  un  tuyau  conique,  ou  enfin  un  tuyau  en 
partie  cylindrique  et  en  partie  conique,  les  longueurs  et  Pévase- 
went  n'exoédant  pas  certaines^ lioMtes,,  la  dépense  dans  un  temps 
donné'  augmente  ^  et  peut  excéden  le  double  de  celle  qjoi  se  bit 
par  une  mince  paurol  Cette  augimutatioa  de  d^^siS  varie  aiF^o 
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^s firc^ortioiis  àm  9|otages)q«l  ocwaporteiA  un  «MetwÂMiiit»  et  uni 
■jwim^m.  Cependant  les  ooniMiisMitioet  sur  oetle  tnatièi^e  ne^sonC 
]|p0«  aaiM'aTettbéM  ^«r 'établir  QOiprofMM<bi<(Mi««t  k  fomé  rigou^ 
muses  ^ôs  afutag^  d^aprëi  des  rifles  sttsioieplibleB  d^étl*^  l^îseiB 
«n  formule.  M.  Mackette  à  fait  im  l)e»u  tnsvail  stti*  ce  «iif  et* 

4o3.  Pour  d^tinet  à  nos  formules  théoriques  les  expressions 
qui  sont  appliquables  à  kinratique,  il  suffit  donc  de  »édui)re  la 
idépensede  Kquidepar  unt)rîfice  dans  le  rapport  qtreTéxpërienC^ 
âiit  connattre.  Soient  (fie  diamètre  cPun  orifice  circulairib  percé 
dans  une  paroi  rerticaSe ,  h  Penfoncen^ent  du  centre  de  ce  tétclt 
«tu'-dessous  du  niTCaii  supposé  Constant  dans  lé  tésêrToir;  \  ^(^ 
Bst  faire  de  Porifice,  \/iJ^gh)  est  la  titesse  théorique  du  liquidé 
^iquî  s*éconle,  j  vr  c^^^ngh)  le  volutne  écoiilé  dans'le  terapis  1 ,  et 
par  conséquent  |  ît  y'Ca^)  X  d^t^h  le  volume  dans  le  temps  t\ 
En  calculant  le  facteur  constant  \  «'V/Cîi^)  et  diminuant  ce  nom- 
bre à  cause  delà  perte  due  à  la  contraction  de  ta  veine  fluide  y  àh 
iarouve,  si  h  et  (f  sont  exprimés  en  millimètres,  que  la  quantité 
ide  litres  ou  kilogrammes  d'eau  écoulés  en  t  minute» 

-est  ŒÀflf^v'Â; 

30.  S'il  y  a  im  ajutage  oyliiidri^,    Aaro,o€63i74ii>  leghx  3, 7115701 1^ 
.3«>.6i  roulage  esc  comqiie»  A3ao,oo6o58349  lQg=x:  3, 7^113533; 

iSUns  ce  dernier  CM  lUji>t«g;è  ^t  avoir  la  figure  qtiMbote  la 
rein*  contr^Mrtée,  et  flî  est  le  diantre  élrolt  eaJtwie^ 

4o4*  l'ies  fontainiors  appdlent  pouce  d'eau  j  le  ^relame  de  I^ 
^idetpi  s'écoidç  ei^  une  miamte  par  un  orifiee  eireulaîré  à^A  , 
pouce  de  diamètre  percé  dans  une  mince  pàtxn  tt^cale ,  le  cen«- 
Are^tant  à  7  l^es  an-dessous  d«  niveau.  Cette -mesure  retiekt  à 
67a  pouces  cubes  ^eau  écoulés  chaque  minuté^  on  56o  pieds 
cnbes^rc  1.9,^  iiifetres43nbes  en  «4  be«tes;  ce  qui  ^it  800  litreft 
en  kilogrammes  par  heure.  La  ligne  d'eau  ^t  ia.  i44^'Partiedti 
ponce  ^«savoir,  49^7  ponces  cubes  par  !»iiî»ate>  ou  S5 1  litres  pMr 
heure.  On  évalue  la  quantité  d'eau  produite  par  une  source^  soit 
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jen  la  calculant  4*Qprè»  la.  Titease  du  couraot^  aoit  eu  mesurant  le 
produit  à  Faide  de  yatef  dont  la  capacité  âdit  connue ,  et  cela  da- 
tant un  temps  donné.  La  vitesse  est  facile  à  trouver  en  dbservant 
l'espace  que  décrit  en  une  minute  un  corps  léger  qu'on'  laisse  H- 
brement  flotter  et  courir  avec  l'eau,  F',  dans  le  Dictionnaire  ie 
Technologie,  les  articles  Eau,  Dépense ,  Écovjjemeut* 

Mais  quand  la  source  n'est  pas  fort  abondante  ^  onse  contente 
de  faire  un  barrage  avec  une  planche  percée  de  trous  clrcu* 
laires  d'un  pouce  de  diamètre  et  d'autres  plus  petits  :  ces  troos 
sont  bouchés  par  des  chcTilles  et  placés  au  niveau  du  liquide. 
On  débouche  un  assez  grand  nombre  de  ces  trous  pour  que  le 
niyeau  du  liquide  reste  constant  et  en  alBeure  le  soinmet  supé^ 
périeur  :  le  nombre  de^ces  trous  ouverts  est  celui  des  ponoes 
d'eau. 

4o5.  En  parlant  des  eaux  pluviales,  les  physiciens  disent  qu'à 
Paris  il  tombe  par  an  20  pouces  et  demi  d'eau  (  55, 35  centim»)  j 
mais  le  mot  pouce  a  ici  une  acception  différente;  il  signifie  que 
toute  l'eau  pluviale  d'une  année  qui  tombe  sur  une  surface  quel- 
conque s'élèverait  à  20  ^  pouces ,  si  elle  ne  s'évaporait  pas  :  io 
toises  carrées  de  toiture  en  projection  horizontale  peuvent  donc 
recueijilir  par  an  2 160  pieds  cubes  d'eau  au  moins^  ce  qui  fait  200 
;pintei  par  jour;  ce  produit  peut  alimenter  20  personnes ,  i>tiis- 
^ue^  IQ  pintes  sussent  à  tous  les  besoins  d'un  homme.' 

4^-  ^  différence  enti^e  la  dépense  par  un  i)rifice  percé 
dans  une  mince  paroi,  et  celle  qui  se  fait  par  un  tuyau  addi- 
ttohnel ,  n'a  plus  lieu  dans  le  vide.  On  voit  par  ces  divers' phétfe- 
mènes  que  le  poids  de  Tatmosphèi^e  a  une  influence  totale  cm 
j^elque  totale  s\ir  l'escèç  de  produit  des  tuyaux  àddiliotnds. 
iCoxi^ulte;(.le  Mém<^rie  dejPronyj  sur  \e  jaugeage  des  eaus  àcm- 
rangés,  elle  MéfaàOîre  de  M.  jffackeUe.  ; 

i\  ^]>l0fi5  terminerons  ici  cette  exposition  bien  imparfaite  sans 
4ptttey  mais  qu'il  ne  nous  appartient  pas  de  traiter  plus  en  dékaS. 
^.CJçsferait  sortir  de  notre  sujet  que  de  parler  des  travaux  deFert^ 
f^uri;,  habile  physicien  de  Modène>  ni  de  ce  qu'il  a  appelé  la  çow 
munkation  latérale  du  mouvement  dans  les  fluides^ 
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EQUATIONS  oinitiÂLR»-  DU,  MOUTB^EKT   DISS   FLUIDES.      Si  l 

llh  Èquaiions,général€8- du  mom'ement  des  fluides. 

4^7.  Supposons  les  particules  d'une  masse  fluide  en  iHOuve» 
ment  sollicitées  par  des  forces  accélératrices  ;  soient  X,  Y,  Z,  les 
composantes  parallèles  à  trois  axes  des  forces  qui  agissent,  au  bout 
du  temps  t ,  sur  la  molécule  dont  les  coordonnées  sont  *,  ^,  z, 
La  vitesse  imprimée  suivant  les\»  est  Xû?/,et  comme  la  réac- 
tion ^cTes  parties  empêche  cette  vitesse  d'arorr  lieu  ^  celle  qui  est 

prodiy  te  es%  cf  *  -7- }  X  —  ^  est  donc  la  force  détruite  :  le  prin- 
cipe de  d'Alembert  (229)  fait  voir  que  si  Ton  n'eût  imprimé  aux 
molécules  que  les  forces  X  —  ^rj,  Y  —  ~,  Z  —  -— ,  le  sys- 
tème, serait  demeuré  en  équilibre  :  Véquatîon  (C)  p.  4^3,  qui 
exprime  cet  état,  devient  donc,  en  faisant,   pour  abréger, 

JS.dx +  Y(fy  +  ZdzT=:dq,  '■      .. 

dp        /        d'x  .         dy   .         d*z,. 

À)uation  qui  équivaut  à  trois  autres ,  en  égalant  séparément  à 
ïéro  les  coefficiens  de  dx,  dy^dz  (  Voy.  p.  426).  D'ailleurs  dq 
tfst  une  différentielle  exacte  toutes  les  fois  qu'il  s'agit  de  forces 
attractives  (p.  386).  L'équation  (A),  quoique  tenant  lieu,  de  trbis, 
ne  sufl&t  pas  pôui*  donrierji;,  a?,  y  et  2  en  fonction  de '^,  et  îl 
imX  encore  déduire  une  relation  dé  la  nature  du  systèhae.  Ceci 
îest  conforme  à  ce  qui  a  été^it  p.  3^5,  que  le  principe  dé  d'A- 
lembart  ne  résout  pas  toujours  à  lui  sëid  les  questions  de  mou-^ 
vemeat.  "  ,  ....,,.  -j^.. 

408.  L'équation  qu'il  faut  obtenir  eit  celle  qui  expHmé  que 
lé  fluide  est  coûtinu.  S6itMa6c(fig.  i5g)  la  molécule,  ou  l'élé- 
ment iluide  considéré  comme  un  parallélépipède.  Les  coordon- 
nées de  M  sont  Xj  y;z:  durant  l'instant  dtj  Mabc  a  changé  dé 
figure  et  de  position  :  soient  i^,  i^  et  v  les  vitesses  du  point  iVfâitiU 
vant  les  axes^  pv  di  ==  udtydy^=z  i>dt,  dz^=z  ydti  désignons 
par  un  trait  l^s  lettres  de  la  figjure  qui  se  rapportent  à  l'état  va*. 
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6iâ  KTDWODtmuHicra. 

rié.Cdapo0é|  les  coordonnées  deMi  sont  »  +  udùj  y*^ifJi^ 
s  4-  ydff  mais  tsesTdenrs ayant  Heu  pdor  un  poità  qudè^nqwi 
les  coordonnées  de/étant  x  +  dx,yetM,  pour  aToir  celles  dç/i, 
il  Tant  seiïlémeift  dianget*  jT  en  s  4- dlAr^  <et  dn  a 

«  -f  ck  4"  "ûb  +  ^  Adt 8UÏV.  les  *} 

dp 
y  +  pdi  +  -rr  dsdi suît.  les  y) 

dv 
â  4-  tift  '^  ^  clMf# .Buair.  lei  k. 

tia  longnear  de  M/detient  dote  M  JTt  =  cJr  T  i  4-  ;jr^^)  en  « 

bornant  aux  termes  du  i*^  ordre.  On  peut  déduire  de  là  les  loii- 
gaeurs  des  autres  arêtes  Tariées ;  pour  MN,  par  exemple,  il  suf- 
fit de  changer  jp  en  s ,  et  i«  en  V,  etc.*.  On  trouVe  ainsi  que 
l^  les  trois  arétès  de  Vaii^k  trtMrelM  aoÉtt  devenues 

2®.  les  autres  arêtes  sont  vespectivement  égalas  ^  «lÛes^i  Istf 
sont  opposées,  de  sorte  que  ie  corps  varié  est  depsféii^  faroUiU^ 
pipède  obliquangle.  Nous  regardons  les  faces  wmv^  pkoMi  ^ 
qvf<fn  ne  peut  contester,  lorsqu'on  se  borne  awi  termes  da  4' 
ordf  e^  puisqu'elles  n'ont  pu  Tarier  qu'infiaiioflnt  pm^  lU  volai» 
d'un  parallâiépipëde  est,  comme  ott  sait,  le  pi^^it  de <9eii  trois 
arêtes  par  les  sinus  d^  angles  formés  par  dc^x  dWtre  eUes*  et 
par  la  troisième  avec  leur  plan  :  or  ici  ces  angles  difierent  trb 
peu  d'un  droit ,  de  sorte  que  lenrs  complémaiUi  «^  4  >  sbol  ifâ* 
niinent  petits  ;  nos  sinus  équivalent  à  cos  ^  et  ços  6^  ip^iténéi^ 
vel(^pant  et  se  bornant  au  i**^  ordre,  seréd^Â^ntà  i*  AklAvi 
5®  ordre  pr^s^ le  volume  VMriéeat le  produit dps  InM arêtes '«ât- 
dessuf;Ou 
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EQUATIONS    GiNJBRAtJW  %^  lÊff^-^ÉmEST   DES   FLUIDSS.       $i$ 

Qti^lèôfddé  9éii  ott  rUm  éom^ré^^ïtf^,  la  masse  Débdydz  x/a 
f^  iAâit%etf  ôië  %  D  +  kg  i(  édcffydi)  i^  eônsl^,  D  éâit  la  dea^ 
sUé  de  la  «aoléoule:  on  a  donc  en  di£Pér€nciai^ ?.. 

■TT  -i —  ,  ;  ,  =  o  :  or  la  différentielle  de  dxdyd»  ne  se 
î>   ^     d»dyd% 

prend  pas  id  par  les  voies  ordinaires,  et  il  est  clair  qu'elle  est 

l'accroissement  du  Volume  qu'on  yieïit'de  déterminer;  donc 

dD   .    /  du        dç         d^\    .  ,_.. 

T+C^  +  ^  +  ^;'"='^ («)• 

Les  vitesses  r^,  i^  et  v  sottt  des  fonefions  de  ^Kées  à  x^yeiz  par 
dx  =  Mûfe,  dy  =  f»jrf^,  û?j5  =;:  ydt-^  ainsi  les  intégrales  de  nos  équa- 
tions (A)  et  (B)  résolvent  le  problème  proposé  -,  et  comme  elles 
sont  aux  différences  par tielles^  elles  comportent  des  fonctions  ar^ 
bitraii^  qili  dép^cfenl;  dîi  HùLOûTeàiefit  tft  de  la  disposition  du 
fluide  au  commencement  du  temps. 

409.  11  faut  distinguer  deut ,  sortes  de  Tarifions  y  copme 
pag.  390  et  49S»  tantôt  le  temps  est  constant  ;  on  compare  alors 
#  au  même  instant  deuj:  moléciiilQs  fluide^  :  tantôt  00  suit  une 
même  raolécmle  dans  ses  diverses  ^sitioos  sdccessives  ;  c'est  de 
ce  dernier  cas  qu'il  s'agiJt  principalement  ici»  Or  le  Reu  d'une 
molécule  est  déterminé  à  l'instant  donné ,  d'après  les  coordonnées 
a,  by  Cy  qui  fixent  Sd  pipsHiôn  ioitiali)  :  ainsi  x^y^z  sont  des  Ibne* 
tîons  de  a,  i,  cet  t  :  on  doit  en  dire  autant  des  vitesses  z^,  ^,  v 
et  ^e  la  ^çnsitéÛ  lorsqu'elle  est,  variaBle.  Si  donc  On  connaissait 
cette  fonction  pour  u ^  ovl  u  =2  f  (  a ,  b ,  c ,  t) y  on  obtiendrait 

^  en  différenciant /"relativement  à  t  seul.  Maïs  il  n'en  est  pas 

ainsi;  pour  la  connaissance  actuelle  du  .niouvem^nt  du  fluide^  il 
suffit  de  connaître  à  chaque  instant  le  mouvement  d'une  parti- 
cule quelconque  qui  odôupe  tm  fieu  donné  dans  Pespaoe^  s^ns 
qu'il  soit  trécessaii'e  d^en  c<m«ia^re  les  états  précédens.  Il  est 
â&û(^  pin»  simple  d'envisager  à  comme  fottctioû  AestyffSetli, 
oùu^ii'P  (  se, y  y  Zy  tYy  ce  qui  suppose  qu*on  à  stib^titné  dans 
uz=:f^aybyCyt)  pour  Uy  by  Cy  leurs  valeurs  en  x,yy  z  et  t,  dont 
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5l4  HYDKODYNAMIQUE.  '     ' 

on  a  TU  qu'elles  sont  fonctions.  Or  outre  les  t  qui  existent  daifi^ 
f,  cette  substitution  en  introduira  d'autres  quil  faut  régarder 

comme  constans ,  lorsqu'on  veut  déduire  -r-  de  F  au  lieu  de  f  ; 
ainsi  il  ne  faudrait  pas  faire  varier  t  dans  x^yetz.  Donc  la  dif- 
férentiellc  relative  i  /  de  ^,  ou  -g— ,  se  compose  de  ^  et  des  dif- 
férentielles de  F  relatives  à  t  considéré  conune  faisant  partie  de 
x,yf%»  11  en  résulte  que 

d^x  ^^  du      du  dx       du  dy      du    dz 
7F~dt'*"di'dî^^'dt'^d'z'  Je* 

On  a  pour  f^ ,  t  et  D  des  résultat&analogues  ;  donc 

d^x  du   ,  du  ,  du   ^  du 

dl^  dt  dx  dy  ^  dz  * 

d^y  dp   ^  dp    ^  dp    ,  dp 

•  xft»  dt^  dx  ^  dy^  dz 

d^z  dv   ,  ^T    ,  dy   .  ds 

en  introduisant  ces  valeurs  dans  (A)  et  (B) ,  on  a 

*-t=i+-à+-l+'-s  •■■■<«) 

X  =  udx  -f-  i^ày  +  vrf* (D) 

dD    ,    d.Du        d.T^P        d.ïyy  ,_^ 

^  =  -3r+-^Âr  +  -^  +  "-^ (^^ 

La  première  équivaut  toujours  à  trois  autres ,  et^  pour  ahr^er, 
on  y  a  désigné  par  ^  la  fonction  exprimée  par  la  secondé  :  la 
troisième  exprime  la  continuité  du  fluide  ;  lorsque  le  fluide  est  ' 
liomogèii^é  et  incompressible,  D  est  constant  et  disparait  de  (E)^ 
on  a     , 
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iQtTATIONS   &ÉNéRALBS   DU   MOUVEMENT    DES   FLUIDES.      5tS 

^-ai+5j;+T.  ' 4^> 

Dans  tout  autre  cas  D  est  une  fonction  donnée  de  /? ,  ou  de  x  , 
y  et  z. 

4io.  Malgré  la  forme  plus  simjple  de  ces  équations ,  elles  sont 
encore  tellement  compliquées^. que  leur  intégration  et  la  déter- 
mination des  fonctions  arbitraires  surpasse  de  beaucoup  les  forces 
de  l'analyse.  Cependant  l'intégration  s'exécute  en  |jénéral  dans 
un  cas  très  étendu^  c'est  celui  où  la  fonction  ^  est  une  différen- 
tielle exacte^ relatitement  à  ar ,  j^  et  a.  Car ,  soit 

^=d^,d'où«=g,^=|.T=.J (G) 

l'équation  (C)  s'intègre ,  D  étant  foncj^on  de  /? ,  et  on  a 
rdp_d(p  (d(t>^        d(p^       d(p^  I 


9 


-La  fonction  arbitraire  de  ty  que  nécessite  cette  intégration  , 
peut  être  regardée  comme  comprise  dans  ^.  On  déterminera 
p  et  <p ,  et  par  suite  i« ,  f ,  v ,  en  fonction  de  x ,  y -et  z ,  à.  l'aide  des 
équations  (G)  et  (H)  jointes  à  celle  (E)  de  la  continuité  du 
iluîde ,  qui>  pour  les  fluides  incompressibles  et  homogènes,  est 

dx-  ^  dy-   ^  dz-        "" ^*^; 

Nous  retrouvons  donc  ici  l'équation  aux  différences  par- 
tielles du  2*  ordre  qui  se  rapporte  aux  attractions  flies  sphéroïdes 
p.  408.  ■      ^ 

4'^-  Quoiqu'il  puisse  arriver  qu'on  sache  tirer  parti  de  l'é- 
quation (C)  sans  que  x  soit  différentielle  exacte,  on  voit  cepen- 
dant que  la  Question  se  simplifie  beaucoup  alors.  Il  convient 
maintenant  de  chercher  si  la  fonction  x  «st  une  différentielle 
exacte,  sans  qu'on  soit  obligé  delà  connaître  ejv  x  ,y ,  z  y  puis- 
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ainsi . 


qu'elle  n'est  donnée  qu'en  u,if,y,  dont  la  recherche  fait  partie 
du  prohlëme.  Supposons  que  pour  «oe  yaleur  déterminée  de  t  ', 
jc  jouisse  en  effet  de  la  prq^riété  ci-^desms;  x  deviendra  dans. 

l'instant  suirant  x+  'j:^*'}  ^^  (Q  dowi© 

K  «»tf»ppp^  ici  aTpir  Ja  ya)^r  qui  reperd  an  pir^inier  ipiitanl , 
etfieiM: par çop^éqpeut être ropr^iKiitié  puri^ ;  )^ trpî» ^AJ^« 

termes  sont  donc=-iiî{-^+   _4._J., 

dx 
X'^'^T*  dte&X,  encpre  une  différentielle  exa^:e.  Donc  «^  po^r  un 

instant  déterminé j  x  ^^  ^^^  différentielle  exacte  ^ille  sera  aussi 

pour  tous  les  instans  suivons  et  ne  le  sera  que  dans  ce  cas.  Or,  on 

connaît  ordinairemeait  l'état  iqitial  du  fluide  ;  il  sera  doac  aisé 

4e  ^Toîr  j  lorsque  ^  :=;;  o ,  si  ;^  jouit  de  la  propriété  dont  il  s'a-^ 

git ,  ce  qui  servira  à  faire  connaître  si  x  ^^  jouit  ^  quel  que  soit  t, 

Lor^i^  t^!^Qy  si  le  fluide  i^V  auc^n«  vitesse ^  ou  s'il  n'a  que 

çdl^  qme  0Qgcn]3|i)inique  la  {nre^io^  d'un  piston  ^  x  ^^  ^^^  diffs- 

r^l^tiellç  eiiactQ;  puifqviç  ^^  i^  et  y  sont^  à  <cet  iostaut^  nuls  ou 

çpp4^9  dai^  t^t  le  fiuidi^  La  même  chose  arriva  lorsque  lesi 

vî|^;ssQ6  i^,p^w  sfmt  înQpiinent  petites > quelles  que  soiept  d'*^* 

leurs  les  circonstances  initiales  du  mouvement  ;  car  en  négligeant 

dp^    dp*    dp*  d% 

"jh}  Vt>  ^r>  on  ^  encore  -fl  une  différentielle  exacte. 

4^^*  I^  fl^de  étant  iufiOQipressible  içt  homo^pjç>  cherQl»ons 
le*  Ï0Î9  ^e  l'^ijpwlçBienl;  par  un  orifice  h  pratiqué  au  yase  A&pq 
(fig.  179)  qui  le  coi^tient^  en  admettant  cependant  l'bjppthèse 
dii  p^alléHame  de?  trapch^  (383)  ;  prenons  las  s?  positifs  ^i»r  la 
verticale  C^  et  d^  haut  eu  ha3i  jf  «era  :;=  ^  ^  les  vitea^e?  u^Xv 
seront  fîiiUes ,  et  v  sera  la  vitesse  d'une  tranche  qweleouque  XV 
dopt  l'aifc  ==?  S,  et  l'ordonnée  OQ  =;=  «.  Le?  équations  (H)  et 
(I  ou  F)  deviennent,  en  supposant  la  densité  D  =:?  i  ^ 
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CQUATIONS    oinàRJktJSB  W   MOt/^nBlttîlT   DX9   FLUlDSS.       5l  •} 

pr ,  on  a  (  comme  p.  49^)  ^'^^^  =  Sds,  ou  Itk  =:  Sr ,  m  étant  la 
vitesse  du  fluide  k  Voriûtit  et  fonction  de^  seul  : 

donc  rF~T'   ^^  ^  =  ^''-/  ■§■  +  C. 

d(p  _     du   rd%  , 

di^^TtJT'^^' 

t  ... 

€  et  G'  étant  des  foootions  de  t  4fi>ui  l'une. ^.  arbtiraîrei  i(t, 
qu'on  détermine  pomme  il  a  été  dit  préoédeiniiieat  <p.  ^^.  En 
substituant  ces  râleurs  dans  celle  de^^o^  obtient  yUiUement  (c) 
et  p*r  suite  toutes  les  coaeéquifncesqui  en  résulUmt. 

4^^'  Lorsque  le  fluide  n'a  que  de  très  petits  mouyemans  on 
peut  négliger  les  carrés  des  vitesses  u  ^  v  et  tj  et  comme  Péqua- 
lion  (H)  a  lieu  ^  elle  se  change  en 


-/f=s <»' 


C'est  à  cette  équation  qu'il  faut  rapporter  le  mouvement  des 
ondes  et  le  son  ;  mai»  il  litit  etùt^fet  éh.  otitte  (£). 

41 4*  ^oux  donner  un  exemple  de  l'usage  de  ces  équations  > 
cherchons  le  mouvement  d'une  ligne  sonore  horizontale.  L'air 
est  mu  dans  un  tube  dont  la  direction  est  celle  des  x  i  pely  sont 
nuls  'y  il  en  est  de  même  de  ^^  lorsqu'on  fait  abstraction  de  la  gra- 
vité. Soit  D' la  densité  de  l'air  dans  l'état  de  repos  ;  l'élasticité 
la  changera  enD=::D'(i+«)>  par  l'effet  du  mouvement ,  a 
étant  d'ailleurs  très  petit  :  de  plus ,  a*  étant  une  constante ,  on 

a  p  =  a*D ,  d'où  T  ^  =  a* .  log  (  i  +  «)  ;  (K)  et  (E)  deviennent 

d^  ds  X  ^^ 

donc     ^  =  — aMog(i +«)>     5i  +('■+"*)  ^  =^* 

ds       , 
en  négligeant  u  •  —  qui  est  du  2*  ordre.  Diviso^^s  la  seconde 

par  I  +  s ,  et  faisons 
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^        _  ï       ^^^\ 

Tâleur  tirée  de  la  première^  nous  aurons 

dont  ('intégrale  a  été  trouvée  p-  4'4* 

Nous  bornerons  ici  cette  théorie  ^  en  renvoyant  aux  Mémoires 
.  de  Lagrange^  de  M.  de  LapUtee,  et  à  la  Mécanique  analytique, 
p.  487  et  5o3de  la  !'•  édition  ;  et  T.  II,  p.  33 1  et  34&  de  la  2«; 
nous  pensons  que  le  peu  que  nous  ayons  dit  ici  sur  cette  matière 
si  dâicate ,  rendra  plus  facile  l'intelligence  de  ces  excellens 
o.uvra^ 


jnH   us  LQYDROI)TVAMIQV£.^ 
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SUR  QUELQUES  VALEURS  NUMÉRIQUES 

EMPLOYÉES  'EN  MÉCANIQUE. 


On  fait  Iréquemment  usage ,  dans  les  problèmes  de  Mlcani-* 
que  y  des  valeurs  numériques  de  certaines  constantes  j  nous  al- 
lons les  réunir  ici  avec  un  très  grand  degré  d'approximation. 
Nous  désignerons  par  le  signe  log. ,  ainsi  qu'on  l'a  fait  précé- 
demment y  les  logatithmes  hyperboliques  ou  Népériens^  et  par- 
L  les  logarithmes  des  tables  ordinaires,  dits  de  Briggs  j  tlians 
lesquels  la  base  est^io. 

i^.  La  base  des  logarithmes  népériens  est 

^  =  2,71828  18284  59045  23536  028747. 

Cç^nme  les  formules  ^ordinairement  employées  en  Algèbre 
renfermei^t  le$  logarithmes  népériens,  parce  qvi'ils  sont  d'un 
usagç  plus  commode  dans  le  calcul  algébrique ,  et  qu'il  u'y  a 
que  des  tables  peu  étendues  construites  pour  ce  système,  on 
doit  se  rappeler  que  pour  convertir  les  logarithmes  népériens 
en  tabulaires,  il  suf&t  de  multiplier  ceux-là  (  Cours  de  math^ 
pures  ,  n°  585)  par 

M  =  Lo^ô=:r  0,43429  448*9  o325i  82765  11289, 

C'est  ce  nombre  qu'on  nomme  le  Module;  et  l'on  a 

Lo^Mî=B  1,63778  4^1 13  oo536  77817. 

.  Nous  indiquoiis  ici  par  i  que  là. caractéristique  est— :i; 
c'est  oonune  si  l'on  avait  LogM  =  0,637.  <..-—  i .  -^ï^si  lors- 
qu'une formule  contient  log  a\  pour  employer  les  tables  de 
ipriggs,  il  faut  la   préparer  et  templâcer  log   a  par 
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5llO  VALEURS   NXHMiBIQUES. 

— ^p—  =  -r^.  De  inéme  aussi  lorsqu'oo  veut  ramener  lis  lo- 
M  M  ^    ' 

garithmes  de  Briggs  aux  logarithmes  népériens ,  il  faut  multi- 
plier les  premiers  par 

y=2,3o258  50929  94045  6840  179914* 
de  sorte  que  Loga  =  i-^—  =  — 4~.  On  a  d'ailleurs 

L«^/=o,3e2ai  56896. 

2®.  On  a  pour  le  rapport  du  diamètre  à  la  cirçonj^Me  M 
la  àefm-^rocmiérenœ  du  cercle  qui  a  l'unité  pour  rajon , 

7r  =  3,i4i59  26535  89793  23846  26433  832798, 
Leg  îT  =  0,49714  98720  94i33  85435  127, 
log7r  =  i,ïi(472  1^8858  494^<>  *74'4  ^1^35. 

df. Eu  désigiiMil  par  ^  la  oaATW*,  «t  piar  /•  la  longtte«r  du 
vmtKtM  simple  qui ,  k  IXMjecrtatoire  ^al  de  Paris ,  bat  l« 
secvndis  dans  le  vide ,  <m  a  en  mëtrds  m.  en  pieds ,  la  secoooi 
étant  k  864^*  pa^i^  du  jonmoycm  9 

g"  =  9"'8o8672     =  30^^^19546  =  9r«^, 
U>§g  =  o,gQi6ioi  ...    1,4799416 

r  =  o  ,9938267    =   3 ,  o5g4  39  =  3fr*,7 1 3^7 
l^rzszl ^9973106  ...    o , 48564»9» •  •  I  > 5648a34. 

(F.  page  269,  où  Von  a  supposé  l'aplatisseiAeiit  dé  1^  )* 

4®.  Le  quart  du  méridien  a  été  trouvé  cTune  longueur  ^*1^ 
à  5i3  074  toises;  h  dix-mUli&tiiteM  partie  e»t  l'unité  de  lon- 
gueur ,  ainsi 
Le  mètre  Qst    ££2o'',5iSo74^3  pMs  11  UgoêB^^ 
Réciproquement, 

X  toise  =  i"^,  949033 ,    et     i  pied  =  o*; 3a48394- 
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VALEURS   KUMiRIQVXS.  521 

Nous  mettrons  ici  les  logarithmes  de  ces  nombres 

Li"^*''*  =  Lo»  ,613074  =7,7101800, 
Li  =L3P', 07844  =o,48833i3, 
Li*^''  i^Li"», 949036    =0,2898200, 

Lipied    rrrLo"», 3248394  =  7,5116687. 

5^.  Formules  de  géométrie. 

Longueur  de  Farc  de  et  degrés  sexagésimaux  dans  le  cercle 
dont  r  est  le  rayon 

=  0,01 74533 . ra ,       log.  coeff.  =  2 ,24 1 87 736, 
circonflsczasT,  cercle  r   ^:syFr^, 

rt=:  0,159155  X  cir.,  log.  coeff,  =  1,2018201^, 

=\/(o,3i83iXccr.),  log-  coeff.  =  i,5o285oi , 
secteur  cire,  de  a  degrés  =3  o ,  0872664  r*0 , 
log  sîn  i''  =  6,685574867 ,    compl.  =  5, 3 1 44261 33 1$. 

6^.  L'air  et  tous  les  gas ,  lorsqu'ils  sont  «eos  ,'se  dilatent  pour 
chaque  degré  du  thermomètrecentigrade  du  267*  de  leur  ifoluine 
îi  kéro ,  ou,  plus  exacten^Bt,  pour  un  nombre  x  de  degrés^  le 
▼okime  d'air  k  bô»o  étant  =  V;  on  a  V(i  +  0, 00376- j»)  pMir 
ce  irolume  dilaté  :  la  presshm  atmosphérique  étant  supputée 
constante ,  et  si  Y  et  V^  lont  des  rolumes  d'un  gaz  seo  aux 
températures  centigrades  teqpectiyes  x  et  x%  sous  les  pressions 
barométriques  j9  et  p,  on  a  (  /^.  p.  472  ) 

/>V(8oo  +  3x)  =  py\8oo  +  3x). 
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TABLE 


CONTENANT    LES    POIDS    SPÉCIFIQUES    DE     DIFFÉRENTES 
SUBSTANCES. 


I*.  Métaux, 

"PJatine  par , . . .  20, 733 

Or  pur i9}2^8 

Or  (de  Paris)  M  k» 17,486 

Argent  pur iOj784 

Argent  (de  Paris)  à  1 1*  lOF-  10, 17$ 

*  Mercnte i3,586 

Plomb 1 1 ;352 

Biimuth ! 9,070 

Cuivre 8,895 

Laiton 8,395 

Fer 7,800 

Acier 7»  7*^ 

Étain 7>^4 

Zinc : 6,86a 

Antimoine 6, 703 

Arsenic 5,765 

Oinabre  rouge 6,90a 

2*.  Pierres  précieuses. 

Diamant  oriental  blanc 3 ,  5a  i 

Biibis  oriental 4,^83 

Topaze  orientale 47^i<' 


3o.  Pierres  siliceuses  ' 

Cristal  de  roche 3,653 

Silex. a,58à  a^  67 

'Grès  de  paveurs... .  a, II  ^  î»>56 

Agate  orientale. -.  3>*9** 

Agate  onix •  •  •<  3»^ 

Calcédoine... 'i^'^ 

CornaKne ^»^*^ 

Pierre  à  fnsil«blpnde »  •  •  ^»^ 

Pierre  à  fjosil  noijr&tre ^^^^ 

Jaspe  Tert  clair.. *»^^ 

Ja^pc  brun ^'^^ 

4«>.  Pierres  diverses. 

Albâtre    oriental  blanc  an- 
tique   ''^7^ 

Marbre  de  Carrare ''' 

Id.  dit  brèche  d'Alep '  ''^ 

Pierre  de  St-Len '»^ 

PierredeLiais ''**'^ 

Spath  pesant 4>^  ^  ^' 

Spath  fluor a,M^  ''^ 

Granit  rouge  du  Dauplunc.  •  î»'  1 
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PESANTEURS 

Pierre  ponce 0,914 

Porcelaine  de  Sèvres ^t^i^ 

Soufre  natif. ^.^.  2,o33 

Soufre  fonda 1 ,990 

Craie 3,ti5o  à  a, 820 

Gypse 1,870  a  2,290 

Flint-glass 3,329 

Verre  blanc î>4^  ^>^ 

Verre  vert 2,5  à  2,6 

5**.  Liqueurs.. 

Eau  distilie'e 1,000 

Vin  de  Bourgogne 0,991 

Vin  de  Bordoanx 0,993 

Alkool  du  commerce  à  34^.  o,854 

Alkool  très-  rectifié o, 791 

Eau-de-vie  à  19  degrés 0,947 

Ammoniaque t  74^0 

Ether  sulfurique o,  716 

6*^.  Sets. 

Sel  commun ^ i>9ï8 

Salpêtre 1,900 

7» ,  Huiles. 

Huile  d'olive 0,913 

— «-dehoix 0,922 

—  de  tbe'rébentine 0,792 

—  de  lin 0,940 

—  de  navette 0,916 

8*.  Gommes  f  Résines  et  Graisses. 

Résine  jaune  ou  blanc,  du  pin.     i ,  072 

Sandarac 1 9O93 

Gomme  arabique i  »  4^^ 


SPjâciFIQlTES  523 

Cire  blancbe '0,954  à     0,960 

Snif.  ..^ 0,9}  I 

l^^rà.... 0,947 

Beurre 0,942 

90.  Bois.  ^ 

Chêne  frais 0,980 

Cbénesec 1*670 

Ltiége 0^240 

Orme,  le  tronc 0,671 

Frêne ,  le  tronc o,845 

Hêtre,  .s o,852 

Aune 0,800 

Erable 0,753 

Noyer  de  France. ..........  0,671 

Saille.... o,585 

Tilleul , 0,604 

Sapin  mâle o,55o 

Sapin  femelle 0,498  - 

Peuplier o,383 

Pommier. 0,793 

Poirier 0,661 

Prunier , .,  o,  785 

Cerisier 0,715 

Coudrier  on  noisetier 0,600 

Buis  de  France 0,912 

Vigne... ij327 

Sureau , 0,695 

Jasmin  d'Espagne o,  770 

Gayac i,333 

Ebênier  d'Ame'rique 1 ,  33i 

Bois  rouge  du  Brésil. ......  i ,  o3 1 

Bois  de  Campêche 0,918 

Cèdre.^ 0,596 

Oranger o,  705 

Citronnier 0,726 
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fe4  PWANTïtms  srtcmtïtTEs, 

loo.  ^irs  ou  gaz  secs.  —  hydrogène o^ogSi 

>—  acide  carboniqae i  ,9741 

Poids  d'un  litre  en  grammes  à  o*        «•—  ammonia^e 0,7753 

et  760»»  (■)•  — azote ,..  i,a59o 

—  chlohî 3,2o8B 

Air  atmosphérique. i » 2991        Vapeur  d^ean o,8tôa 

Gaz  oxygène 1,4^34        "-^  d^alcool  absolu 3,09^ 


(i)  Ces  nombres  espriment  les  poids  spécifiques  des  gaz,  celui  de  Feau  étant 
100;  et  si  l'on  veut  que  Tun  de  ces  gaz  soit  pris  potir  unité.  On  ditiscra  ces 
fiombres  par  cehri  A  qui  cormpond  à  ce  gaz  (par  A  =a  i ,  3991 ,  quand  Tair  at« 
mospfaériqne  k  t  pour  poids  spécifique).  Enfia  lorsque  ces  poids  sont  demandéi 
•ous  la  latitnde  /,  et  à  une  élévation  de  h  mètres  au-dessus  de  la  mer,  R  étant  b 
rayon  terrestre,  le  poids  d'un  litre  de  gaz  à  o®  et^Ôo»™  est  (/^.  p.  369) 

=  A  f  r  — -g- J  (i —0,00^8^7  eos  aO. 


FIN. 
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LIBÏlAiKIE 

ia  EÈS  MATHÉMATIQUES,  LA  MARINE  ET  LES 
'  SCIENCES  EN  GÉNÉRAL. 


EXTJIAIT  DU  CATALOGUE 

res  qui  se  trouvent  cAes  BACHELIER  (Sùcc'  de  feu  M"*  veuve 
Cocrcier)  ,  libraire i  quai  des  Augustins^  n^  55. 

AGES  ADOPTÉS  PAR  L'UNIVERSITÉ  DE  FRANCE, 

.  cfe  M.  LACROIX ,  Membre  de  {'Institut  et  de  la  Lésion-d Honneur, 
^4ss  Sciences  à  tUnii^rsité ,  Professeur  au  Collège  dé  France  ^  etc. 

t>E  MATHÉMATIQUES  à  l'nsagO:  de  l'École  centrale  de^  Quatte- 
«  Ouvrage  adopte'  par  le  Gouvernement  pour  les  Lycées,  Écoles  se-' 
^  ,  Collèges^  etc. ,  9  vol.  in-8.,  3S  fr.  5o  c, 

t€€  volume  du  Cours  de  M.  Lacroix  se  vend  séparément,  sat^oir  : 

«lentaîre  d'Arithmëtique,  i6«  édition,  i8a3[,  a  fr, 

"^ Algèbre,  14*  édition,  i8a5,  Air, 

*  Géométrie,  ia«  édition  ,  182a,  ^fv, 

ben taire  de  Trigonométrie  rcctiligne  et  splicriqa*,  cft  d'Application  de 

t  à  k  Géométrie ,  n^  édition ,  1822 ,  4  fr, 

\t  des  Elémens  d'Algèbre ,  4e  édi tiori  ,1817,  |  fr. 

U  des  Elémens  de  Géométrie,  ou  Elémens  de  Géométrie  descriptive, 

,  182a ,  T  3fr. 

entaire  de  Calcul  différentiel  et  de  Calcul  Intégral,  S«  ^tîon,i820^ 

^  7fr,  5oc.* 

^seignement  en  général,  et  sur  celui  des  Mathématiques  en -particulier , 
e  d'étudier  et  d''enseigner  les  Mathématiques,  i  volume  in-8.,  seconde 

Kvuç  et  augnientée.  i8j6,  5  fr. 

IlÉMEOTAIRE  t)U   CALCUL  DES  PROBABIUTÉS,  in.8., 
,  1822,  avec  une  planche,  ,  -      ^  »  5  fr- 

ÔMPLET  DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  Et  INTEGRAL ,  3  vol. 

66fr. 
ction  de  FEssai  snr  l'enseignement  traite  de  la  culture  des  Mathéma- 
lit  le  18e  siècle,  et  de  leur  infiueoce  sur  la  marche  d^  t'esnrit  humain 
ervaile.  Il  est  terminé  par  l'analyse  de  toutes  les  parties  du  Cours  do 
l'indication  de  la  marche  qu'il'a  suivie  dans  ses  leçons  publiques.il 
é  de  réunir  dans  un  même  cadre  tdut  ce  qu'il  y  a  de  plus  important  et 
k  sur  la  philosophie  de*  Sciences  mathématiques. 
é  élémentaire  d'arithmétique ,  les  Elémens  d'Algèbre,  qui  ne 
que  les  principes  et  les  méthodes  d'une  application  usuelle  ;  les  jÉ/e- 
omet  rie,  où  rAuteuf  a  lâché  de  'concilier  les  rigueurs  des  démons- 
î  l'ordre  naturel  des  propositions:  et  le  Traité  élémentaire  de  Tri- 
H  d'Application  de  P Algèbre  a  ta  Géométrie,  composent  un  Coàrs 
Ipiès  lequel  on  peut  passer  immédiatement  au  Traité  de,,  Calcul  dif'- 
de  Calcul  intégral,  L'Auteur  a  évité  l'em^oi  des 'formules  de 
périeure,  afin  de  n&  pas  retarder  l'entrée  des  jËlèves  dans  la  Méca- 
applications ,  qui  sont  ordinairement  le  but  principal  de  l'étude  des 
iies«  Il  n'a  cessé,  à  chaque  édition,  de  perfectionner  les  détails  de  ses 

le  veiller  à  leur  correction.  ,     ,  

t ,  Inspecteur  de  l'Unit*ersité  de  Paris,  ELEMENS  D'ARITHME  - 
i  vol.  irt-8.,  2®  ,édit. ,  1824 ,  ,     , ,  ,        ^/"^ V 

lENS  D'ALGEBRE,  3«  édit.  considérablement  afigmeiAee,  1  for 
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BOURDON,  APPLICATION  DB  L*ALGÈBAK  A  LA  GÉOMÉTfiiE  , 
I  fort  ▼ol.  in-8.  avvo  tS tUncto»  iMf»  %ù.  abc. 

BIOT,  Membre  de  llnfUtnc,  ProfcMeof  ao  GolUgt  de  France,  etc.  TRAITE 
'ELEMENTAIRE  D'ASTHONOBflE  PHYSIQUE,  destiiMf  ft  renaeignement 
dant  les  Collèges,  etc. ,  3  toi.  iii-8.»  i8io,  aS  fr« 

BIOT,  PHYSIQUE  MÉCANIQUE,  traduite  de  rallcmand  de  Fischer,  arec  noies  , 
3«  édition ,  considvrablement  augmentëe ,  i8iq  ,  in-8. ,  avec  figures,  6  fr. 

ESSAI  DE  GEOMEl'RIE  ANALYTIQUE  appliquée  anx  ccarbes  et  aaz 

sarfaces  da  second  ordre ,  in-8. ,  avec  dix  planches,  loaJ ,  6* édition ,  revue,  cor* 
rigëe  et  augmentée ,  6  fr.  5o  e. 

BEZOUT,  TRAITÉ  D'ARITHMÉTIQUE  à  Pnsaee  de  la  Marine  et  de  l'Artil- 
lerie, avec  des  Notes, fort  étendues  et  des  Tables  de  Logarithmes,  i>onr  les  Elètea 
qui  se  destinent  à  l'École  Polytechniqae;  par  A.-A.-L.  Rethaud,  Examitiateor 
des  Candidau  de  l'Ecole  Polytechnique ,  etc.,  in-8.,  ia«  édit.,  i8a3 ,  3  fr. 

Le  tex  te  pur  se  vend  se'parément ,  .     3  fr. 

Les  JVbfes  se  vendent  séparément.  a  fr.  5o  c. 

— —  ALGEBRE  et  Application  de  cette  science  II  rArithmc'tiquc  et  à  ki  Géoméirie  » 
nouvelle  édition,  rerueet  augmentée  iHe  Notes  fort  étendues;  pur  A.-A.-L.  Ret- 
haud, Examinateur  des  Candidau  k  l'École  Polytechnique,  etc.,  in-8.,  i8aa,    6  fr. 

Le  tejrte  pur  se  vend  séparément ,  â  fr» 

Lm  NotfiM  ■  se  .vendent  aussi  séparément ,  A  f  r. 

«•«—  GEOMETRIE  contenant  la  Trigonométrie  rectîligne  et  la  Trigonométrie 
spbérique.  Notes  sur  la  Géométrie,  Eléniens  de  Géométrie  descriptive  et  Pro- 
Uteet }  par  Rethaud,  3«  édiu  avec  a  i  planches ,   i  a58 ,  6  f r. 

Le  texte  pur  se  vend  séparément,  4  ^f« 

Les  Dfotes  se  vendent  aussi  séparément,  4  ^^' 

LA  CAILLE  et  MARIE.  LEÇONS  ÉLÉMENTAIRES  DE  MATHÉMA- 
TIQUES, 5*  édit.,  avec  des  PlotesparM.  lu^ibey,  Professeur  de  Mathématiques 
et  Esasinatenr  des  Candidats  pour  rÉcole  Polytechnique  :  in-8.,  6  f  r.  5o  c. 

DEMONFERRAND,  Profe<sfur  de  MathémAtianit  et  de  Physique  au  Collée  de 
Tersailles.  MANUEL  D*LECTRICITE  DYNAMIQUE,  ou  Traite'^  sur 
PAotion  mutuelle  des  conducteurs  électriques  et  des  aimans,  et  sur  la  nouTelle 
Théorie  du  Magnétiame ,  pour  faire  suite  à  tous  les  Traités  de  Physique 
élémentaire^  in-S*»  .î8iiS,  avec  5  planches ,  4  ^r. 

HAUT,  TRAITE  ÉLÉMENTAIRE  DE  PHYSIQUE,  adopté  pr  le  Conseil 
royal  de  ITnstmction  publique  pour  l'enseignement  dans  les  Collèges;  troisième 
édtdon,  considérablement  angmentée,  2  toI.  ii^.,  avec  iq  pi.,  1831,  i5  fr. 

MONGB^  TRAI.Œ  EIJÈMENTAIRE  DE  STATIQUE ,  à  l'usap»  des  Ëeoles  de 

Ja  Marrae,   5*  ëditipn,  in-8.,  revue  par   M.  Hachette,  ex-Insututcur  2i  TEcoie 

.  Polytechnique ,  Professeur  de  Mathématiques,  etc. ,  3  t'r.  a5  c 

OUVRAGES    DESTINÉS  AUX    CANDIDATS  DE  L'ÉCOLE 
POLYTECHNIQUE  ET  DES  ECOLES  MIUTAIRES. 

Outrages  de  M.  le  baron  REYNAUD ,  Examinateur  des  Candidats  de  VÈcole 
Polytechnique  et  de  CÉcole  spéciale  militaire, 

10.  ARITHMÉTIQUE,  à  l'nsage  des  élèves  qui  se  destinent  &  l'École  Polytech- 
nique  et  à  PEcole  mililaiae ,  io«  édition  ,  augmentée  d'une  Table  des  Logarithmes 
des  nombres  entiers,  depuis  on  îusqu'it  dix  mHie,  i  vol.  in-8. ,  i8ai ,      3  fr.  5o c. 

à*.  TRAITE  D'ALGÈBRE,  à  l'usage  des  Elèves  qui  se  destinent  à  fÉcole  royale 
Polytechnique  et  à  l'Ecole  spéciale  militaire ,  1  vol.  in-8. ,  5^  cdtt. ,  i8ai ,  5  fr.  5o  c. 

3<».  Algèbre  ,  anc.  édit. ,  a**  section ,  i  vol.  in-8. ,  1810,  5  fr. 

4».  TRIGONOlVœiRIE  RECTILIGNE  ET  SPHERIQUE,  3»  édition ,  suivie 
des  TABLES  DES  LOGARITHMES  des  nombres  et  des  lignes  trigonomé- 
triques  de  LALANDE»  10-18,  avec  figures,  1818,  3fr. 

Les  Tables  de  Logarithmes  de  L  ALAN  DE  seules,  sans  hi  Trigonométrie ,  se 

vendent  séparément ,  3  fr. 

50.  TRAITÉ  D'APPUÇATION  DE  L'ALG*»RE  A  LA  GÉOMÉTRIE 
ET  DE  TRIGONOMETRIE,  Jk  Tosage  des  Elèves  qui  se  destinent  à  l'École 

«.._.-,... _  ..o  .  .  ^  g^^ 

DE  PHYSIQUE  Ef 
l'usage  des  élèves  qui  se 
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(3) 

destinent  à  fobic  lei  examens  ppor  le  baccalauréat  Metttea  >  i  veL  i»8  ,  avec 

i4  planches,  &  fr. 

Ce  Goars  est  entièrement  conforme  an  nragramme  qui  a  été  pQbCé  par  ordre 
de  raniversir^é,  dans  le  Manuel  pour  le  Èaccalaurcat  es-lettres. 
7».  REÏNAUD  ïT  DUHAMEL.  Problèmes  et  Developpemens  sur  diverses  parties 

des  Mathëiïi^tiqnes ,  in-^.,  1 82i3 ,  avec  1 1  planches ,  6  fr. 

^  ARITfiMÉlTOLE,  h  Posage  des  Ingénieurs  du  Cadastre,  in^8.,  5  fr. 

90  MA!NU£L  de  rlngenieur  du  Cadaatic  j  par  MM.  Pommiéi  et  Beynaud ,  in-*4.) 

'  i^  fr- 

100  TRAITÉ  D'ARPENTAGE  de  Lagriyc,  avec  les  Notes  deReyoaud,  in-8.,  7  fr. 

Notes  sur  Bezcut ,  par  RefnaucL  * 

I  io.  ABITHMÉTIQUE'DE  BEZOUT,  avec  lesNotcs,  ne  ^îL  in-8.,  i8a3,  3  fr. 

la».  GEOMETRIEDE  BEZOUT,  a^ec  les  Notes ,  in-8.,  3«  ëdit.,  i8a5,         6  fr. 

13"»  ALGEBRE  et  Application  de  TAlgèbre  à  Ja  G^ômëtrie  de  Bezoat,  avec  les 

Noies,  in-<$.,  i8m  {les  notes  se  vendent  séparément»  Voyez  p.  3),  6  fr^ 

Ouif rages  de  M.  GABNIER,  ex^Professeur  à  f École  Polytechnique  ^  Docteur 
de  la  Faculté  des  Sciences  de  C Université ^  Professeur  de  Mathématiques 
à  l'Ecole  royale  militaire, 

TRAITÉ  D^ARITHMÉnOIJE,  2«  ëdit. ,  in-8. ,  1808 ,       ^  a  fr.  5o  c. 

ÉLËMENS  D'ALGEBRE  à  l'usage  des  Aspirans  à  l'École  Polytechnique, 

S*  cdit. ,  în-8. ,  i?i  I ,  revue,  corrigée  et  augmentée ,        ,  O  fr. 

—^ Suite  de  cesElcmens,  a* partie,  ANALYSE  ALGEBRIQUE,  nonv.  cdit., 

considiérabkment  augmentc'e,  in-8.,  i8i4f  7  fr. 

m — GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE,  on  Application  de  l'Algèbre  à  la  Géométrie, 

seconde  édition ,  revue  et  augmentée,  i  vol.  m-8,  avec  14  planches ,  ]8i3,    6  fr. 

— —  LES  RÉCIPROQUES  de  la  Géométrie,  suivis  d'un  Recueil  de  Problèmes 

«t  de  Théorèmes,  et  de  Ja  construction  des  Tables  ti îgonométriques^  in-8.,  a^  éd., 

considérablement  augmentée,  1810,  6  fr. 

— r  ÉLÉMENS  DE  GÉOMÉTRIE,  contenant  les  denx   Trigonométrirs ,  les 

Élémens  de  la  Polygonométrie  et  du  levé  des  Plans ,  et  ITntrocluction  à  la  uéo- 

métrie  descriptive,  i  vol.  in-8.,  avec  planches ,  i8r'»  i  .  5  fr. 

LEÇONS  DE  STATIQUE  à  Tusagc  des  Aspirans  à  l'Ecole  Polytechnique , 

I  vol,  in-8.,  avec  lî  planches,  181  ï ,  ,  5  f  r. 

LEÇONS  DE  CALCUL  DIFFERENTIEL  ET  INTÉGRAL,  1  vol.  in-8., 

avec  4  planches,  181 1  et  1812,  i4  fr. 

^^rarSECTION  DE  L*ANGLE,  suivie  de  Recherches  analytiques  sur  le  même 

sujet,  ia-8.,  1800,  !ifr.  5oc. 

DISCUSSION  DES  RACINES  des  Équations  déteraiinées  du  premier  degré 

à  plusieurs  inconnues,  et  Klimitnaion  entre  deux  équations  de  degrés  quelconques 
à  deux  inconnues,  a»  édit.,  i  vol.  in-8.,  i  fr.  80  c. 

FRANCCëUR,  Professeur  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  ex-Examinateur  d^s 
Candidats  de  l'École  Polytechnique,  etc. ,  COURS  COMPLET  DE  MATHE- 
MATIQUES PURES,  dédié  à  S.  M.  Alexandre  !«',  Empereur  de  Russie; 
Ouvrage  destiné  aux  Elèves  des  Ecoles  Normale  et  Pplv technique,  et  aux  Can- 
didats  qui  se  préparent  à  y  être  admis,  etc.,  seconde  édition,  considérablement 
augmentée ,  a  vol.  in-8. ,  avec  (kures,  i8ic), ,  i5  fr. 

URANOGRAPHIE  ou  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D'ASTRONOMIE, 

à  l'usage  des  personnes  peu  versées  dans  les^athématiciues ,  accompagné  de  pla- 
nisphères, etc.,  3«  édit.,  considérab.  augm.,  i  vol.  in-8.,  avec  pi.,  i8ai,  9  fr. 
SUZANNE,  Doctc^  ès-Sciences ,  Professeur  de.  Mathématiques  an  Lycée  Char- 
lemaene,  à  Paris.  DE  LA  MANIÈRE  D'El'UDIER  LES  MATHÉMA- 
TIQUES j  Ouvrage  destiné  à  servir  de  guide  anx  jeunes  gens,  à  ceux  surtout 
S  ni  veulent  approtondir  cette  Science,  ou  qui  aspirent  à  être  admis  à  l'École 
Tormale  ou  à  l^cole^oly technique,  3  ^ros  vol.  in-8.,  avec  figures,  ai  fr. 

Chaque  partie  ie  vend  s^arément,  savoir  : 

Première  partie,  PRECEPTES  GÉNÉRAUX  et  ARITHMETIQUE,  se- 

cgnde  édition  ,  considérablement  augmentée ,  in-8.  »  6  f  r. 
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«.^  Sèeonde  partie  Y  ALGÈBR^.  <</fiitf^. 

— —  Troisième  partie ,  GÉOMÉTRIE ,  iii-8. ,  6  fr.  5o  c. 

BOUCHAALATf  ProiSwfear  de  M^tbématknies  transcelldantci  aux  Écoles  miU- 

taîrcf,  Docteof  è^Scîencet,  etc.,  EÛEMESs  DE  CALCUL  DIFltRENTIEL 

et  deCfkat  imémlfU^  jiîcKt.,  revue  et  atigmentée,  in-8.,  avec  pi.,  i8ao,  6  fr. 

«-^  THEORIE  DES  COURBES  et  des  Surfaces  da  second  ordre,  précédée  des 

pâncioes  fondamentatnE  êe  la  Géôitaétrie  analyriqac .  ae  ^d.,  aug»  ia-o*.  5  Cr. 

.JLÉLEMEINS  de  MÊGANIQUE/in^.,  aw  planches,  i8i  5,  '6  fr. 

POISSON,  Membre  de  rinstii.ut,  Professeur  a  l'École  Poljteclmmue  et  à  la 

Faculté  fiem  Sciences  et  Paris  ^  et  Membre  adjoint  du  Bureau  de^  Longitudes. 

TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE,  a  toi.  in-8.y  de  plus  de  5(>o  pages  chacun,  avec 

8  planches ,  1 8i  f ,  ^a  fr. 

Ce  Traité  de  Mécanique ,  le  plus  complet  qui  existe,  a  été  adopté  par  PÉcole 
Polyteclmiqoe  pour  Tip^tnirtion  <)os  Elefes^Il  renferme,  en  outre,  les  noticitis 
de  SUtique  élémentaire  qu'on  exige  des  Candidats  qui  se  destinent  à  ladite  École. 
POINSOT,  Membre  de  rinsthnt.  TRAITE  ÉLÉMENTAIRE  DE  STATIQUE 

adopté  pour  Tinstruction  publique ,  in-6*»  4f  édit.  »  i8^,  avec  ptanoh.,  5  fr. 

DELAMBRE,  Membre  de  l'Institut.  ABREGE  D'ASTRONOMIE,  ou  Leçons 

élcmeptaires  d'Astronomie  théorique  et  pratique  données  au  Collège  de  France ,' 

1  vol.  in-8. ,  i8i3 ,  t<y  h-. 

LAPLAÇE  f  M.  le  marquis  de) ,    Membre  de  l'Institnt  ,    EXPOSITIOSI   DU 

SYSTÈME  DU  MONDE  ,  5«  édition ,  i8a4  ,  in-4. ,  avec  portrait^  i5  fr. 
—  Le  même,  a  vol.  in-8.  «i 8^4^ >  .  ï*  fr' 
ESSAI  PHILOSQPHIQl)E  SUR  LES  PROBABILITES,  în^. ,  5«  édit. , 

sous  presse,  4  fr» 

MONGE,  Membre  de  rinstîtut ,  etc.  GEOMETRIE  DESCRIPTIVE ,  4«  édiiioir, 

augmentée  d'une  théorie  Aes  Ombres  et  de  la  Perspective,  extraite  des  papiers 

de  l'Auteur,  par  M*  BRISSON,  ancien  Elève  de  l'Ecole  Pol;f  technique,  Ingéfateor 

en  chef  des  Ponts  et  Cl^aussées,  i  v.  in-4.«  avec  a3  pknch.,  i8ao  y  la  fr. 

LE  FRANÇAIS,  Essai  de  Géométrie  analytique,  a«  édit.,  revue  etangni.,  a  fr.  5orr 
TREUIL,  'Essais  de  Mathématiques,  contenant  quelgnes  àétaik  «ac  TArithaoé- 

tique,  PAlgèbre^  U  Géométrie  et  la  Sutiqne,  in-8.,  wg,  a  fr. 

DE  STAIN VILLE  ♦  Hepétiteor  k  l'Pjcole  Polytechnique.  MEÎiANGES  D'ANA- 
LYSE ALGSRIQUE  ET  DE  GÉOMÉTRIE,  i  vol.  in-8.,  avec  planches^ 

CACHETTE.  PROGRAMME  D'UN  COURS  DE  PHYSIQUE,  ou  Précîs 
des  Leçons  Ittr  le  Calorique  et  sur  quelques  applications  des  Mathématiques  à 
la  Physique ,  i  vol.  in-8. ,  iSoq ,  5  fr.  5o  c. 

LAGRANGB  .  Mismbre  de  l'Institut.  LEÇONS  SUR  LE  CALCUL  DES 
FONC f  I01>S ,  nouvelle  édinon  in-8. ,  .  6  fr.  5o  c. 

EULER.  ELEMENS  D'ALGÈBRE,  nouvelle  édition,  revue  par  MM.LagraiK;c 
.ctGaroier,  A*  vol.  in-8.,  i8o7y,     ,      •'  ,,.^3  fr. 

DUBOUBGUET.  TRAITÉS  ELEMENTAIRES  DE  CALCUL  DIFPÏRÉN- 

^  TÏEL  ET  DE  CALCUL  INTEGRAL,  a  voJ.  in-8.,  i8ro  et  i8ii,  t«  fr. 

ELEMENS  D'ITOOLOGIE,  parDESTTUT-TRACY,  t^iïv. 

Chaane  volume  se  vend  séparéosenfi.  — .  Idéologie  proprement  dite ,  5  fr.  —  Gram- 

tnaire ,  D  fr.  ■—  Logfqne ,  6  fr.  — -  Traité  de  k  volonté,  6  fr.  —  Principes  logiques',  i/r. 

Ouvrages  soies  presse  pour  pamitre  très  incessamment. 

HISTOIRE  DE  L'ASTRONOMIE  AU  XVIIP  SflÈCLE ,  par  BELAMBRE , 
publiée  par  M.  MATHIEU,  membre  de  ITastitut  et  du  Bureau  àei  Longitudes , 
a  vol.  in^. 
lie  second  volume  renfermera  l'HISTOIRE  DE  LA  MESlmE  DE  LA  TERRE 

avtQ  des  .mélanges  et  variétés  astronomiques  insqu^en  iSaa. 

TRAITE  DE  LA  RESOLUTION  Î)ES  EQUATÎONS  NUMÉRIQUES  de 
lous  U^  degrés,  avec  des  Notes  sur  plusieurs  points  de  la  Théorie  des  Equations 
algébriques ,  par  LAGRANGE,  Membre  do  l'Institut,  Grand-Officier  de  la  Lé- 
gion-d^Honneur,  etc.  ;  3«  édition  ,  i  -     .     - 


,  revue  et  augmentée,  in-4* 


ImptimericdeHUZARD.COURCIER,rueduJaTdînct^int-André.dcs-ArM.^^^^ 


A      B      ^'  c  P 


P      ,  R  Q 


^avà  par  Adam 


Digitized  by  VjOÔQ  IC 


Digîtized  by  VjOQQ  IC 


PI.  3. 


Ï9- 


Fi^ .  âo 


C"' 


"'•Jf' 


^ 


^ 


f'iy.SS. 


jr 


Fif,SS 


hU 


Q' 


a" 


W 


ûnéfvê  par  Aeianv. 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


FI.  4. 


Digitized  by  LjOO^  IC 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


Fû, 

■■«'■  .1^ 

y 

m                   >^H 

>0'"^'' 

s 

^^ 

4 

-/ 

A 

1 

ï                         «iJ^ 

fr 


Digitized  bvVjQC 


1 


'( 


l- 


* 


Digitized  by  VjOOQ IC 


Pl.Û 


^^9'â 


.q3. 


Fèf.S^' 


Fi^  ,106 


Ff/i.  ï 


Fia ,  loff  > 


GroffÀ'  ptw  Aela/f 


Digitized  by  VjOOQ IC 


Digitized  by  VjOOQI^ 


Pi- 7. 


J^t^  *  ^J^ . 


F^  '  n'y  » 


Ji 


Fia 

r 

X" T 

K 

( 

..■•■■'Ai 

Digitized  by  VjOOQ IC 


Digitized  by  VjOOQ IC 


"-■   .'"— 


yv/i 


Fi^.iSù'. 


Ftj.i3^. 


,.j 


Fiy  .j4>2  ' 


F(ç,iâ3 


;r/^  .AA 


JPÏy.iâ^' 


Gr>4nfi  nur  ^tUuH 


Digitized  by  VjOOQ IC 


Digitized  by  VjOOQ IC 


/y. 


FÛ/.j.hH. 


/^i 


,6\ 


h 


«  ". /' 


/// 


Fiy.j^o. 


•O,         A 


[FH 


:| 


P 


V 


F^.jjS. 


Fitf.il^ 


/V -^ 


Fij.iSo,  F(^,jSi.  Fi^.xSn, 


^ 


(rraii^  Btu^  At/ani 


Digitized 


by  Google 


•  t 


Dig^tized  by  VjOO^IC 


Digitized  by  VjOOQIC 


Digitized 


by  Google 


Digitized  by  VjOOQ IC 


